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Topologie algébrique des variétés I

Exercices, feuille 2 : Variétés orientables, Cohomologie.

Exercice 1 Soit n > 1 un entier, et soit M une variété topologique connexe de dimension n.

(1) Montrer que M admet un revétment double p : M — M tel que M soit une variété topologique
orientable.

(2) Montrer que M est orientable si et seulement si le revétement double M a deux composantes
connexes.

(3) Supposons que le groupe fondamental de M n’a pas de sous-groupe d’indice 2. Montrer que M
est orientable. (En particulier, si M est simplement connexe, alors M est orientable.)

Exercice 2 Quelques calculs de cohomologie. Soit n > 1 un entier.

(1) Calculer les groupes de cohomologie & coefficients dans Z des espaces topologiques suivants :
CP™, le tore S x S, la bouteille de Klein.

(2) Calculer les groupes de cohomologie & coefficients dans Z/2Z de RP™.

(3) Calculer les groupes de cohomologie a coefficients dans Z de RP™.

Exercice 3 Cup-produit. Soit X un espace topologique, dont on note (C*(X; R),0) le complexe de
cochaines singulieres & coefficients dans un anneau commutatif R. Montrer les propriétés suivantes du
cup-produit au niveau des cochaines :

(1) (Compatibilité avec le cobord) Pour tout (a,b) € CP(X; R) x C4(X;R), on a
d(a—b) =da— b+ (—1)Pa — Hb.
(2) (Associativité) Pour tout (a,b,c) € CP(X;R) x C4(X;R) x C"(X;R), on a
a— (b—c)=(a—0b)—c

(3) (Fonctorialité) Soit Y un espace topologique, g : X — Y une application continue, et g* :
C*(Y; R) — C*(X; R) le morphisme de complexes induit. Alors, pour tout (a,b) € CP(Y; R) x
CYY;R),on a

g*(a) — ¢*(b) = g*(a — b).

Soit A : R — R’ un morphisme d’anneaux et h* : C*(X;R) — C*(Y;R) le morphisme de
complexes induit. Alors, pour tout (a,b) € CP(X;R) x C1(X;R), on a

h¥(a — b) = h¥(a) — R (D).

(4) Formuler et démontrer les propriétés du cup-produit cohomologique similaires aux propriétés
(2) et (3) ci-dessus.

Exercice 4 Anti-commutativité du cup-produit. Soit X un espace topologique. Pour tout entier
k > 0 et pour tout k-simplexe singulier o, on note & le simplexe inversé o o w, ot w : T% — T* est
'application affine qui envoie tout sommet e; du k-simplexe standard 7% sur ej_;. Pour tout entier

k >0, on définit un morphisme pj, : Ci(X) — Cx(X) en posant p(o) = (—1)k<k2+1)

g.



(1) Montrer que les morphismes py forment un morphisme de complexes de chaines
p: (Cu(X),0) = (C(X), D).

(2) Montrer que ce morphisme de complexes de chaines est homotope a l'identité.
(3) Montrer que
a— = (-1)Pp—a
pour tout o € HP(X; R) et tout 5 € HY(X; R), ou R est un anneau commutatif.

Exercice 5 Cap-produit. Soit X un espace topologique, et soit R un anneau commutatif. Soient
k > ¢ deux entiers positifs ou nuls. Pour tout k-simplexe singulier o et toute ¢-cochaine ¢ € C*(X; R),
on pose

(0 ~¢c)=c (a o A(eo,...,eg)) ool

ef?"wek) :

Ceci définit une application bilinéaire
~: CWu(X; R) x C*(X; R) — Cr—e(X; R).

Montrer que, pour tout k-simplexe singulier ¢ de X et pour toute ¢-cochaine singuliere ¢ € C* (X;R),
on a
Ao ~c)=(—1)do ~ c—0c ~ dc).

En particulier, on obtient ’opération du cap-produit

~: Hy(X;R) x HY(X;R) = Hj_y(X: R).



