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Exercice 1

Soient K un espace métrique compact, F' un espace de Banach et A une partie de (C(K, F),|| |loo)
d’adhérence compacte. Montrer que |J, ., A(x) est d’adhérence compacte dans F'.

(On pourra utiliser 'exercice 2 de la feuille 2).

Exercice 2 : caractérisation des parties précompactes de C([0,1],C)

Soit I = [0,1]. On munit Ey = C(I,C) de la norme : ||ul|g, = sup,¢; |u(z)].
On note P le C-sous-espace vectoriel de Fy formé des fonctions polynomiales a coefficients complexes
et, pour tout A > 0, L, la partie de P définie par :

La={peP.lpO)|+IIp'llg, < A}

1. Montrer que, pour tout A > 0, L 4 est précompact dans Ej.
2. Soit H une partie précompacte de Ej.
(a) Justifier que, pour tout f € Ey et tout n > 0, il existe p € P tel que ||f — pllg, <.

(b) Prouver que, pour tout ¢ > 0, il existe des éléments p1, ...,p, € P tels que H C J,_, B(ps,¢)
ou B(pe,e) = {f € Eo, ||f — pellg, < €} est la boule ouverte de centre py et de rayon e.

(¢) En conclure que H possede la propriété suivante :

(1) pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que, pour tout f € H, d(f,La) <e,

owd(f, La) =infger, [If — gllz,-
3. Moutrer que toute partie H de Ej possédant la propriété (1) ci-dessus est précompacte dans Ejy.

4. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’une partie H de Ej soit précompacte.

Exercice 3 : L’espace D([0,1],R)

On note D([0, 1], R) le R-espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R qui sont continues & droite
en tout x € [0, 1] et admettent une limite & gauche, notée f(x_), en tout point z de ]0, 1].

1. Montrer que D([0,1],R) C B([0,1],R) (ensemble des applications bornées de [0, 1] dans R).
2. Montrer que D([0,1],R) est fermé dans Iespace (B([0,1],R), || [lsup)-
3. Soit f € D([0,1],R). Pour tout n > 1 on définit E,, = {x €]0,1] : |f(z_) — f(z)| > 1/n}.
(a) Montrer par ’absurde que chaque E,, est fini.
(b) En déduire que I'ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
(c¢) Donner un exemple de fonction f € D([0, 1], R) ayant une infinité de points de discontinuité.
On note A ’ensemble des applications A de [0, 1] dans lui-méme qui vérifient :
(i) A est strictement croissante, (ii) A(0) =0, A(1) =1,
(iii) Jk, K €]0, +o0[ tels que Vz,y € [0,1], klz —y| < |A(z) — A(y)| < K|z — y|.
(Les éléments de A sont des bijections de [0,1] dans lui-méme, lipschitziennes ainsi que leurs in-
verses). Pour A € A on note
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‘ (< 400 dapres (i) et (iii)).

4. Montrer que A est un groupe pour la composition des applications de [0, 1] dans lui-méme, et que
V(Ao ) < v(A).y(p) pour A, p € A.
5. Montrer que pour tout A € A on a [|A — id|[oc = Sup,ejoq) A @) — 2] < "N 1,

6. Pour f,g € D([0,1],R) on définit

d(f,g) = inf (v(A)Jr sup If(x)—g(A(x)>|>~

A€ z€[0,1]



(a) Montrer que d est une distance sur D([0,1],R) (appelée distance de Skorohod).

(b) Soient (an)nen une suite dans [0, 1] convergeant vers a €]0, 1], et (b,)nen une suite de réels
convergeant vers b € R. Montrer que la suite des fonctions f, = b, 1 ,,[ converge vers la
fonction b1l 4f pour la distance d. Y a-t-il convergence en norme || ||sup ?

7. On se propose de monter que (D([0,1],R),d) est un espace métrique complet.
Soit donc (f,)nen une suite de Cauchy dans (D([0, 1], R), d).
(a) Montrer I'existence d'une sous-suite (f,(n))nen de (fn) telle que

Vn €N d(fap(n)a f<p(n+1)) < 27(n+1),
puis d’une suite (\,) dans A telle que
Vn €N ’Y(/\TL) + ||f<p(n) - ftp(’ﬂJrl) © /\TLHSUP <27
(b) Montrer a l’aide des questions 4. et 5. que, pour tout n, la suite (Ap4x © -+ 0 A1 © A\p)ken
converge uniformément sur [0, 1]. Soit p, sa limite. Montrer que u, € A et lim~y(u,) = 0.

(¢) Montrer que la suite (fy() © fty, )nen est de Cauchy dans (D([0,1],R), || [|sup)-
(d) Montrer que (f,(n)) converge dans (D([0,1],R), d). Conclure.

Exercice 4

CN est I’ensemble des suites complexes. Pour z = (2, )n,en € CY et p réel supérieur ou égal & 1 on note

1/p
llzllp = Z |zn|” €[0,+00] et |[|z|[c = sup |z € [0, +o00].
neN n€N

On définit P = {z € CV : ||z, < 400} (p€[l,400]) et *®={zeCV:||z]lw < +oc}.

1. Soit 1 < p < 400. On pose p’ =p/(p —1).
(a) Pour o, 3 € RT, montrer que «af < %ap + %ﬁp/.
(b) Montrer que si € I” et y € I’ on a
zy % (ZnYn)neny €1 et lzy|li < |2llpllylly  (inégalité de Hélder).

Indication : vérifier que Yy |Tnyn| < 1/pllz|fh + 1/p’||y||§i et utiliser cette inégalité avec
z/lzllp et y/lyllp-
(c) Montrer quesiz € [P et y € [P on a
z+yel? et |lz+yllp, <|lzllp+|lyll, (inégalité de Minkowski).

2. Montrer que (17, || ||,) (p > 1) et (I°°,]| ||co) sont des espaces vectoriels normés.
3. Montrer que [P (p > 1) et [°° sont des espaces de Banach.
4. Montrer que 1 <p < ¢ < 400 =17 G 1% et ||z||; < ||z||p, pour tout = € {P.

Exercice 5

1. Montrer que [* est isométriquement isomorphe au dual topologique de {*.
(On montrera que I"application qui & a € [* associe la forme linéaire ¢, : x € [* — >, any définit
une bijection isométrique de [*° sur (I1)".)

2. Montrer de la méme fagon que /! s’identifie isométriquement & un sous-espace vectoriel de (I°°)’.

3. On note ¢, 'espace vectoriel des suites de nombres complexes nulles a partir d’un certain rang et
co celui des suites qui convergent vers 0.

(a) Montrer que ¢g est adhérence de ¢, dans [*°. En déduire que (co, || ||oo) est un Banach.
(b) Montrer que ! est isométriquement isomorphe au dual topologique de (cg, || |0 )-

4. On note ¢ 'espace vectoriel des suites de nombres complexes convergentes.
(a) (¢ |loo) est-il un espace de Banach ?

(b) Montrer que toute forme linéaire continue ¢ sur (¢, || ||o) est du type :

Oa b T Z anty +b lim z,, avec (a,) €' et beC.

n—oo
neN

(c) Déterminer la norme de @, en fonction de @ et b.

(d) En déduire que ¢! est aussi isométriquement isomorphe au dual topologique de (c, || ||oo)-



