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Feuille 2
Suites et séries numériques

Exercice 1. Indiquer avec une breve justification si chacun des énoncés suivants
est vrai pour deux suites de réels U = (up)nen €t V = (Upn)neN.

Si U est croissante et convergente, elle est majorée.

Si U est majorée et convergente, elle est croissante.

Si U est décroissante et positive, elle converge.

Si U est croissante et non majorée , elle diverge.

Si U et V sont divergentes, U + V est divergente.

Si U est convergente et V divergente, U + V est divergente.
Si U est convergente et V' divergente, UV est divergente.

Si U tend vers 0, UV tend vers 0.
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Exercice 2. On veut montrer de plusieurs manieres différentes que la suite

1
(tn)nen+ définie par u, =1+ 3 + -+ 4+ — ne converge pas dans R
n

1. Montrer que (u,)nen+ n’est pas une suite de Cauchy et conclure.

2.0 L, L
.Onposevy,=—+ —+- + ———
P on T on 1 2 4 (27 — 1)

1
— Montrer que pour tout n € N, v,, > 3

— En remarquant que 2" + (2" — 1) = 2"*! — 1, montrer que ugn+1_; =
vo +v1 + -+ - 4+ v, et conclure.

3. Comparer u, a une intégrale.

Exercice 3. On consideére les deux suites de nombres réels (uy, ) nen+ €t (Vn)nen~
définies par :

unzl—i—%—f—---—l—% et vn:un—i—%.
1. Montrer que :
(a) la suite (u,)nen+ est croissante;
(b
(c

(d) limy,— 4 oo(vy — uy) =0.

la suite (v, )nen+ est décroissante ;

)
) pour tout n > 1, u, < vy ;
)

En déduire que les suites (un)nen= €t (vn)nen+ sont convergentes et de
meéme limite. Cette limite est le nombre réel e.



2. Montrer que pour tout entier n > 0 il existe un unique nombre réel 6,
vérifiant 0 < 0, < 1 et tel que

1 1 6,

R e e (1)

= 1 —_
€ + 1! n!  n.n!

3. Montrer que e est irrationnel (on montrera que la formule (1) n’est pas

possible si e = P avec p et ¢ dans N*.
q

Exercice 4. [Moyenne de Cesaro] Soit (uy)neN une suite tendant vers [ (avec
[ un nombre réel ou +o00 ou —0c0).
n
1. On pose, pour tout n € N, v,, = o Z ug. Montrer que lim,,_, 4 o v, =

k=0
l. Montrer que la réciproque n’est pas vraie en général, mais est vraie

lorsque u,, est monotone.

1 n
2. On pose pour tout n € N*, w,, = — g kug. Montrer que lim,,_, 4+ oo wy, =
=0
1
5

Exercice 5. Soit (u,)nen une suite réelle & termes strictement positifs, telle

., Un41
que la suite nt
n

converge vers une limite [. Montrer que lim,_, o, ~/u, =I.

Exercice 6. Soit f une fonction positive décroissante et continue sur [1, 4+o00[

et
20|

Montrer que la suite (uy,),>1 est décroissante et minorée.
1 1
En déduire la convergence de la suite v, =1+ 3 + -+ — —logn.
n
Exercice 7. Montrer que si la fonction g est continue positive et décroissante

sur ]0, +oo], alors on a :

n+1 n n
/ g(z)dr < Zg(k) <g(1) +/ g(z)dz.
1 k=1 1

1 1
En déduire le comportement de la suite définie par u,, = — —.
Exercice 8. Soit u,, une suite décroissante positive convergeant vers 0. On pose
Up = Uug — U1 + Uz — ug + -+ + (=1)"uy,.
Soient p et k deux entiers. Montrer que u, > u,—upy1+upro+--+(—1) u,p >
0.
En déduire que la suite v,, est de Cauchy.



Exercice 9. Etudier les suites u,,n € N et v,,n € N définies par ug, v
(0 < up < wp) et

Uy, + Up, ot 2Up U,
Upyl = ——— Upgpl] = ———
et 2 nt Uy, + U

Exercice 10. Etudier les suites définies par
1. ug =1et upt1 = 2up;

9 0 et 3uy — 2
Lug=0et upp; = ——;
0 T u, —1
Up + 2
3. uOZOetun+1=un+1;
1- n
4. ug=1/3 et upt1 = 3u exp(ty,).
Exercice 11. Etudier la nature des séries dont voici le terme général
1) 1 2) 1+10gn 3) 2"+5
nlogn n2 3" 11
5) n(@) (a > 0) 6) e=V™ 7) n?sin(5k)
n!)3 3n n+l (n+1)*
9) E?m))! 10) (471—1) 11) nl+1
I+...(n—=2)! 7
13) HRM 14) iy In(cos(3)) (@ >0)  15) n(* -1 (keR)
17) n.nw 18) n! (%)n (x > 0) 19) 1 — cos( )
21) (n® +3)* — (n® +2)%* (a € R) 22) n2e V" 23)

(1+a)(1+a2)~~(1+a")
Exercice 12. Soit o un nombre réel. Pour tout entier strictement positif n, on
pose

1 1 1 1 2 1

n— 5, Up= "7 — t n = —, ’
“ na Y n® (n41)® o ne (n+1)a+(n+2)a

1. Pour quelles valeurs de « la suite (u,) est-elle convergente ?

2. Pour quelles valeurs de « la série de terme général v,, est-elle convergente 7
Dans ce cas, calculer sa somme.

3. Pour quelles valeurs de « la série de terme général w,, est-elle convergente 7
Dans ce cas, calculer sa somme.

(=" 3

et v, = .
3n+1 (6n+1)(6n+4)
1. Montrer que la série de terme général v,, est convergente.

Exercice 13. Pour tout entier positif n, on pose u,, =

2. Calculer ugy, + uo,+1 pour n € N.

+oo +oo
3. Montrer que la série de terme général u,, est convergente et que E Uy = E Up.-
0 0




cosh(n)

Exercice 14. Pour quelles valeurs de a € R la série de terme général u,, = -
a

converge-t-elle ?

Exercice 15. Soit (un)nen une suite de nombres réels strictement positifs.
U
Pour tout n € N, on pose S, = ug + -+ - + un et v, = —
n

1. Montrer que si la série de terme général u,, est convergente, alors la série
de terme général v,, est convergente.
n

(7
2. Montrer que pour tout n € N, on a H(l — o) = ly

k=1 Sn
3. On suppose que la série de terme général v, est convergente.
(a) Quelle est la nature de la série de terme général log(1 — v,,) 7

(b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

Exercice 16. Soient a et b deux nombres réels strictement positifs. Pour quelles
anovn

—— converge-t-elle ?
2V 4 b &

valeurs de a et b la série de terme général

—1)" —1)» —1)"
Exercice 17. Pour tout n € N*, on pose u,, = (=D exp (()> et v, =u, — (=1) .

vn vn vn

1. Montrer que la série de terme général v,, est divergente.

2. La série de terme général u,, est-elle convergente ?

Exercice 18. Soit (u,)nen+ une suite de nombres complexes. On pose, pour
n >0, vy = Uy + Upg1 + -+ Uy
1. On suppose que u, = a™, avec a € C.

(a) Montrer que la série de terme général u,, et la série de terme général
v, sont de méme nature.

(b) Si la série de terme général v,, est convergente, calculer sa somme.

1
2. On suppose que u, = —, avec a € R. Montrer que la série de terme
n

général v,, est convergente si et seulement si o > 2.

Exercice 19. Soit (up)nen une suite de nombres réels. Parmi les assertions
suivantes, lesquelles sont vraies ? lesquelles sont fausses ? Justifier la réponse.

1. Si pour tout n > 0 u, > 0 et si la suite (u,) est décroissante et a pour
limite 0, alors la série de terme général u,, est convergente.

2. Sipour tout n > 0 u, > 0 et sila série de terme général u,, est convergente,
alors la suite (uy) est décroissante & partir d’un certain rang.

3. Sipour tout n > 0 u, > 0 et si la série de terme général u,, est convergente,
alors la série de terme général ,/u,, est convergente.




4. Sipour tout n > 0 u, > 0 et si la série de terme général u,, est convergente,
alors la série de terme général u,,? est convergente.

5. Silimy—400((—1)"nu,) = 1 alors la série de terme général u,, est conver-
gente.

6. Silim, oo ((—1)"n%u,) = 1 alors la série de terme général u,, est conver-
gente.

Exercice 20. Démontrer, a ’aide d’un développement limité, que la suite de

terme général u,, est convergente, avec u, = sin(nt + — + —).

n o n
Exercice 21. Etudier, en fonction du parametre o > 0, la convergence des
séries de terme général :

2 1 ntvinn (=)™

(a) n*"%cos(=); (b)) a2z ;5 (c)

3
=3
3

Exercice 22. Soit f une fonction de classe C? sur [—1,1] telle que f(0) = 0,
1(0) = f(0) = 1. Etudier les séries de terme général

. f (e . (=n"
n n? n vn

) (ici f est de classe C3).

Exercice 23. Former le produit des séries de terme général u,, et v, ou

U, et v, =

on—1"

1
ny/n
Exercice 24. Soit u, une suite positive telle que la série de terme général u,
converge. On pose v, = ———.
1+ nu,
Montrer, en raisonnant par I’absurde, que la série de terme général v,, est di-
vergente.

Exercice 25. [Ordre des termes] Soient wu,, =

_1)n
(=1) et o application de N*
n
dans IN* définie par
VpeN* c(B3p—2)=2p—1; c(Bp—1)=4p—2; o(3p) = 4p.
1. Montrer que ¢ est une bijection.

+oo +oo
2. Comparer Z Uy, et Z Ug(n)-
n=1 n=1

Exercice 26. Calculer, si elles existent, les sommes des séries de terme général

(a)

(>0 (0) W(l— =) (n>1); () arctan(%) (n>0).

2 __ 1 2 2
n 1 n n



Exercice 27. Etudier la nature des series dont voici le terme général

) " n n —-1" in(n6

1) Gzt 2) (—1)n it 3) S 4) 100 (g ¢ R)
1 (=n* (-1 03

5) n+(—i)"\/ﬁ 6> n—Inn 7) 2n+cos(n) 8) m N

9) (—1)" cosh(%)sin(L)  10) In (ncosh()sin(L)) 11) \/1+ 2% —1 12) (%)



