Université Denis Diderot (Paris VII)
MP 3

Quelques exercices corrigés
Suites et séries numériques

Dans les pages qui suivent nous proposons la corrections de quelques exercices
de la feuille sur les suites et les séries. Les exercices 4, 6, 7, 11 (partiellement),
12, 15 et 16 sont corrigés, ainsi qu’un exercice supplémentaire sur les séries de
Bertrand.

Quelques résultats importants sur la convergence des séries a termes positifs
sont également rappellés au début.

Quelques résultats a savoir :
1
— La série de terme général — converge si et seulement si o > 1.
n
— (Régle de d’Alembert) Soit u,, une suite dont les termes sont tous strictement

positifs.
u
Si lim —*!

= (¢ < 1 alors la série de terme général u,, converge, alors que
n—oo 'U,n

Un+1

si lim

= { > 1 alors la série de terme général u,, diverge.
n—oo Uy

— (Régle de Cauchy) Soit u,, une suite dont les termes sont tous positifs.
Si lim (un)% = (¢ < 1 alors la série de terme général u,, converge, alors que
n—oo

si lim (u,)» = £ > 1 alors la série de terme général u,, diverge.

n—oo

Exercice 4 (Moyenne de Cesaro)

1. —casouleR
Il faut utiliser la définition de la convergence de (u,)nen vers I et cou-
per en deux la somme définissant v, — [, on montre alors que les deux
parties sont arbitrairement petites.

Soit € >0
Soit N1 € N tel que Vn > Ny, | u,, — 1 |< § (licite car u,, tend vers 1.)
Soit Ny € N tel que

Ni—1
> fur =1l
Vn > Ny, 20 <=
= n+1 2
(licite car le numérateur est fixe et le dénominateur tend vers +oo donc
le tout tend vers 0.)
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Soit N = max(Ny, Na), pour n > N les deux majorations précédentes
sont valables, on a alors :

n

S S (ux — 1)

k=0 |k:()
n+1 n+1

[on — 1] = |

d’ou

> |ue =1
— < k=0
[ < n+1

grace a l'inégalité triangulaire.

Ainsi
Ny,— n
Sl —t 32 et
n_l k=0 =N
|U ‘_ n+1 + n+1
d’ou .
n_l a —
e =l < 5+ 775
or .
k:Nli_(n7N1+l)§<E
n+1 n+1 -2
donc on a

€
2
et ce pour tout € > 0 donc la suite v,, tend vers [

VnZN,|vn—l|<%—|— =e
cas ou [ = 400
Soit A > 0 et € €]0;1]

Soit A = 4£¢

Soit N7 € N tel que Vn > Ny, u, > A; (licite car u,, tend vers +00.)
Soit Ny € N tel que

Ni—1
> Uk

Vn > Ny, |22 | <
n > 2|n—|—1| €

(licite car le numérateur est fixe et le dénominateur tend vers +oo donc
le tout tend vers 0.)



Soit N3 € N tel que

— N1 +1
VnzNg,u>1_e
n+1

(licite car le quotient tend vers 1 avec n)

Soit N = max(Ny, Ny, N3), pour n > N les trois inégalités précédentes
sont valables, on a alors :

Ni—1 n
Z Uk Z Uk
_ k=0 k=N1
" n—+1 n+1
d’ou
n
> A
k=N,
> F=
Un Z —€+ n+1
Ainsi [
o> _cq M- DA
n+1
d’ou

v, > —€e+(1—€A; =A

et ce pour tout A > 0 donc la suite v,, tend vers 400
— Réciproque fausse en général :

On considere u, = (—1)".
On montre alors par récurrence que vg,, =
tend vers zéro mais u, ne converge pas.

— Réciproque vraie si (u,) monotone :
En effet quand u,, est monotone elle admet toujours une limite [ €
R U {—00;+00} donc en utilisant le sens direct on a que v, tend vers le
méme [ (or la limite de v est unique) donc lim u,, = limv,, ce qui établit
la réciproque.

1 _
gt €t vang1 = 0 donc v,

. Définissons la suite (u}) par uy = 0, v} = uy puis
! [

Uy = U2, Uz = U2
! ! [

Uz = U3, Uy = U3, Uy = U3

et ainsi de suite avec a chaque fois une répétition de taille k& du term wuy.

’
Uk

n

= 1

Posons alors vy, = “-05- et N = > k= %
k=0

On a par construction :



n
U = Vi =V = ay O ku = wlemw,
2 Z k 2 k=0 2
k=0

or u, tend vers ! donc u, également (par construction) donc d’apres la
question précédente v/, tend aussi vers [ et comme N tend vers +o0o avec
n on a vy qui tend vers ! également donc

n(n2+1) n+1 ) U;\/'

N

/
Wy, = vy =
nz N 2n

et w,, tend vers é
Exercice 6

Montrons que la suite u, est décroissante. On calcule u, 11 — u, et 'on trouve

n+1
Upal — Up = f(nJrl)f/ f(z) dx
< flr+t1)—f(n+1)=0,
ou 'on a utilisé le fait que sur [n,n+ 1], f(z) est toujours supérieure & f(n+1)

car f est décroissante.
Montrons maintenant que la suite u,, est minorée. On peut écrire

Up, ==

n—1 .k41
OB / f(x) de

k=1

NE

3

-

k+1

)+ fn) - 3 [ sy

k=1"F

|
ing
LL

> )+ f) — 3 Sk > 0,
k=1

x>
=

ol 'on a utilisé le fait que sur [k, k4 1], f(x) est toujours inférieure & f(k) car f
est décroissante. On a aussi utilisé le fait que f(x) > 0 pour tout z, donc en
particulier f(n) > 0.

La suite étant décroissante et minorée, on conclut qu’elle converge.

1
Appliquons ce résultat a la fonction f(x) = —- Cette fonction est positive et
x

décroissante sur |1, 00] et le résultat précédent indique directement que la suite

"1 /” 1
Z - — — dx converge.
1 k 1 T

Le calcul de 'intégrale permet de conclure qu’il existe un réel C tel que

n—oo

"1
lim — —log(n) =C.
;k g(n)



Exercice 7
Commencgons par écrire la majoration suivante :

n

n+1 k+1 n
/1 o) de =3 /k oa) de <3 (k).

1

car g est décroissante.
Inversement on a

/1n+1 g(z)dz = 22:/:1 g(z) dzx

Y
<
—~
=
|
)
—~
)y
~
I
<
—~
—_
~

d’ou le résultat souhaité. )
On applique ce résultat dans le cas ou g(x) = —- Comme

\/E
JRCEE

on trouve directement que la suite

Sl-

1 n
Uy = —=
>
tend vers 2 quand n tend vers U'infini.

Exercice 11 Etudier la nature de la série V = (v, )neN-

1. : 1

Tlogn la fonction x — Tozz
. . s . ~ . 7 oo

Par suite (cf exercice 7), la série a méme nature que lintégrale [,

1

1. v, =

Cette intégrale diverge car on a

zlogx
a dx o . 9e .
2 Tlogw = (lo.glog.a)f(loglogQ) et cette expression tend vers I'infini lorsque
a tend vers linfini.
2. v, = % : la série est la somme de deux séries convergentes car

1

la série de terme général -

logn

est positive et décroissante sur [2, ool

dzx
zlogx *

= (loglogz)’, d’ol, pour a > 2,

converge et on a (croissances comparées)

lim,, o Nl 0 d’oti, logn < /n pour tout n assez grand et ’on a donc

1‘:% < - pour tout n assez grand. On sait que cette derniere série est
n2
convergente.
3. v, = 327, j151 : cette série est a termes positifs et 'on a v, ~ w, ou w, = 2

La série de terme général w,, converge puisqu’on a % < 1letilen estde

méme de la série de terme général v,



10.

12
14

15

n+logn n
n2+1 n2+1
qui est divergente (le terme général est positif, équivalent a l et la série de

Uy = ; cette série est la somme de la série de terme général

terme général + - diverge) et de la série de terme general o= +1 qui converge
(comme dans I’exemple 2). Il en résulte que 'on a une série divergente.

Uy, = n198 : cette série est de la forme n® et elle convergente si et seulement
si a = loga < —1 c’est-a-dire si et seulement si a < e™*

Uy = e V™ : ¢’est une série convergente car, pour tout n assez grand, on
a v, < 3. En effet log(e=V™n?) = —/n + 2logn tend vers —oo lorsque n
tend vers I'infini (croissances comparées). On a donc lim,, o, e~V"n2 = 0,
d’ol1 le résultat.

v, = n? sm% : cette série est absolument convergente; en effet on a
d’abord, pour tout v € R, |sinu| < |u| (représenter sur le méme dessin les
graphes de la fonction sinus et des fonctions z — z,z +— —x ou étudier,

dans Ry, les variations de u +— v —sinu). On en déduit |v,| < §% puis on
montre que g—j < (%)”, par exemple, pour tout n assez grand. Pour cela,
on calcule log(g—j : (3)") = logn?(3)" = 2logn + nlog 3, qui tend vers
—oo lorsque n tend vers l'infini (croissances comparées). Enfin on sait que
la série de terme général ()™ converge.

Uy = (% + %)" :pour n > 3, on a v, < (%)” La série considérée est donc

convergente.

| 3
Uy = U rapport "“ = (3n+1)(3:+2)(3n+3) tend vers % Par le

critére de D’ Alembert, la série est donc convergente.

1
vy, = ($227)" : on a limv; = (2)? < 1. Par le critere de Cauchy, on
conclut que la série est convergente.

1+4..—&;L('n—1)! con a v, > (n—l)!

Vp = = l La série est donc divergente.

Un = Grnye +1) log cos =:la formule de Taylor entraine qu’il existe une fonc-
tion € tendant vers 0 en 0, telle que l'on ait

Un, (n+1)°‘ log(1— 555 (14 ¢€(1)) N_W'

Le développement limité montre que v, < 0 pour tout n assez grand.
La série de terme général v, est de méme nature que la série de terme
général W Elle est donc convergente si et seulement si a + 2 > 1
soit av > —1.

Up = n " o1 pour k < 0, on a n~* tend vers l'infini et v, tend vers
I'infini, quand n tend vers l'infini; pour k =0onan=% =1et v, =n—1.
La série de terme général v,, est donc divergente si k <0 .

Supposons k > 0. On a n~* tend vers 0, quand n tend vers I'infini. On écrit
vp=n" " — 1= Tlogn 1 —¢e " logn _ 1 Onp sait que e* — 1 ~ u,
quand u — 0. On en déduit v, ~ n~*logn, quand n tend vers l'infini. La
série considérée étant a termes positifs, elle a méme nature que la série de
terme général n=%logn et celle-ci est convergente si et seulement si k > 1.
(Cela sera montré dans un autre exercice sur les séries de Bertrand).



18 v, = n!(Z)" : on se limitera au cas x # e, le cas z = e est difficile.
Le rapport “25 = (n 4 1)(;;57)" "'« (£)" = 2(;7)" tend vers £, quand
n tend vers I'infini. En effet on a
limy, o0 log(™E)™ = lim,, oo nlog(1+ 1) = 1, en utilisant log(1 +u) ~ u
quand u — 0.
Le critere de d’Alembert montre alors que la série considérée est conver-
gente si £ < 1 c’est-a-dire si x < e et divergente si T > 1 c’est-a-dire si

e
r>e.

19 v, =1- cos(%) : au moyen de la formule de Taylor a ’ordre 2 en 0, on
trouve qu'il existe 6, €]0,1[ tel que v, = 55 cos(%"), d’'ott 0 < v, < 5.
Comme la série de terme général n% est convergente, la série de terme
général v,, est convergente.

21 v, = (RS +3)% — (n? +2)3¢ = nbe[(14 3)7 — (1+ %)37] : on rappelle le
développement limité (1+u)* =1+ au+ wzﬂ(l + ¢(u)) ol €(u) tend

3a 9a(a—1

vers 0 quand u tend vers 0. On en déduit v,, = n%[1+ —ZJr Sala—1) _ 1-
n 2ni2

6a  6a(3a—1) 1 1 1 1.

— - - ]+ T2 6a el(ﬁ) + 7714_6&62(5), ou 61(%), 62(%) tendent

vers 0 quand n tend vers I'infini. On en déduit que v,, est équivalent a
7%, de signe constant, pour n assez grand, et que la série de terme
général v,, est convergente si et seulement si 2 —6a > 1 c’est-a-dire a < %.
On aurait d’ailleurs pu obtenir cette conclusion en utilisant seulement le
développement limité a 'ordre 1.

22 v, = n2e~ V"™ : on va montrer que l'on a v, < #, pour tout n assez grand,
ce qui entrainera la convergence de la série de terme général v,. Pour
cela, on calcule logn?v,, = —/n + 4logn et on conclut, avec un résultat
de croissances comparées, que log nv, tend vers —oo, quand n tend vers
Iinfini ; il s’en suit que n?v, tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Cela
prouve que nv, <1 pour tout n assez grand.

Exercice 12

— n—oo
1. un:n%:e alnn of Inp "5 00
— Pour @ > 0, —alnn — —oo, donc u, = e~ *™" — 0 et donc uy,
converge.

— Pour a =0, u, =1, la suite est constante donc converge.
— Pour a < 0, —alnn — oo, donc u, = e~ *"" — o et u, diverge.
En résumé, u,, converge si et seulement si o > 0.

2. Uy = Up — Upt1. On en déduit par récurrence que vy + vo + « -+ + v, =
UL — Up+41-
Ainsi, la série > v, converge si et seulement si w, converge, & savoir si
a > 0 d’apres la premiere question.
Sia=0,>" v =u —Upp1 — ur —1=0.Sia>0 Y0 v =
UL — Up+1 — UL = 1.



3. w, = vy — Up41, done, comme pour la deuxieme question, on en déduit
que ZLI w; = v1 — Up41 €t donc la série de terme général w,, converge si
et seulement si la suite v, converge.

Mais

(L= (1+3)7)
ae(1= (1= +0Gp)
= na+1 + O(na+2)

Grace a la question 1., on connait le comportement de la suite (—+7), qui
converge si et beulement sia>—1.

Donc la suite (v,,) converge si et seulement si o > —1.

Donc Y w, converge si et seulement si o > —1.

Sia=-1, v, =—-1donc Y ;" w; =v1 —vpp1 =0— 0.

Sia>—1,v, = 0donc Y i | w; =01 — Upp1 — V1 = 1—2%.

Exercice 15

1. La série de terme u,, converge donc la suite .S,, converge vers un réel [ > 0
(car les u,, sont strictement positifs) donc v,, > 0 et v, ~ “T" or ces deux
termes sont strictement positifs et équivalents donc leurs séries associées
sont de méme nature et comme la série des u,, converge il en est de méme

pour “* et donc la série de terme générique v,, converge.

2. On remarque que

donc 1 —vy = " L et H (1—wv) = H S’“ L est un produit téléscopique

i.e les termes se blmphﬁent deux a deuX

ce qui établit le résultat.

3. (a) étudions la série de terme générique w, = —In(l — v,)
On a w, > 0 pour tout n et limwv,, = 0 car la série de t.g. v, converge.

On peut donc utiliser un développement limité de In en 1 pour obtenir
wy, = —(=vp + 0(vp)) = Vs + o(vy)

ainsi w, ~ v, et les suites sont strictement positives donc les séries sont
de méme nature, ainsi la série de t.g. w,, converge et il en est de méme



pour la série de t.g. In(1 — v,,), de plus le t.g. étant strictement négatif la
somme est strictement négative (et finie).

(b) On a d’apres la question 2 :

Uo Uo Uo

Sn = = = = —
1 —w)eapln(1] (1=wv))  eap(3] In(l = vy))

or Y. In(l—wv) tend vers I avec —oo < | < 0 (d’apres (a) ), donc
k=1

n
exp( > In(l —wvy)) tend vers I’ avec 0 < I’ < 1 (car exp est continue)
k=1
ug

et finalement S, tend vers 9 qui est fini.

Ainsi la série de t.g. u,, converge également.
Exercice 16

W, = a™2v" :(g)n 2V
nTT ovngpn b/ 142Vn/pn”

- Sib>1, 2})# = eVrIn2=nlnb 0 car \/nIn2 —nlnb — —oc.

Donc 1+ 2V™/b" — 1 donc u,, ~ (%)"Zﬁ = enIn(a/b)+vnIn2 Noug noterons
vy = e In(a/b)+vnIn2  Comme Uy ~ Uy et u, > 0, la série de terme général
u, converge si et seulement si celle de terme général v,, converge.

~ Sia>b,In(a/b) > 0 donc v, > eV"m2 _ o0, donc, a fortiori, la série de
terme général v, diverge (donc Y u,, diverge aussi).

- Sia < b, In(a/b) < 0, et si on considere ¢ tel que In(a/b) < ¢ < 0 (par
exemple ¢ = 3 In(a/b)),
n(ln(a/b) —c¢) +/nln2 — —oo, donc nln(a/b) + /nIn2 < cn pour n assez
grand.
Donc pour n assez grand, v, < e et ) e™ converge car ¢ < 0. Donc Y v,
converge, et donc Y u, aussi.

- Sib<1,0< b <1, et donc VR 4~ 2V, Donc u,, ~ a™.
Or > a™ converge si et seulement si a < 1 (car a > 0), donc Y u,, converge
si et seulement si a < 1.

En résumé, la série converge si et seulement si (b > 1 et a < b) ou (b < 1 et
a<1).

Exercice supplémentaire (Séries de Bertrand)
Etudier selon les valeurs de « et 3, la série de terme général u,, = L

n®1nf n

1. Sia>17soit7:1+70‘.

On a, pour tout n > 2, n"u, =n"n"* In~"

1—a _
n=nz=In"?n



Or, limy, oo n 2" In"?n =0 (car 152 <0).

Donc, Ve > 0 dN € N tel que Vn > N nu, < ¢

Soit, pour € = 1, il existe N tel que pour tout n > N, u, < n%
Comme v > 1, on a que la série de terme général n% converge et par critere

de comparaison des séries, la série de terme général u,, converge si o > 1.

. Sia< 1.
On a, pour tout n > 2, nu, =nt=® In "’ n.

Or, limy,_,oo n'1™° In"n=+oc.

Donc, il existe N tel que pour tout n > N, nu,, > 1.
Soit, pour tout n > N, u, > %
Comme la série de terme général
de terme général u,, diverge.
.Sia=1.

La fonction fg:t+—

13 -
= diverge, on a que pour « < 1 la série

ﬁ est décroissante sur ]e’ﬁ, 400 [
Soit ng = max(3, E(e™?) + 2). (olt E est la fonction qui & un réel associe
sa partie entiere, par exemple 3 pour )

Alors, comme fg est décroissante sur [ng — 1, +00], on a, pour tout n > ng :

n+1 n
1 1 1
n tin” ¢t nln”n n—1tln” ¢

Et par sommation de ng a N :

N+l N 1 N 1
dt < g/ ——dt
/no tin? ¢ Z nln’n no—1 tin” ¢

n=mno

Finalement, en effectuant le changement de variable u = In(¢) dans les
intégrales, on obtient :

In(N+1) 4 N 1 In(N) 4
/ FHES Y < / B
In(ng) U e In” In(ng—1) ¥

~ Si B < 1, alors, pour tout n > 2, —— > L Et d’apreés ce qui

'’ nlnn = nlnn’
précede (appliqué dans le cas S =1) , on a que :

N

In(In(N + 1)) ~ In(In(ng)) < 3

n=no

<In(In(N)) — In(ln(ng — 1)

nlnn

Or, limy—co In(In(N + 1)) — In(In(ng)) = +oo done, la série diverge
quand 8 = 1. Et comme on a , la série diverge pour tout

nlnn = nlnn
p<1
— Si 8 > 1, on obtient :
N 1 1 In(N)
> < [
iz I = L= B g )

10



Soit :

XN: Lo 1 1
nln®n ~ B—1 \In(ng — 1)#~1  In(N)#-1

n=no
Or, comme 3 > 1, limy_. o W = 0 et donc les sommes partielles

sont majorées et la série de Bertrand converge.

Finalement, on a le résultat suivant : La série de Bertrnad converge si et
seulement si > 1, ou,a=1et > 1
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