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R�esum�e. Nous �etudions les �equations de Navier-Stokes pos�ees dans un domaine

de R

3

invariant par rotation autour de l'axe vertical, ou dans l'espace R

3

entier ;

nous cherchons des solutions invariantes par cette rotation, sous des conditions sur

la donn�ee initiale proches des hypoth�eses naturelles en deux dimensions d'espace.

Abstract. We study the Navier-Stokes equations, written in a domain of R

3

which is invariant under rotation around the vertical axis, or in the whole space

R

3

; the solutions seeked are also invariant by that rotation, and we look for

conditions on the initial data which are close to the natural assumptions in the

case of two space dimensions.

Mots cl�es. Equations de Navier-Stokes, axisym�etrie, espaces �a poids.

Classi�cation AMS. 35 Q 30, 42 B 25.

1. Introduction

Nous nous int�eressons dans cet article aux �equations de Navier-Stokes

(NS)

8

>

<

>

:

@

t

v � ��v + v � rv = �rp dans R

+

t

�


div v = 0

vj

t=0

= v

0

avec div v

0

= 0 ;

o�u � > 0 repr�esente la viscosit�e, 
 est un ouvert de R

3

, et o�u le champ de vecteurs

v : R

+

� 
 ! R

3

et la fonction p : R

+

� 
 ! R repr�esentent respectivement la vitesse

et la pression du 
uide, inconnues du syst�eme. La seconde �equation dans (NS) signi�e

que le 
uide consid�er�e est incompressible. Dans le cas o�u 
 est un domaine �a bord, il

convient de rajouter �a (NS) des conditions aux limites de Dirichlet, homog�enes.
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Dans la suite, nous dirons que (v; p) est solution de (NS) s'il v�eri�e le syst�eme au sens

des distributions.

Avant de pr�esenter le cadre que nous cherchons �a �etudier dans cet article

(axisym�etrique), commen�cons par rappeler quelques r�esultats concernant le syst�eme de

Navier-Stokes (NS). La th�eorie math�ematique de ce syst�eme a d�ebut�e avec les travaux

fondamentaux de J. Leray (voir [L1] et [L2]) : le th�eor�eme suivant montre ainsi que d�es

que la donn�ee initiale est un �el�ement de l'espace (dit \d'�energie") L

2

(
), alors il existe

(au moins) une solution globale en temps de (NS), dite solution \�a la Leray".

Th�eor�eme 1 [Leray, 1933]. Soit v

0

2 L

2

(
) un champ de vecteurs de divergence nulle.

Alors il existe une solution v 2 L

1

(R

+

; L

2

(
)) \ L

2

(R

+

;

_

H

1

0

(
)) de (NS), de donn�ee

initiale v

0

. Cette solution v�eri�e de plus l'in�egalit�e d'�energie :

8t � 0; jjv(t)jj

2

L

2

(
)

+ 2�

Z

t

0

jjrv(s)jj

2

L

2

(
)

ds � jjv

0

jj

2

L

2

(
)

:

Dans le cas o�u 
 � R

2

, alors v est unique, v�eri�e en outre que v 2 C

0

(R

+

; L

2

(
)), et

l'in�egalit�e ci-dessus est une �egalit�e.

Remarque. Ici comme dans tout cet article, l'espace

_

H

1

0

d�esigne la fermeture de C

1

0

pour jj � jj

_

H

1

0

, avec jjujj

_

H

1

0

= jjrujj

L

2
.

D�es lors se pose la question de l'unicit�e de telles solutions tridimensionnelles. De

nombreux travaux existent sur la question, �a commencer par l'important travail de

H. Fujita et T. Kato (voir [FK]) ; la m�ethode dite \de Kato", dont nous reparlerons

dans ce travail, a �et�e plus r�ecemment �etudi�ee pr�ecis�ement, notamment parM. Cannone

et F. Planchon (voir [Pl], ainsi que le livre [Ca]). De nombreux travaux ont suivi

celui de [FK], montrant l'unicit�e des solutions de (NS) dans des cadres divers. Ainsi,

J.-Y. Chemin par exemple a montr�e (voir [C2]) l'unicit�e de solutions d'�energie �nie telles

que v 2 C

0

([0; T ]; C

�1

(R

3

)), alors que G. Furioli, P.-G. Lemari

�

e et E. Terraneo

(voir [FLT]) ont obtenu l'unicit�e des solutions continues en temps, �a valeurs dans L

3

(R

3

).

Notons que sous l'hypoth�ese suppl�ementaire d'�energie �nie, W. von Wahl [W] a

d�emontr�e par des m�ethodes �el�ementaires l'unicit�e dans L

1

([0; T ]; L

3

(R

3

)).

Le point fondamental dans ces travaux est que l'on cherche �a r�esoudre le syst�eme (NS)

dans des espaces invariants par le changement d'�echelle du syst�eme : si v est solution de

(NS), alors

v

�

(t; x)

d�ef

= �v(�

2

t; �x)

est aussi solution, avec donn�ee v

�

j

t=0

(x) = �vj

t=0

(�x).
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Notons d'autre part que dans ces r�esultats, il n'est question que de l'obtention du

champ de vitesse v : la pression p peut être �elimin�ee du syst�eme (NS) par projection sur

les champs de divergence nulle.

Nous n'entrerons pas plus dans les d�etails de ces r�esultats ici ; �enon�cons simplement le

th�eor�eme d'unicit�e de H. Fujita et T. Kato cit�e ci-dessus, et auquel nous ferons r�ef�erence

par la suite. Nous renvoyons, pour plus de pr�ecisions, aux livres [CF], [Ca] et [Li2], ainsi

qu'aux articles cit�es ci-dessus.

Th�eor�eme 2 [Fujita-Kato, 1964]. Soit v

0

2

_

H

1=2

(R

3

) un champ de vecteurs de

divergence nulle. Alors il existe un unique temps T

�

maximal et une unique solution v �a

(NS), telle que

v 2 C

0

([0; T

�

[ ;

_

H

1=2

(R

3

)) et t

1=4

rv 2 C

0

([0; T

�

[ ; L

2

(R

3

)):

En outre, il existe une constante c > 0 telle que si jjv

0

jj

_

H

1=2

� c�, alors T

�

= +1.

Remarque. L'espace de Sobolev homog�ene

_

H

s

(R

3

) d�esigne la compl�etion de C

1

0

(R

3

)

pour jj � jj

_

H

s

, avec jjujj

_

H

s

= jj j�j

s

û(�)jj

L

2
, o�u û d�esigne la transform�ee de Fourier de u.

Dans ce travail, nous souhaitons �etudier le cas o�u le domaine 
 est axisym�etrique.

D�e�nition 1. Un ouvert 
 � R

3

est dit axisym�etrique si pour toute rotation � autour

de l'axe R(0; 0; 1), on a �(
) � 
.

Un domaine axisym�etrique �etant comparable �a un domaine bidimensionnel, sauf pr�es

de l'axe de rotation, l'objectif de cette �etude est d'obtenir des r�esultats comparables

aux r�esultats bidimensionnels connus, en s'attendant �a une discussion selon la position

du domaine par rapport �a l'axe de rotation. Cette approche est �a comparer avec

le travail e�ectu�e dans [Ga], o�u le premier auteur a montr�e l'unicit�e des solutions

tridimensionnelles de (NS) pour une donn�ee bidimensionnelle dans L

2

(R

2

), avec une

condition suppl�ementaire de p�eriodicit�e verticale. Avant d'�enoncer les r�esultats, donnons

quelques d�e�nitions et notations que nous utiliserons tout au long de cet article.

Le domaine 
 sera suppos�e lipschitzien de R

3

ou bien l'espace R

3

entier, et nous

d�esignerons par V, V et H les espaces suivants :

V(
)

d�ef

= fv 2 C

1

0

(
)jdiv v = 0g ;

V (
)

d�ef

= fermeture de V dans

_

H

1

0

(
) ;

H(
)

d�ef

= fermeture de V dans L

2

(
):
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L'espaceH est muni du produit scalaire (�j�) induit par L

2

(
), et l'espace V est un espace

de Hilbert muni du produit scalaire

((ujv)) =

3

X

j=1

(@

j

uj@

j

v) :

En�n le projecteur orthogonal L

2

de Leray P sur les champs de vecteurs de divergence

nulle est d�e�ni par

P : L

2

(
) = H �H

?

�! H:

D�e�nition 2. On notera par (r; �; z) 2 R

+

� [��; �] � R les coordonn�ees cylindriques

dans R

3

, o�u r et � sont d�e�nis classiquement par

8(x; y) 2 R

2

; x = r cos � et y = r sin � :

Une fonction scalaire d�e�nie sur un ouvert axisym�etrique est alors dite axisym�etrique

si elle ne d�epend pas de la variable angulaire �, et un champ de vecteurs est dit

axisym�etrique si chacune de ses composantes l'est.

Dans la suite, pour toute fonction v axisym�etrique, nous noterons par abus

v(x; y; z) = v(r; z):

L'objet de cet article est d'�etudier le syst�eme de Navier-Stokes axisym�etrique

(NS

ax

)

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

@

t

v � ��v + v � rv = �rp sur R

+

�
 ;

div v = 0 ;

vj

R

+

�@


= 0 si @
 6= ; ;

vj

t=0

= v

0

avec div v

0

= 0 ;


; v

0

; v et p axisym�etriques:

Il est �a noter que l'on ne dispose pas de r�esultat d'unicit�e pour les solutions de (NS)

si v

0

2 H(
) ; il n'est donc pas certain que toute solution v du syst�eme (NS), associ�ee

�a v

0

, soit axisym�etrique. N�eanmoins, il est facile d'obtenir l'existence d'une solution

v 2 L

1

(R

+

;H(
)) \ L

2

(R

+

; V (
)) au syst�eme (NS

ax

), v�eri�ant l'in�egalit�e d'�energie

(1) 8t � 0; jjv(t)jj

2

L

2

(
)

+ 2�

Z

t

0

jjrv(s)jj

2

L

2

(
)

ds � jjv

0

jj

2

L

2

(
)

:

Une technique de d�emonstration de ce r�esultat consiste �a suivre un proc�ed�e de

Galerkin (voir [Li1] pour une pr�esentation de cette m�ethode), en choisissant une base
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d'approximation form�ee de vecteurs axisym�etriques. La m�ethode classique permet ainsi

d'exhiber une solution approch�ee (voir par exemple [CF]), axisym�etrique car la structure

du syst�eme (NS

ax

) ne d�etruit pas le caract�ere axisym�etrique des fonctions. Le passage �a

la limite faible se fait alors exactement comme dans le cas classique (nous n'entrerons pas

plus dans les d�etails ici, et renvoyons �a [CF] pour les estimations conduisant au r�esultat).

Notre objectif va être de d�eterminer sous quelles conditions cette solution est unique :

ces conditions portent aussi bien sur le domaine (plus particuli�erement sa position par

rapport �a l'axe de rotation) que sur la r�egularit�e de la donn�ee initiale.

Th�eor�eme 3. Supposons que le domaine axisym�etrique 
 ne rencontre pas l'axe de

rotation : on suppose que

r

0

d�ef

= inf

(x;y;z)2


p

x

2

+ y

2

> 0:

Alors si v

0

2 H(
) est axisym�etrique, il existe une unique solution v �a (NS

ax

), v�eri�ant

(1).

Remarque. Dans le cas o�u le domaine ne rencontre pas l'axe de rotation, on a donc le

même r�esultat d'unicit�e qu'en deux dimensions d'espace.

La technique de d�emonstration de ce th�eor�eme (suivant W. von Wahl [W]), nous

permettra d'obtenir directement le th�eor�eme de stabilit�e suivant. On a not�e v

0

la moyenne

angulaire de v

0

, champ de vecteurs axisym�etrique d�e�ni par

v

0

(r; z)

d�ef

=

1

2�

Z

�

��

v

0

(r; �; z)d� :

Th�eor�eme 4. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 3, soit v

0

2 H(
), de moyenne angulaire

v

0

. Alors on a v

0

2 H(
), et soient v et v des solutions \�a la Leray" respectivement de

(NS) et (NS

ax

) associ�ees �a v

0

et v

0

.

Alors en posant w

d�ef

= v � v, on a, pour tout temps t � 0,

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds � jjw

0

jj

2

L

2

(
)

exp

�

C

�

4

r

2

0

jjv

0

jj

4

L

2

(
)

�

;

o�u w

0

d�ef

= v

0

�v

0

. En particulier, il y a unicit�e de la solution \�a la Leray" de (NS) associ�ee

�a une donn�ee v

0

axisym�etrique, et c'est la solution de (NS

ax

).
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Dans le cas o�u le domaine rencontre l'axe de rotation, le r�esultat suivant indique

qu'on a unicit�e de la solution sous une hypoth�ese de platitude du domaine pr�es de

l'axe. Ce r�esultat est �a rapprocher des th�eor�emes d'injections de Sobolev d�emontr�es par

N. Achtaich (voir [Ac]), de plus en plus proches des injections bidimensionnelles quand

le domaine devient plus plat.

Th�eor�eme 5. Supposons que le domaine axisym�etrique 
 soit tel que


 �

�

(x; y; z) 2 R

3

j si r < R

0

; alors �Cr

�

< z < Cr

�

	

;

o�u R

0

> 0, � > 4 et C > 0 sont des r�eels quelconques.

Soit alors v

0

2 H(
), axisym�etrique ; soient v

1

et v

2

deux solutions de (NS

ax

) v�eri�ant

(1), telles qu'en outre

v

1

2 L

1

(R

+

; L

2+"

(
));

avec " >

12

��4

. Alors v

1

= v

2

.

Comme dans le cas o�u 
 ne rencontre pas l'axe de rotation, la m�ethode de d�emon-

stration du th�eor�eme 5 va nous permettre d'obtenir le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 6. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 5, soit v

0

2 H(
) un champ de vecteurs

axisym�etrique, et supposons qu'il existe v, solution \�a la Leray" de (NS

ax

) associ�ee �a v

0

,

telle qu'en outre

v 2 L

1

(R

+

; L

2+"

(
)) ;

avec " d�e�ni comme au th�eor�eme 5. Alors si v est solution \�a la Leray" de (NS) associ�ee

�a v

0

, v est unique et v = v.

Dans la derni�ere section en�n, nous consid�erons le cas o�u 
 = R

3

, et nous allons

construire une solution unique �a (NS

ax

) dans l'espace suivant :

L

2

0

(R

3

)

d�ef

=

n

f 2 S

0

(R

3

) axisym�etrique

�

�

�

Z

R

3

jf(x; y; z)j

2

dxdydz

p

x

2

+ y

2

< +1

o

:

Notons que cet espace est �equivalent �a l'espace L

2

(R

3

), �a distance strictement positive,

�nie de l'axe, avec une condition de platitude pr�es de r = 0. D'autre part, il a l'invariance

par changement d'�echelle de l'espace de Sobolev homog�ene

_

H

1=2

(R

3

), qui est bien adapt�e

aux �equations de Navier-Stokes tridimensionnelles (voir [FK], [Ca]). C'est donc un espace

bien adapt�e aux solutions axisym�etriques des �equations de Navier-Stokes. Notons que

ce type d'espace �a poids a �et�e tr�es largement utilis�e par C. Bernardi, M. Dauge
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et Y. Maday (voir [BDM]) dans l'�etude du probl�eme de Stokes et de Navier-Stokes

stationnaire, dans un cadre l�a-aussi axisym�etrique.

Th�eor�eme 7. Soit v

0

2 L

2

0

(R

3

), un champ de vecteurs axisym�etrique et de divergence

nulle. Il existe un unique temps T

�

> 0 et une unique solution v de (NS

ax

) telle que pour

tout temps T 2]0; T

�

[,

v 2 C

0

([0; T ]; L

2

0

(R

3

)); t

1=2

rv 2 C

0

([0; T ]; L

2

0

(R

3

)) ;

et lim

t!0

t

1=2

rv = 0 dans L

2

0

(R

3

):

En outre, il existe une constante c > 0 telle que si jjv

0

jj

L

2

0

(R

3

)

� c�, alors T

�

= +1.

La d�emonstration de ce th�eor�eme repose sur la m�ethode de Kato, ainsi que sur des

r�esultats d'op�erance dans des espaces �a poids. Notons que dans [UY], M. Ukhavskii et

V. Yudovitch d�emontrent un r�esultat d'unicit�e pour (NS

ax

) dans la classe

rv 2 L

1

([0; T ]; L

2

) ;

rot v 2 L

1

([0; T ]; L

2

\ L

1

) ;

rot v

r

2 L

1

([0; T ]; L

2

\ L

1

) :

Ici l'on a abaiss�e sensiblement les conditions de r�egularit�e permettant d'obtenir cette

unicit�e.

D'autre part,G. Ponce, R. Racke, T. Sideris et E. Titi ont montr�e (voir [PRST])

un r�esultat de stabilit�e par (NS

ax

), dans le sens suivant : si v

0

2 D(�P�) \ H

4

est

axisym�etrique, alors pour tout u

0

2 V tel que jju

0

� v

0

jj

H

1
� �, pour � assez petit, on a

une unique solution globale �a (NS

ax

) avec donn�ee u

0

.

Remarquons que dans ces deux cas ([UY] et [PRST]), il est suppos�e en outre que

v

�

= 0. Cette hypoth�ese n'est pas exig�ee ici.

Le plan de cet article est comme suit. Dans la section suivante (la section 2) nous

introduisons des notations qui seront utiles dans la suite. Les sections 3 (resp. 4) sont

d�evolues aux d�emonstrations des th�eor�emes 3, 4, 5, 6 (resp. 7) pr�esent�es dans cette

introduction.

Remarque. Au moment o�u nous achevons ce travail, nous apprenons que H. Koch et

D. Tataru ont obtenu un th�eor�eme d'existence globale et d'unicit�e pour le syst�eme (NS),

et des donn�ees initiales petites dans BMO

�1

(R

3

).

2. Notations
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Dans la suite, nous serons amen�es �a utiliser des d�ecoupages dyadiques de R (l'axe des

r =

p

x

2

+ y

2

) ainsi que de l'espace des fr�equences R

3

(d�ecoupage de Littlewood-Paley).

Nous n'allons pas rentrer dans les d�etails de la th�eorie de Littlewood-Paley ici (nous

renvoyons par exemple �a [C1] pour une construction pr�ecise) ; consid�erons une fonction

' 2 C

1

0

(R), paire, telle que

supp' � C

0

; avec C

0

= fs 2 R j �

0

< s < �

0

g;

o�u les constantes �

0

et �

0

sont choisies de mani�ere �a ce que

8r 2 R; '(2

p

r)'(2

q

r) = 0 si jp� qj � 2

8r > 0;

X

p2Z

'(2

p

r) = 1:

Les fonctions de troncature de l'axe r�eel sont alors d�e�nies par

'

q

(r)

d�ef

= '(2

q

r);

et ont un support inclus dans C

q

d�ef

= 2

�q

C

0

.

Le d�ecoupage de Littlewood-Paley se d�e�nit quant �a lui dans l'espace des fr�equences :

les op�erateurs de troncature spectrale S

j

et �

j

sont d�e�nis par

8u 2 S

0

(R

3

); F(�

j

u)(�) = '(2

�j

j�j)Fu(�); 8j � 0 ;

F(�

�1

u)(�) =  (j�j)Fu(�);

avec  (r) = 1�

P

j�0

'(2

j

r), et en�n

S

j

u = S

0

u+

X

j�0

�

j

u =

X

j2Z

�

j

u;

avec �

j

= 0 pour j < �1, et S

0

= �

�1

. On a not�e Fu(�) pour la transform�ee de Fourier

de u, avec � 2 R

3

. Cette d�ecomposition permet notamment de caract�eriser l'appartenance

d'une fonction �a un espace de Sobolev H

s

(R

3

) : rappelons que

u 2 H

s

(R

3

)() jjujj

2

H

s

(R

3

)

d�ef

=

Z

R

3

(1 + j�j

2

)

s

jF(u)(�)j

2

d� < +1:

Alors on peut montrer (voir [C1]) que

u 2 H

s

(R

3

) ()

X

j2Z

2

2js

jj�

j

ujj

2

L

2

< +1;
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et la norme jjujj

H

s

est �equivalente �a jj2

js

jj�

j

ujj

L

2
jj

`

2

(Z)

. Les espaces de Sobolev ho-

mog�enes pr�esent�es dans l'introduction peuvent s'�ecrire �a partir d'un d�ecoupage dyadique

homog�ene : on �ecrit

_

�

j

= �

j

; 8j � 1; et

_

�

j

u = F

�1

('(2

�j

j � j)Fu); 8j � 0:

Alors on a l'�equivalence

u 2

_

H

s

(R

3

) ()

X

j2Z

2

2js

jj

_

�

j

ujj

2

L

2

< +1:

3. Etude selon la position du domaine par rapport �a

l'axe

3.1. Cas d'un domaine loin de l'axe

3.1.1. D�emonstration du th�eor�eme 3

Nous nous pla�cons ici dans le cas o�u

r

0

d�ef

= inf

(x;y;z)2


p

x

2

+ y

2

> 0:

L'unicit�e des solutions axisym�etriques de (NS

ax

) repose sur le lemme suivant, correspon-

dant �a une in�egalit�e de Ladyzhenskaya (voir [La]). Nous l'admettrons provisoirement.

Lemme 1. Soit u 2 H \ V (
) un champ de vecteurs axisym�etrique. Alors

jjujj

L

4

(
)

� Cr

�1=4

0

jjujj

1=2

L

2

(
)

jjrujj

1=2

L

2

(
)

:

En outre, si a et b sont deux champs de vecteurs dans H \ V (
), avec b axisym�etrique,

alors

jjabjj

2

L

2

(
)

�

C

r

0

jjajj

L

2

(
)

jjrajj

L

2

(
)

jjbjj

L

2

(
)

jjrbjj

L

2

(
)

:

Remarque. Ici comme dans tout ce travail, C d�esigne une constante \universelle", ne

d�ependant que de la dimension ou de quantit�es similaires.

Admettons ce lemme pour l'instant, et terminons la d�emonstration du th�eor�eme :

soient v

1

et v

2

deux solutions de (NS

ax

) v�eri�ant l'in�egalit�e d'�energie (1), et posons

w

d�ef

= v

2

� v

1

.
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Nous alons suivre la m�ethode introduite parW. von Wahl dans [W], et utilis�ee dans

[Ga] dans le cadre de donn�ees initiales bidimensionnelles : la fonction w est de divergence

nulle et v�eri�e

w 2 L

1

(R

+

;H(
)) \ L

2

(R

+

; V (
)) :

En suivant [W], on peut �ecrire que

1

2

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds

=

1

2

�

jjv

1

(t)jj

2

L

2

(
)

+ jjv

2

(t)jj

2

L

2

(
)

� 2

�

v

1

(t)jv

2

(t)

�

L

2

(
)

�

+ �

Z

t

0

�

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

+ jjrv

2

(s)jj

2

L

2

(
)

� 2

�

rv

1

(s)jrv

2

(s)

�

L

2

(
)

�

ds:

Le th�eor�eme 3 est alors une cons�equence des deux lemmes suivants.

Lemme 2. Soit t 2 R

+

. Alors l'application

(a; b; c) 7�!

Z

t

0

�

div(a
 b)(s)jc(s)

�

L

2

(
)

ds

est trilin�eaire continue de

�

L

1

�

[0; t];H(
)

�

\ L

2

�

[0; t]; V (
)

�

�

2

�

n

c axisym�etrique j c 2 L

1

�

[0; t];H(
)

�

\ L

2

�

[0; t]; V (
)

�

o

:

En outre, si a est de divergence nulle, alors on a

Z

t

0

�

�

�

�

ara(s)jc(s)

�

L

2

(
)

�

�

�

ds �

�

2

Z

t

0

jjra(s)jj

2

L

2

(
)

ds

+

C

�

3

r

2

0

Z

t

0

jja(s)jj

2

L

2

(
)

jjc(s)jj

2

L

2

(
)

jjrc(s)jj

2

L

2

(
)

ds:

Lemme 3. Soient u

0

et v

0

deux champs de vecteurs de divergence nulle, �el�ements de

L

2

(
), avec u

0

axisym�etrique. Soient v et u des solutions de (NS) et (NS

ax

) associ�ees �a

v

0

et u

0

respectivement, et v�eri�ant (1). Alors pour tout t � 0, on a

�

v(t)ju(t)

�

L

2

(
)

+ 2�

Z

t

0

�

rv(s)jru(s)

�

L

2

(
)

ds

= (v

0

ju

0

)

L

2

(
)

�

Z

t

0

�

�

v(s)ju � ru(s)

�

L

2

(
)

+

�

u(s)jv � rv(s)

�

L

2

(
)

�

ds:
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Remarque. Ces deux lemmes sont �enonc�es dans un cadre de g�en�eralit�e qui d�epasse celui

requis pour la d�emonstration du th�eor�eme 3 ; il est bien �evident que dans le lemme 3, on

peut aussi supposer que v

0

est axisym�etrique et que v est solution de (NS

ax

). N�eanmoins

ils permettront ainsi d'obtenir le th�eor�eme 4 sans plus de calculs.

D�emonstration du lemme 2. Le lemme 1 donne le r�esultat, par les calculs suivants :

Z

t

0

�

�

�

�

div(a
 b)(s)jc(s)

�

L

2

(
)

�

�

�

ds

�

Z

t

0

�

jjrajj

L

2

(
)

jjbcjj

L

2

(
)

+ jjrbjj

L

2

(
)

jjacjj

L

2

(
)

�

(s)ds

�

C

r

1=2

0

Z

t

0

�

jjra(s)jj

L

2

(
)

jjb(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjrb(s)jj

1=2

L

2

(
)

+jjrb(s)jj

L

2

(
)

jja(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjra(s)jj

1=2

L

2

(
)

�

�jjc(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjrc(s)jj

=2

L

2

(
)

ds;

ce qui d�emontre la continuit�e de l'application trilin�eaire. Dans le cas o�u a = b est de

divergence nulle, on a aussi

Z

t

0

�

�

�

�

(a � ra)(s)jc(s)

�

L

2

(
)

�

�

�

ds

�

C

r

1=2

0

Z

t

0

jjra(s)jj

3=2

L

2

(
)

jja(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjc(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjrc(s)jj

1=2

L

2

(
)

ds

�

�

2

Z

t

0

jjra(s)jj

2

L

2

(
)

ds+

C

r

2

0

�

3

Z

t

0

jja(s)jj

2

L

2

(
)

jjc(s)jj

2

L

2

(
)

jjrc(s)jj

2

L

2

(
)

ds;

et le lemme 2 est d�emontr�e. �

D�emonstration du lemme 3. Consid�erons deux champs de vecteurs u

n

et v

n

de

divergence nulle, �el�ements de L

1

(R

+

; C

1

0

(
))\L

2

(R

+

; C

1

0

(
)), avec u

n

axisym�etrique,

tels que u

n

et v

n

convergent fortement dans L

2

(R

+

; V (
)) vers u et v. On suppose aussi

que u

n

j

t=0

2 C

1

0

(
) et converge faiblement dans H(
) vers u

0

, et que u

n

converge vers

u faiblement dans L

1

(R

+

;H(
)). Le lemme 1 implique que

jju
 ujj

L

2

(
)

�

C

r

0

jjujj

L

2

(
)

jjrujj

L

2

(
)

;

par cons�equent on a u 
 u 2 L

2

(R

+

; L

2

(
)), et en notant

_

H

�1

(
) l'espace form�e de

d�eriv�ees premi�eres d'�el�ements de L

2

(
), on peut supposer en outre que @

t

u

n

converge

vers @

t

u fortement dans L

2

(R

+

;

_

H

�1

(
)).
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Puisque u et v v�eri�ent (NS

ax

) et (NS) respectivement, on peut �ecrire

Z

t

0

�

(@

s

ujv

n

)

L

2

(
)

� �(�ujv

n

)

L

2

(
)

+ (u � rujv

n

)

L

2

(
)

�

(s)ds = 0 ;

et

Z

t

0

�

(@

s

vju

n

)

L

2

(
)

� �(�vju

n

)

L

2

(
)

+ (v � rvju

n

)

L

2

(
)

�

(s)ds = 0 ;

et l'on peut passer �a la limite en n, en utilisant pour (v � rvju

n

)

L

2

(
)

le lemme 2. Mais

Z

t

0

(@

s

vju

n

)

L

2

(
)

(s)ds = �

Z

t

0

(vj@

s

u

n

)

L

2

(
)

(s)ds+

�

v(t)ju

n

(t)

�

L

2

(
)

� (v

0

ju

n

j

t=0

)

L

2

(
)

;

donc il vient �nalement, apr�es int�egration par parties,

Z

t

0

�

(@

s

ujv)

L

2

(
)

+ �(rujrv)

L

2

(
)

+ (u � rujv)

L

2

(
)

�

(s)ds = 0 ;

et

Z

t

0

�

� (@

s

ujv)

L

2

(
)

+ �(rujrv)

L

2

(
)

+ (v � rvju)

L

2

(
)

�

(s)ds

= (v

0

ju

0

)

L

2

(
)

� (v(t)ju(t))

L

2

(
)

:

Il su�t alors de sommer ces deux �egalit�es pour avoir le r�esultat cherch�e. �

Retour �a la d�emonstration du th�eor�eme 3. En utilisant les lemmes 2 et 3, on peut

�ecrire que

1

2

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds

=

1

2

�

jjv

1

j

t=0

jj

2

L

2

(
)

+ jjv

2

j

t=0

jj

2

L

2

(
)

� 2

�

v

1

j

t=0

�

�

v

2

j

t=0

�

L

2

(
)

�

+

Z

t

0

�

(v

1

jv

2

� rv

2

)

L

2

(
)

+ (v

2

jv

1

� rv

1

)

L

2

(
)

�

(s)ds:

En utilisant (1), on a donc

1

2

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds �

1

2

jjw

0

jj

2

L

2

(
)

+

Z

t

0

(w � rwjv

1

)(s)ds;

et par le lemme 2, on peut �ecrire

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds

� jjw

0

jj

2

L

2

(
)

+

C

�

3

r

2

0

Z

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

jjv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

jjw(s)jj

2

L

2

(
)

ds:
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Par conjugaison, on obtient donc

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

ds � jjw

0

jj

2

L

2

exp

�

C

r

2

0

�

3

Z

t

0

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

jjv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

ds

�

;

ce qui d�emontre le th�eor�eme, par utilisation de (1), et car w

0

= 0. �

D�emonstration du lemme 1.

On peut supposer par densit�e que u 2 C

1

0

(
). Ecrivons alors

8r � r

0

; u

2

(r; z) = 2

Z

r

r

0

u(�; z)@

�

u(�; z)d�

�

2

r

0

�

Z

1

0

ju(�; z)j

2

�d�

�

1=2

�

Z

1

0

j@

�

u(�; z)j

2

�d�

�

1=2

;

o�u l'on a prolong�e u par 0 �a l'ext�erieur de 
. De même,

u

2

(r; z) = 2

Z

z

�1

u(r; �)@

�

u(r; �)d�

� 2

�

Z

R

ju(r; �)j

2

d�

�

1=2

�

Z

R

j@

�

u(r; �)j

2

d�

�

1=2

:

Donc �nalement on peut �ecrire, en utilisant ces deux in�egalit�es,

jjujj

4

L

4

(
)

= 2�

Z

1

0

Z

R

ju(r; z)j

4

rdrdz

�

C

r

0

Z

1

r=0

jju(r; �)jj

L

2

(R

�

)

jj@

�

u(r; �)jj

L

2

(R

�

)

rdr

Z

R

jju(r; z)jj

L

2

(rdr)

jj@

r

u(r; z)jj

L

2

(rdr)

dz

�

C

r

0

jjujj

2

L

2

(
)

jjrujj

2

L

2

(
)

;

ce qui d�emontre la premi�ere in�egalit�e. La seconde s'obtient simplement en remarquant

que

jjabjj

2

L

2

(
)

=

�

�

�

�

jja

�

bjj

L

2

(rdrdz)

�

�

�

�

2

L

2

(d�)

;

o�u l'on a not�e, pour tout � 2 [��; �], a

�

la fonction axisym�etrique

a

�

(r; z)

d�ef

= a(r; �; z) ; � 2 [��; �] �x�e :

Mais l'in�egalit�e pr�ec�edente du lemme 1 permet d'�ecrire que

jja

�

bjj

L

2

(rdrdz)

� jja

�

jj

L

4

(rdrdz)

jjbjj

L

4

(rdrdz)

�

C

r

1=2

0

jja

�

jj

1=2

L

2

(rdrdz)

jjra

�

jj

1=2

L

2

(rdrdz)

jjbjj

1=2

L

2

(
)

jjrbjj

1=2

L

2

(
)

;



14

ce qui fournit, par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz et comme b ne d�epend pas de �,

jjabjj

2

L

2

(
)

�

C

r

0

jjajj

L

2

(
)

jjrajj

L

2

(
)

jjbjj

L

2

(
)

jjrbjj

L

2

(
)

;

et le lemme 1 est d�emontr�e. �

3.1.2. D�emonstration du th�eor�eme 4

Ce th�eor�eme se d�emontre �a pr�esent de fa�con tr�es simple. Commen�cons par remarquer

que v

0

2 H(
) par les calculs �evidents suivants :

jjv

0

jj

2

L

2

(
)

= 2�

Z

R

+

�R

jv

0

(r; z)j

2

rdrdz

=

1

2�

Z

R

+

�R

�

�

�

�

Z

�

��

v

0

(r; �; z)d�

�

�

�

�

2

rdrdz

� jjv

0

jj

2

L

2

(
)

:

On a d'autre part

div v

0

= �

1

2�r

Z

�

��

@

�

v

�

0

(r; �; z)d�

= 0 ;

o�u v

�

0

repr�esente la composante angulaire de v

0

. Donc v

0

2 H(
).

Il su�t maintenant, pour d�emontrer le th�eor�eme 4, de reprendre les calculs aboutissant

au th�eor�eme 3, en rempla�cant v

1

par v, solution \�a la Leray" de (NS

ax

) associ�ee �a v

0

,

et v

2

par v, solution \�a la Leray" de (NS) associ�ee �a v

0

. Les lemmes 1 �a 3 donnent le

r�esultat. �

3.2. Cas d'un domaine plat pr�es de l'axe

3.2.1. D�emonstration du th�eor�eme 5

Comme indiqu�e dans l'�enonc�e du th�eor�eme 5, on suppose ici que


 �

n

(x; y; z) 2 R

3

�

�

�

si r < R

0

; alors � Cr

�

< z < Cr

�

o

;

avec � > 4, C > 0 et R

0

> 0 �x�es.

Le th�eor�eme 5 est une cons�equence du lemme suivant.

Lemme 4. Soient a et b deux fonctions de H \V (
) telles que l'une des deux au moins

est axisym�etrique, et que le support de a v�eri�e suppa � f(x; y; z) 2 R

3

jr � R

0

g ;

supposons qu'il existe une fonction f(a), ind�ependante de r, et un r�eel � > 3 tels que

jjajj

L

2

((B(0;r)�R)\
)

� Cr

�

f(a):
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Alors on a

jjabjj

2

L

2

(
)

� Cf(a)jjajj

V (
)

jjbjj

H(
)

jjbjj

V (
)

:

Admettons provisoirement ce lemme, et posons w = v

2

� v

1

. Nous allons reprendre

la m�ethode de W. von Wahl utilis�ee dans la section 3.1.1 pr�ec�edente, en montrant les

deux lemmes suivants.

Lemme 5. Soit t 2 R

+

. Alors l'application

(a; b; c) 7�!

Z

t

0

�

div(a 
 b)(s)

�

�

c(s)

�

L

2

(
)

ds

est trilin�eaire continue de

�

L

1

�

[0; T ];H(
)

�

\ L

2

�

[0; T ]; V (
)

�

�

2

�

n

c axisym�etrique

�

�

c 2 L

1

�

[0; T ];H \ L

2+"

(
)

�

\ L

2

�

[0; T ]; V (
)

�

o

:

En outre, il existe des constantes C et C

�

ind�ependantes de t, telles que

Z

t

0

�

�

�

�

a � ra(s)

�

�

c(s)

�

L

2

(
)

�

�

�

ds �

�

2

Z

t

0

jjra(s)jj

2

L

2

(
)

ds

+

Z

t

0

jja(s)jj

2

L

2

(
)

jjrc(s)jj

2

L

2

(
)

�

C

�

3

R

2

0

jjc(s)jj

2

L

2

(
)

+

C

�

�

3

jjc(s)jj

2

L

2+"

(
)

�

ds:

Lemme 6. Soient u

0

et v

0

deux champs de vecteurs �el�ements de H(
), avec u

0

axisym�etrique, et soient u et v, solutions \�a la Leray" de (NS

ax

) et (NS) associ�ees �a

u

0

et v

0

respectivement, telles qu'en outre u 2 L

1

(R

+

; L

2+"

(
)). Alors pour tout t � 0,

on a

�

v(t)

�

�

u(t)

�

L

2

(
)

+ 2�

Z

t

0

�

ru(s)

�

�

rv(s)

�

L

2

(
)

ds

= (v

0

ju

0

)

L

2

(
)

�

Z

t

0

�

�

v(s)

�

�

u � ru(s)

�

L

2

(
)

+

�

u(s)

�

�

v � rv(s)

�

L

2

(
)

�

ds:

D�emonstration du lemme 5. On peut �ecrire

Z

t

0

�

�

�

�

div(a 
 b)(s)

�

�

c(s)

�

�

�

�

L

2

(
)

ds

�

Z

t

0

jjra(s)jj

L

2

(
)

�

jjb

int

c

int

jj

L

2

(
)

+ jjb

ext

c

ext

jj

L

2

(
)

�

(s)ds

+

Z

t

0

jjrb(s)jj

L

2

(
)

�

jja

int

c

int

jj

L

2

(
)

+ jja

ext

c

ext

jj

L

2

(
)

�

(s)ds;
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o�u l'on a not�e, pour tout champ f ,

f

int

d�ef

= 1

r�R

0

f et f

ext

d�ef

= f � f

int

:

Le lemme 1 d�emontr�e dans la section pr�ec�edente permet d'�ecrire que

jjac

ext

jj

2

L

2

(
)

�

C

R

0

jjajj

L

2

(
)

jjrajj

L

2

(
)

jjcjj

L

2

(
)

jjrcjj

L

2

(
)

;

donc il su�t �a pr�esent d'estimer jjc

int

ajj

L

2

(
)

. Mais on a, 8r � R

0

,

jjc

int

jj

L

2

((B(0;r)�R)\
)

= 2�

�

Z

r

0

Z

R

jc

int

(�; z)j

2

�d�dz

�

1=2

� jjcjj

L

2+"

(
)

�

vol((B(0; r) �R) \ 
)

�

"

2(2+")

;

par l'in�egalit�e de H�older. Mais par ailleurs on a, 8r � R

0

,

vol((B(0; r) �R) \ 
) = 2�

Z

r

0

�

�

Z

C�

�

�C�

�

dz

�

d�

� C

Z

r

0

�

1+�

d�

�

C

2 + �

r

2+�

;

ce qui implique que

jjc

int

jj

L

2

(B(0;r)�R\
)

� C

�

r

(2+�)

"

2(2+")

jjc

int

jj

L

2+"

(
)

:

Mais par hypoth�ese, on a suppos�e que

"(2+�)

2(2+")

> 3. On peut donc appliquer le lemme 4,

qui conduit �a

jjc

int

ajj

L

2

(
)

� C

�

jjc

int

jj

1=2

L

2+�

jjrc

int

jj

1=2

L

2

jjajj

1=2

L

2

jjrajj

1=2

L

2

:

Finalement, on a donc obtenu que

R

t

0

�

�

�

div(a
 b)(s)jc(s)

�

L

2

(
)

�

�

ds se majore par

Z

t

0

�

jjra(s)jj

L

2

(
)

jjb(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjrb(s)jj

1=2

L

2

(
)

+ jjrb(s)jj

L

2

(
)

jja(s)jj

1=2

L

2

(
)

jjra(s)jj

1=2

L

2

(
)

�

�

�

C

R

1=2

0

jjc(s)jj

1=2

L

2

(
)

+ C

�

jjc(s)jj

1=2

L

2+"

(
)

�

jjrc(s)jj

1=2

L

2

(
)

ds;

ce qui d�emontre la continuit�e de l'application trilin�eaire. En�n si a = b, cette expression

se majore par

�

2

Z

t

0

jjra(s)jj

2

L

2

(
)

ds

+

C

�

3

Z

t

0

jja(s)jj

2

L

2

(
)

�

1

R

2

0

jjc(s)jj

2

L

2

(
)

+ C

�

jjc(s)jj

2

L

2+"

(
)

�

jjrc(s)jj

2

L

2

(
)

ds:
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Le lemme 5 est donc d�emontr�e. �

D�emonstration du lemme 6. Nous n'allons pas rentrer dans les d�etails de la d�e-

monstration, car elle est rigoureusement identique �a celle du lemme 3 pr�ec�edent. Il faut

simplement s'assurer que l'on peut approximer @

t

u par @

t

u

n

dans L

2

(R

+

;

_

H

�1

(
)). Mais

cela est simplement dû au calcul suivant :

Z

t

0

jju
 ujj

2

L

2

(
)

(s)ds �

Z

t

0

jju

int


 u

int

jj

L

2

(
)

(s)ds +

Z

t

0

jju

ext


 u

ext

jj

2

L

2

(
)

(s)ds;

qui par des calculs identiques �a ceux conduisant au lemme 5, se majore par

C

R

0

Z

t

0

jju(s)jj

2

L

2

(
)

jjru(s)jj

2

L

2

(
)

ds +C

�

Z

t

0

jju(s)jj

2

L

2+"

(
)

jjru(s)jj

2

L

2

(
)

ds:

On peut alors reprendre ligne �a ligne la d�emonstration du lemme 3, et le lemme 6 est

d�emontr�e. �

Retour �a la d�emonstration du th�eor�eme 5. En rassemblant les r�esultats pr�ec�edents,

on peut �ecrire comme pour le th�eor�eme 3 que

1

2

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+ �

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds �

1

2

jjw

0

jj

2

L

2

(
)

+

Z

t

0

�

�

�

w � rw(s)jv

1

(s)

�

L

2

(
)

�

�

ds

�

1

2

jjw

0

jj

2

L

2

(
)

+

�

2

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

(
)

ds

+

Z

t

0

jja(s)jj

2

L

2

(
)

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

�

C

�

3

R

2

0

jjv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

+

C

�

�

3

jjv

1

(s)jj

2

L

2+"

(
)

�

ds;

ce qui par conjugaison conduit �a

jjw(t)jj

2

L

2

(
)

+

�

2

Z

t

0

jjrw(s)jj

2

L

2

ds � jjw

0

jj

2

L

2

exp

�

C

R

2

0

�

3

Z

t

0

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

jjv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

ds

+

C

�

�

3

Z

t

0

jjv

1

(s)jj

2

L

2+�

(
)

jjrv

1

(s)jj

2

L

2

(
)

ds

�

:

Le th�eor�eme est d�emontr�e. �

D�emonstration du lemme 4. Avec les notations introduites en section 2, �ecrivons

ab =

X

jp�qj�2

a

p

b

q

; avec a

p

d�ef

= '

p

a et b

q

d�ef

= '

q

b:

L'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz et le lemme 1 impliquent, comme jp� qj � 2, que

jja

p

b

q

jj

4

L

2

� C 2

2p

jja

p

jj

2

L

2

jjra

p

jj

2

L

2

jjb

q

jj

2

L

2

jjrb

q

jj

2

L

2

:
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Mais pour toute fonction u, on peut �ecrire

jjru

p

jj

L

2
� jj'

p

rujj

L

2
+ 2

p

jj'

0

(2

p

�)ujj

L

2
:

Mais comme '

0

(2

p

�) est �a support dans 2

�p

C

0

, on a donc

jja

p

b

q

jj

2

L

2

� C 2

p

jjb

q

jj

L

2

jjrb

q

jj

L

2

2

�p�

c

2

p

f(a)(jjajj

L

2

2

p

+ jjrajj

L

2

);

avec c

p

2 `

2

(Z). Donc on peut �ecrire

jja

p

b

q

jj

2

L

2

� Cc

2

p

f(a)(jjrajj

L

2

+ jjajj

L

2

)(jjrbjj

L

2

+ jjbjj

L

2

)2

p

(max(1; 2

p

))

2

� 2

�p�

:

Comme en outre on a 2

�p

� CR

0

, on a donc le r�esultat cherch�e �a condition que

3� � < 0 :

Le lemme est d�emontr�e. �

3.2.2. D�emonstration du th�eor�eme 6.

Comme dans le cas du th�eor�eme 4 pr�ec�edemment, la d�emonstration du th�eor�eme 6 est

identique �a celle du th�eor�eme 5 ci-dessus, en rempla�cant v

1

par v et v

2

par v. Les calculs

sont laiss�es au lecteur. �

4. R�esolution dans R

3

Dans cette derni�ere partie, nous allons consid�erer le cas o�u 
 = R

3

, et d�emontrer le

th�eor�eme 7 �enonc�e en introduction.

Pour y parvenir, nous aurons besoin de quelques estimations dans des espaces �a poids.

Nous renvoyons �a [St], [Jo], pour les d�emonstrations des r�esultats de la section 4.1. La

section 4.2 est d�evolue �a la d�emonstration du th�eor�eme, par application de la m�ethode

de Kato ([Ka] ; voir [Ca] pour une pr�esentation de la m�ethode).

4.1. Rappels sur les espaces �a poids A

p

Commen�cons par rappeler la d�e�nition des classes A

p

de poids (on renvoie �a [St] pour

les d�etails, chapitre V.1).

D�e�nition 3. Soit w : R

3

! R une fonction positive mesurable. Alors w est un poids,

et w appartient �a la classe A

p

, pour 1 < p < +1, si pour toute boule B � R

3

, on a

�

1

jBj

Z

B

w(x)dx

��

1

jBj

Z

B

jw(x)j

�

1

p�1

dx

�

p�1

< +1;
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o�u jBj d�esigne le volume de B.

Proposition 1. Soit w la fonction d�e�nie par

w(x; y; z) = (x

2

+ y

2

)

�1=2

:

Alors w est un poids dans la classe A

2

.

D�emonstration. Il su�t de v�eri�er l'hypoth�ese de la d�e�nition sur des boules centr�ees

en 0, pour simpli�er. On �ecrit alors :

�

1

jB(0; R)j

Z

B(0;R)

(x

2

+ y

2

)

�1=2

dxdydz

��

1

jB(0; R)j

Z

B(0;R)

(x

2

+ y

2

)

+1=2

dxdydz

�

�

C

R

6

Z

R

r=0

Z

R

z=�R

r

1=2

drdz

Z

R

r=0

Z

R

z=�R

r

3=2

drdz

�

C

R

6

R

3=2

RR

5=2

R

� C ;

ce qui d�emontre la proposition. �

Nous utiliserons fr�equemment le lemme suivant dans la suite ; on peut trouver sa

d�emonstration dans [St], section V.4.2.

Lemme 7. Soit w un poids dans la classe A

p

, pour 1 < p < +1, et soit T un op�erateur

de noyau K (Tf(x) =

R

K(x � y)f(y)dy), v�eri�ant les propri�et�es suivantes :

(i) 8j�j � 1, 8x 6= 0, j@

�

x

K(x)j � Cjxj

�3�j�j

(ii) T est continu de L

2

(R

3

) dans L

2

(R

3

).

Alors l'op�erateur T est continu de L

p

(R

3

; w(x)dx) dans L

p

(R

3

; w(x)dx), cet espace

d�esignant l'espace L

p

(R

3

) muni de la mesure w(x)dx.

Remarque. L'op�erateur T ci-dessus peut être remplac�e par une famille (T

n

)

n2N

d'op�erateurs, uniform�ement born�es dans L

2

(R

3

), tels que la constante C de (i) dans

le lemme soit ind�ependante de n. Alors cette famille est uniform�ement born�ee dans

L

p

(w(x)dx).

Dans la suite, nous consid�ererons le poids w(x; y; z) = (x

2

+ y

2

)

�1=2

, qui d'apr�es la

proposition 1, est dans la classe A

2

.

Nous noterons L

2

0

d�ef

=

�

f axisym�etrique j f 2 L

2

(R

3

; (x

2

+ y

2

)

�1=2

dx)

	

.
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Nous avons rappel�e en section 2 la d�e�nition des op�erateurs de Littlewood-Paley

not�es �

j

. Dans [Jo] (section 6.IV) est d�emontr�e le r�esultat fondamental suivant.

Lemme 8. Les op�erateurs de Littlewood-Paley �

j

sont continus sur L

2

0

, uniform�ement

en j.

Remarque. Notons que si u est axisym�etrique, alors �

j

u l'est aussi car par hypoth�ese,

les fonctions ' et  intervenant dans la construction du d�ecoupage dyadique sont radiales.

4.2. D�emonstration du th�eor�eme 7

La m�ethode que nous allons suivre, dite \m�ethode de Kato", est celle permettant

d'obtenir le th�eor�eme 2 cit�e en introduction (dont l'�enonc�e est tr�es proche du th�eor�eme 7),

et est expos�ee pr�ecis�ement dans [Ca] (chapitre 3.2).

On commence par �ecrire l'�equation de Navier-Stokes sous la forme int�egrale (dite

\mild") suivante :

(3) v(t; x) = S(t)v

0

(x) +B(v; v)(t; x);

o�u S(t) = exp(t��) est le semi-groupe de la chaleur, et o�u

B(u; v)(t; x)

d�ef

= �

Z

t

0

PS(t� s) div(u
 v)(s; x)ds:

On r�esout alors (3) par une m�ethode de point �xe, bas�ee sur le lemme classique suivant

(voir [Ca], lemme 1.2.6).

Lemme 9. Soit Y un espace de Banach, et B : Y � Y ! Y un op�erateur bilin�eaire

continu, tel que

jjB(u; v)jj

Y

� C

0

jjujj

Y

jjvjj

Y

:

Alors si a 2 Y et si 4C

0

jjajj

Y

< 1, alors l'�equation

b = a+B(b; b)

admet une unique solution b v�eri�ant

jjbjj

Y

�

1

2C

0

�

1�

p

1� 4C

0

jjajj

Y

�

:

L'espace de Banach dans lequel nous allons r�esoudre (3) est, comme indiqu�e dans

l'�enonc�e du th�eor�eme 7,

X

T

=

n

v axisym�etrique

�

�

v 2 L

1

((0; T );L

2

0

(R

3

)) et t

1=2

rv 2 L

1

((0; T );L

2

0

(R

3

))

o

:
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La d�emonstration du th�eor�eme va d�ecouler des deux lemmes suivants :

Lemme 10. Soit v

0

2 L

2

0

(R

3

) un champ de vecteurs axisym�etrique de divergence nulle.

Alors il existe une constante C telle que pour tout temps T � 0, on a

jjS(t)v

0

jj

X

T

� C jjv

0

jj

L

2

0

:

Lemme 11. Soient u et v deux champs de vecteurs de X

T

, alors pour tout temps T � 0,

on a

jjB(u; v)jj

X

T

� �(T )jjujj

X

T

jjvjj

X

T

;

avec lim

T!0

�(T ) = 0, o�u � est une fonction born�ee, ind�ependante de u et v.

Supposons ces deux lemmes d�emontr�es. Alors le th�eor�eme 7 est une cons�equence facile

du lemme 9 ci-dessus : en e�et, pour T > 0 assez petit, d�ependant de v

0

, on a

8t � T; 4�(t)jjv

0

jj

L

2

0

< 1;

et donc on peut r�esoudre de mani�ere unique le syst�eme (3) pendant un temps [0; T

�

[. En

outre, si

jjv

0

jj

L

2

0

<

1

4jj�jj

L

1

(R

+

)

;

alors on a T

�

= +1.

Le th�eor�eme est donc d�emontr�e. �

D�emonstration du lemme 10. Ce lemme repose sur le lemme 7 �enonc�e ci-dessus :

nous allons v�eri�er que l'op�erateur dont le noyau est le noyau gaussien K

p

�t

(x), avec

K

�

(x)

d�ef

= �

�3

�

�

x

�

�

; avec �(x) = (4�)

�3=2

e

�jxj

2

=4

v�eri�e les hypoth�eses (i) et (ii) du lemme 7 et de même pour l'op�erateur de noyau

p

�t K

(1)

p

�t

, avec

K

(1)

�

(x)

d�ef

= r

x

K

�

(x):

Il est bien connu que

8� > 0 ; jjv

0

�K

�

jj

L

2

(R

3

)

� Cjjv

0

jj

L

2

(R

3

)

;

un simple calcul fournit

8� > 0 ; 8x 6= 0; 8j�j � 1; j@

�

x

K

�

(x)j � Cjxj

�3�j�j

:
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De même on constate ais�ement que

8� > 0 ; jjv

0

�K

(1)

�

jj

L

2

(R

3

)

� C�

�1

jjv

0

jj

L

2

(R

3

)

;

et que

8� > 0 ; 8x 6= 0; 8j�j � 1; j@

�

x

K

(1)

�

(x)j � C�

�1

jxj

�3�j�j

:

Alors le lemme 10 est simplement dû au lemme 7, ainsi qu'�a la remarque qui le suit. �

D�emonstration du lemme 11. Par la continuit�e des op�erateurs �

j

sur L

2

0

(voir le

lemme 8 pr�ec�edent), il su�t d'estimer les quantit�es jj�

j

B(v; v)jj

L

2

0

et t

1=2

jj�

j

rB(v; v)jj

L

2

0

.

Commen�cons par rappeler que les op�erateurs de Riesz v�eri�ent clairement les hy-

poth�eses du lemme 7 (voir aussi [St], section I.6.2). En outre, il est bien connu que (voir

[C2], lemme 2.1)

�

�

�

�

�

j

e

�(t�s)�

P div(u
 v)

�

�

�

�

L

2

� Cc

j

2

j

e

��(t�s)2

2j

c

jju
 vjj

L

2
;

avec

P

j2Z

c

2

j

= 1. Donc le lemme 7, associ�e aux calculs pr�ec�edents sur le noyau de la

chaleur, conduit au fait que

jj�

j

B(u; v)(t)jj

L

2

0

� Cc

j

2

j

Z

t

0

e

�(t�s)2

2j

c�

jju
 v(s)jj

L

2

0

ds:

On a le r�esultat suivant.

Lemme 12. Soient u et v deux champs de vecteurs axisym�etriques. On a l'estimation

suivante :

jjuvjj

L

2

0

� Cjjujj

L

2

0

jjrvjj

L

2

0

+ Cjjvjj

L

2

0

jjrujj

L

2

0

:

Remarque.Ce lemme est identique aux lois de produit bidimensionnelles, en rempla�cant

partout L

2

0

par L

2

(R

2

).

Admettons ce lemme provisoirement. On a alors
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)

f

j

(t)

o�u l'on a pos�e

f

j

(t) =

Z

t

0

e

2

2j

(s�t)c�

p

s

2

j

ds;

que l'on peut aussi �ecrire f

j

(t) = f(2

2j

t), avec

f(t) =

Z

t

0

e

(s�t)c�

p

s

ds:
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On a donc, en utilisant le lemme 8,
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1
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1

(R
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�!

T!0

0.

De même, on �ecrit que
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j
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t
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X

t

g

j

(t) ;

avec

g

j

(t) = 2

2j

Z

t

0

(t� s)

1=2

s

�1=2

e

2

2j

(s�t)c�

ds+ 2

2j

Z

t

0
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�

Z
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t� s

s

�
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ds +

Z

t

0

e
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Par cons�equent,

jjt

1=2

rB(u; v)jj

L

1
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2
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2

(T )jjujj

X

T
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;

avec �

2

2 L

1

(R

+

) et lim

T!0

�

2

(T ) = 0, et le lemme est d�emontr�e. �

D�emonstration du lemme 12. Consid�erons deux champs de vecteurs u et v

axisym�etriques. L'estimation

jjuvjj

L

2

0

� Cjjujj

L

2

0

jjrvjj

L

2

0

+ Cjjvjj

L

2

0

jjrujj

L

2

0

est une simple cons�equence du fait que u et v ne d�ependent que de deux variables r et

z, et que l'espace L

2

0

est justement l'espace L

2

(drdz) dans ces deux variables. L'in�egalit�e

de Ladyzhenskaya �evoqu�ee pr�ec�edemment donne le r�esultat directement (elle n'est autre

qu'une loi de produit bidimensionnelle sur les espaces de Sobolev). �
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