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Résumé. Nous étudions les équations de Navier-Stokes posées dans un domaine
de R? invariant par rotation autour de I’axe vertical, ou dans ’espace R3 entier;
nous cherchons des solutions invariantes par cette rotation, sous des conditions sur
la donnée initiale proches des hypotheses naturelles en deux dimensions d’espace.

Abstract. We study the Navier-Stokes equations, written in a domain of R3
which is invariant under rotation around the vertical axis, or in the whole space
R3; the solutions seeked are also invariant by that rotation, and we look for
conditions on the initial data which are close to the natural assumptions in the

case of two space dimensions.
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1. Introduction
Nous nous intéressons dans cet article aux équations de Navier-Stokes

O —vAv +v-Vo=—Vp dans R} x Q
(NS) dive =0

V|t=0 = vo avec divvg =0,

ott v > 0 représente la viscosité,  est un ouvert de R®, et ot le champ de vecteurs
v:RT x Q = R? et la fonction p : RT x © — R représentent respectivement la vitesse
et la pression du fluide, inconnues du systeme. La seconde équation dans (NS) signifie
que le fluide considéré est incompressible. Dans le cas ou {2 est un domaine a bord, il

convient de rajouter & (NS) des conditions aux limites de Dirichlet, homogenes.
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Dans la suite, nous dirons que (v, p) est solution de (NS) s’il vérifie le systeme au sens

des distributions.

Avant de présenter le cadre que nous cherchons a étudier dans cet article
(axisymétrique), commencons par rappeler quelques résultats concernant le systeme de
Navier-Stokes (NS). La théorie mathématique de ce systéme a débuté avec les travaux
fondamentaux de J. LERAY (voir [L1] et [L2]) : le théoréme suivant montre ainsi que des
que la donnée initiale est un élément de 'espace (dit “d’énergie”) L?(Q), alors il existe

au moins) une solution globale en temps de (NS), dite solution “a la Leray”.
g p s Y

Théoreme 1 [Leray, 1933]. Soit vg € L*(Q) un champ de vecteurs de divergence nulle.
Alors il existe une solution v € L>®(R", L?(Q)) N Lz(R"i',Hé (Q)) de (NS), de donnée

initiale vy. Cette solution vérifie de plus 'inégalité d’énergie :

1
vt >0, |[o(t)l[Z2q) +2V/ 1Vo(s)|[Z20)ds < llvollz2(a)-
0

Dans le cas ot Q C R?, alors v est unique, vérifie en outre que v € CO(RT, L?(Q2)), et

I'inégalité ci-dessus est une égalité.

Remarque. Ici comme dans tout cet article, I'espace H& désigne la fermeture de C§°

pour || - ||H(1)a avec ||U||HC1) = [IVullL2.

Des lors se pose la question de 'unicité de telles solutions tridimensionnelles. De
nombreux travaux existent sur la question, a commencer par 'important travail de
H. Fuiita et T. KATO (voir [FK]); la méthode dite “de Kato”, dont nous reparlerons
dans ce travail, a été plus récemment étudiée précisément, notamment par M. CANNONE
et F. PLANCHON (voir [Pl], ainsi que le livre [Ca]). De nombreux travaux ont suivi
celui de [FK], montrant 'unicité des solutions de (NS) dans des cadres divers. Ainsi,
J.-Y. CHEMIN par exemple a montré (voir [C2]) 'unicité de solutions d’énergie finie telles
que v € C°([0,T],C~*(R?)), alors que G. FURIOLI, P.-G. LEMARIE et E. TERRANEO
(voir [FLT]) ont obtenu l'unicité des solutions continues en temps, & valeurs dans L*(R?).
Notons que sous I’hypotheése supplémentaire d’énergie finie, W. vON WAHL [W] a

démontré par des méthodes élémentaires I'unicité dans L>([0, T], L3 (R?)).

Le point fondamental dans ces travaux est que l'on cherche a résoudre le systeme (NS)

dans des espaces invariants par le changement d’échelle du systeme : si v est solution de
(NS), alors

va(t, x) dét Mo(N*E, Ax)

est aussi solution, avec donnée vy |i=o(x) = Av|i=o(\).



Notons d’autre part que dans ces résultats, il n’est question que de 'obtention du
champ de vitesse v : la pression p peut étre éliminée du systeme (NS) par projection sur

les champs de divergence nulle.

Nous n’entrerons pas plus dans les détails de ces résultats ici; énoncons simplement le
théoreme d’unicité de H. Fujita et T. Kato cité ci-dessus, et auquel nous ferons référence
par la suite. Nous renvoyons, pour plus de précisions, aux livres [CF], [Ca] et [Li2], ainsi

qu’aux articles cités ci-dessus.

Théoreme 2 [Fujita-Kato, 1964]. Soit vy € Hl/z(RS) un champ de vecteurs de
divergence nulle. Alors il existe un unique temps T* maximal et une unique solution v a

(NS), telle que
ve CO0, T ,HY*(R?)) et t'/*Vv e CO([0,T*[ , L3(R)).

En outre, il existe une constante ¢ > 0 telle que si ||vgl| 12 < cv, alors T* = +o0.

Remarque. L’espace de Sobolev homogene HS(RS) désigne la complétion de C§°(R?)

pour || - || ., avec ||ul| ;. =[] |€]° @ (€)]| 12, on & désigne la transformée de Fourier de u.
Dans ce travail, nous souhaitons étudier le cas ou le domaine {2 est axisymétrique.

Définition 1. Un ouvert  C R® est dit axisymétrique si pour toute rotation I' autour

de 'axe R(0,0,1), on a I'(Q2) C Q.

Un domaine axisymétrique étant comparable a un domaine bidimensionnel, sauf pres
de l'axe de rotation, 'objectif de cette étude est d’obtenir des résultats comparables
aux résultats bidimensionnels connus, en s’attendant a une discussion selon la position
du domaine par rapport a l'axe de rotation. Cette approche est a comparer avec
le travail effectué dans [Ga], ou le premier auteur a montré 'unicité des solutions
tridimensionnelles de (NS) pour une donnée bidimensionnelle dans L?(R?), avec une
condition supplémentaire de périodicité verticale. Avant d’énoncer les résultats, donnons

quelques définitions et notations que nous utiliserons tout au long de cet article.

Le domaine § sera supposé lipschitzien de R® ou bien 'espace R® entier, et nous

désignerons par V, V et H les espaces suivants :

V(Q) ¥ qo e ()| divo = 01,

-

€

V(Q) = fermeture de V dans HZ(Q),

H(Q) dé fermeture de V dans LZ(Q).

jol}
=

=



L’espace H est muni du produit scalaire (+|-) induit par L*(2), et I'espace V est un espace

de Hilbert muni du produit scalaire

((ulo)) = D (9juldjv).

J=1

Enfin le projecteur orthogonal L? de Leray P sur les champs de vecteurs de divergence

nulle est défini par

P:1*(Q)=HaoH- — H.

Définition 2. On notera par (r,6,2) € RT x [—x, 7] x R les coordonnées cylindriques

dans R?, oti r et 6 sont définis classiquement par
Y(z,y) ER*, =1 cosf et y=rsind.

Une fonction scalaire définie sur un ouvert axisymétrique est alors dite axisymétrique
si elle ne dépend pas de la variable angulaire 6, et un champ de vecteurs est dit

axisymétrique si chacune de ses composantes I'est.

Dans la suite, pour toute fonction v axisymétrique, nous noterons par abus
v(x,y,z) =v(rz).

L’objet de cet article est d’étudier le systeme de Navier-Stokes axisymétrique
Ow —vAv+v-Vo=—Vp sur Rt x Q,

dive =0,

(NSaX) U|R+ <o — 0 s1 89 7£ @,

V|t=0 = vo avec divvg =0,

Q, v, v et p axisymétriques.

Il est & noter que l'on ne dispose pas de résultat d’unicité pour les solutions de (NS)
sivg € H(); il n’est donc pas certain que toute solution v du systeme (NS), associée

a vg, soit axisymétrique. Néanmoins, 1l est facile d’obtenir 'existence d’une solution

v e LR, H(Q)) N LA (RT,V(Q)) au systéme (NS,y), vérifiant I'inégalité d’énergie

1
(1) 720 ol 20 [ IV s < ol

Une technique de démonstration de ce résultat consiste a suivre un procédé de

Galerkin (voir [Lil] pour une présentation de cette méthode), en choisissant une base



d’approximation formée de vecteurs axisymétriques. La méthode classique permet ainsi
d’exhiber une solution approchée (voir par exemple [CF]), axisymétrique car la structure
du systeme (NS,y) ne détruit pas le caractere axisymétrique des fonctions. Le passage a
la limite faible se fait alors exactement comme dans le cas classique (nous n’entrerons pas

plus dans les détails ici, et renvoyons & [CF] pour les estimations conduisant au résultat).

Notre objectif va étre de déterminer sous quelles conditions cette solution est unique :
ces conditions portent aussi bien sur le domaine (plus particulierement sa position par

rapport a l’axe de rotation) que sur la régularité de la donnée initiale.

Théoreme 3. Supposons que le domaine axisymétrique 2 ne rencontre pas I'axe de

rotation : on suppose que

ro def inf /2?2 4+ y% > 0.

(z,y,2)€Q

Alors si vg € H(Q) est axisymétrique, il existe une unique solution v a (NS,y), vérifiant

(1).

Remarque. Dans le cas ou le domaine ne rencontre pas ’axe de rotation, on a donc le

méme résultat d'unicité qu’en deux dimensions d’espace.

La technique de démonstration de ce théoreme (suivant W. vON WaHL [W]), nous
permettra d’obtenir directement le théoreme de stabilité suivant. On a noté vy la moyenne

angulaire de vg, champ de vecteurs axisymétrique défini par

. 1 s
To(r, 2) d:efﬁ/ vo(r, 8, 2)d6.

— T

Théoréeme 4. Sous les hypotheses du théoreme 3, soit vo € H(2), de moyenne angulaire

Ug. Alors on a vy € H(2), et soient v et U des solutions “a la Leray” respectivement de

(NS) et (NS,,) associées a vg et Ug.

Alors en posant w ety v, on a, pour tout tempst > 0,

1 C _
ol + v [ 190G ds < ool exp (o olliz).
0

N déf _ . . . - e . N .,
ott wy = v —To. En particulier, il y a unicité de la solution “4 la Leray” de (NS) associée

a une donnée vy axisymétrique, et c’est la solution de (NS,;).



Dans le cas ou le domaine rencontre 'axe de rotation, le résultat suivant indique
qu’on a unicité de la solution sous une hypothese de platitude du domaine pres de
I’axe. Ce résultat est a rapprocher des théoremes d’injections de Sobolev démontrés par
N. ACHTAICH (voir [Ac]), de plus en plus proches des injections bidimensionnelles quand

le domaine devient plus plat.

Théoréeme 5. Supposons que le domaine axisymétrique ) soit tel que
QC {(:zj,y,z) €R® | si r < Ry, alors —Cr® <z < C'ra},

ou Ry >0, a >4 et C' >0 sont des réels quelconques.

Soit alors vo € H()), axisymétrique; soient vy et vy deux solutions de (NS,y) vérifiant
(1), telles qu’en outre

vy € L®(RT, L**4(Q)),
avec £ > %. Alors vy = vsy.

Comme dans le cas ou €2 ne rencontre pas 'axe de rotation, la méthode de démon-

stration du théoreme 5 va nous permettre d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 6. Sous les hypotheéses du théoreme 5, soit vg € H(2) un champ de vecteurs
axisymétrique, et supposons qu’il existe v, solution “a la Leray” de (NS,,) associée a vy,
telle qu’en outre

v e Lo(RY, I244(0)),
avec £ défini comme au théoreme 5. Alors si v est solution “a la Leray” de (NS) associée

a vy, v est unique et v = .

. . . 3
Dans la derniere section enfin, nous considérons le cas ou 2 = R”, et nous allons

construire une solution unique a (NS,y) dans l'espace suivant :

dadydz
r,Y, % LT < 4o,
IR s < oo}

Notons que cet espace est équivalent a 'espace LZ(RS), a distance strictement positive,

Li(R?) et {f € S'(R?) axisymétrique

finie de "axe, avec une condition de platitude pres de r = 0. D’autre part, il a I'invariance
par changement d’échelle de ’espace de Sobolev homogene H'/? (R3), qui est bien adapté
aux équations de Navier-Stokes tridimensionnelles (voir [FK], [Ca]). C’est donc un espace
bien adapté aux solutions axisymétriques des équations de Navier-Stokes. Notons que

ce type d’espace a poids a été tres largement utilisé par C. BERNARDI, M. DAUGE



et Y. MADAY (voir [BDM]) dans ’étude du probleme de Stokes et de Navier-Stokes

stationnaire, dans un cadre la-aussi axisymétrique.

Théoreme 7. Soit vy € Lg(RS), un champ de vecteurs axisymétrique et de divergence
nulle. Il existe un unique temps T* > 0 et une unique solution v de (NS,x) telle que pour
tout temps T €]0,T*],

v e CO[0,T], LE(RY)), #1/2Vv € CO0, T], L§(R)),
et limt'/?Vo =0 dans L(R®).

t—0

En outre, il existe une constante ¢ > 0 telle que si |[vol|p2(ps) < cv, alors T* = +o0.

La démonstration de ce théoreme repose sur la méthode de Kato, ainsi que sur des
résultats d’opérance dans des espaces a poids. Notons que dans [UY], M. UKHAVSKII et
V. YUDOVITCH démontrent un résultat d’unicité pour (NS,y) dans la classe

Vo € L®([0,T], L?),

rotv € L*([0,T], L? N L™),

rot v

€ L>=([0,T),L* N L*>).
Ici T'on a abaissé sensiblement les conditions de régularité permettant d’obtenir cette
unicité.

D’autre part, G. PONCE, R. RACKE, T. SIDERIS et E. TITI ont montré (voir [PRST])
un résultat de stabilité par (NS,y), dans le sens suivant : si vg € D(—=PA) N H* est
axisymétrique, alors pour tout ug € V tel que ||ug — vol| g1 < &, pour § assez petit, on a

une unique solution globale & (NS,y) avec donnée ug.

Remarquons que dans ces deux cas ([UY] et [PRST]), il est supposé en outre que

v? = 0. Cette hypothése n’est pas exigée ici.

Le plan de cet article est comme suit. Dans la section suivante (la section 2) nous
introduisons des notations qui seront utiles dans la suite. Les sections 3 (resp. 4) sont
dévolues aux démonstrations des théoremes 3, 4, 5, 6 (resp. 7) présentés dans cette

introduction.

Remarque. Au moment ot nous achevons ce travail, nous apprenons que H. Koch et
D. Tataru ont obtenu un théoreme d’existence globale et d’unicité pour le systeme (NS),
et des données initiales petites dans BMO™(R?).

2. Notations



Dans la suite, nous serons amenés a utiliser des découpages dyadiques de R (I’axe des

r = +/x? + y?) ainsi que de l'espace des fréquences R? (découpage de Littlewood-Paley).

Nous n’allons pas rentrer dans les détails de la théorie de Littlewood-Paley ici (nous
renvoyons par exemple a [C1] pour une construction précise); considérons une fonction

© € C§°(R), paire, telle que
suppp C Co, avec Co ={s€R | ag < s <o},

ou les constantes ag et By sont choisies de maniere a ce que
VreR, o(2Pr)p(2%r)=0si |[p—q¢| > 2
Vr >0, Z@(Zpr) = 1.

PEZ
Les fonctions de troncature de 'axe réel sont alors définies par
déf
pqlr) = @(2'r),
. déf
et ont un support inclus dans C, = 27(C,.

Le découpage de Littlewood-Paley se définit quant a lui dans 'espace des fréquences :

les opérateurs de troncature spectrale S; et A; sont définis par
Vu e S'(R?), F(Aju)(€) = o(277[¢))Fu(€), ¥j=0,

FAqu)(§) = o ([E)Fu(f),
avec (r) =1— goc,o(er), et enfin

Sju = Sou + ZAju = ZAju,

>0 JEZ

avec A; = 0 pour j < —1, et Sop = A_y. On a noté Fu(¢{) pour la transformée de Fourier
de u, avec £ € R®. Cette décomposition permet notamment de caractériser 'appartenance

d’une fonction a un espace de Sobolev HS(RS) : rappelons que

we B = llulfyen, [ (0 PV IF@Q P < 4o

Alors on peut montrer (voir [C1]) que

u € H*(R?) <= ZQZ‘iSHA]‘UHZLQ < +o0,
JEL
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et la norme |[ul|g« est équivalente & [|27°||Ajul|z2|]¢2(z). Les espaces de Sobolev ho-
mogenes présentés dans 'introduction peuvent s’écrire a partir d’'un découpage dyadique

homogene : on écrit
Aj=Aj, Vi>1, et Aju=F""(p(27|[)Fu), Vj<O.
Alors on a I’équivalence

u€ H (R®) =) 2%°||Ajull7 < +oo.
JEL

3. Etude selon la position du domaine par rapport a
Paxe

3.1. Cas d’un domaine loin de ’axe

3.1.1. Démonstration du théoréme 3

Nous nous placons ici dans le cas ou

ro def inf /2?2 4+ y% > 0.

(z,y,2)€Q

L’unicité des solutions axisymétriques de (NS,y) repose sur le lemme suivant, correspon-

dant & une inégalité de LADYZHENSKAYA (voir [La]). Nous I’admettrons provisoirement.

Lemme 1. Soit w € H NV (Q) un champ de vecteurs axisymétrique. Alors

—1/4 1/2 1/2
ullpaey < Crg Y ull oty [1Vull atg)-

En outre, si a et b sont deux champs de vecteurs dans H NV (), avec b axisymétrique,

alors

C
||ab||2L2(Q) < o lall =) IV allL2ca) 16l 220y [ VOl 22(0) -

Remarque. Ici comme dans tout ce travail, C' désigne une constante “universelle”, ne

dépendant que de la dimension ou de quantités similaires.

Admettons ce lemme pour l'instant, et terminons la démonstration du théoreme :

solent vy et vy deux solutions de (NS,y) vérifiant I'inégalité d’énergie (1), et posons
w d:ef Vg2 — U1.
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Nous alons suivre la méthode introduite par W. vVON WAHL dans [W], et utilisée dans
[Ga] dans le cadre de données initiales bidimensionnelles : la fonction w est de divergence

nulle et vérifie

we L¥(RT, H(Q)) NLART,V(Q)).

En suivant [W], on peut écrire que

1 1
SOl + v [ 1T ds
0
1
= 5 (a0 By + 020 sy — 2000 (2 (1)) )

t
+ v /0 <||VU1(3)||%2(Q) + |Vos(s)lF2(q) — 2<VU1(3)|VU2(3)>L2(Q)> ds.

Le théoreme 3 est alors une conséquence des deux lemmes suivants.

Lemme 2. Soit t € RT. Alors I'application

t
(a,b,c) — /0 (div(a ® b)(3)|c(3)>L2(Q) ds
est trilinéaire continue de

<L°°([0,t],H(Q)) N Lz([O,t],V(QD)2

X {c axisymétrique | ¢ € L°°<[O,t], H(Q)) N L2<[O,t], V(Q)) }

En outre, si a est de divergence nulle, alors on a

[

t
v
(aVa(3)|c(3)>L2(Q) ds < 5/0 ||Va(3)||2L2(Q)dS

C

3,2
very

_|_

1
/0 a3 1e(3)] 2 gy 1175 Bgen) ds.

Lemme 3. Soient ug et vy deux champs de vecteurs de divergence nulle, éléments de
L?(Q), avec ug axisymétrique. Soient v et u des solutions de (NS) et (NS,,) associées a

vo et ug respectivement, et vérifiant (1). Alors pour tout t > 0, on a

(U(t)|u(t)>L2(Q) + 21//0 (Vv(3)|Vu(3)>L2(Q) ds

= (voluo)r2(0) — /0 <<v(3)|u . Vu(s))L2(Q) + (u(3)|v . Vv(3)>L2(Q)> ds.
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Remarque. Ces deux lemmes sont énoncés dans un cadre de généralité qui dépasse celui
requis pour la démonstration du théoreme 3; il est bien évident que dans le lemme 3, on
peut aussi supposer que vg est axisymétrique et que v est solution de (NS, ). Néanmoins

ils permettront ainsi d’obtenir le théoreme 4 sans plus de calculs.

Démonstration du lemme 2. Le lemme 1 donne le résultat, par les calculs suivants :

1
/
1
< [ (19alluzo ltellaa + V820 llael 2o ) ()
0

C t
< [ (I9alollizn B 1981,
0

(div(a ® b)(3)|c(3)>

+[IVo(s)22(a) ||a(3)||1L/22(Q) ||v“(3)||1L/22(9)>
xle(s )||L2(Q)||vc( )||L2(Q)

ce qui démontre la continuité de 'application trilinéaire. Dans le cas ou a = b est de

divergence nulle, on a aussi

[

((a- Va)(s)le(s))

< 1/2/ IV a(s) 2 g lla() [ g, () [ [ Te( )11, ds

C t
< 5/ ||Va(3)||%2(9)d3 + 2—3/ ||a(3)||%2(9) ||C(3)||%2(Q) ||VC(3)||%2(Q)CZ37
0 aV” Jo

et le lemme 2 est démontré. [ |

Démonstration du lemme 3. Considérons deux champs de vecteurs wu, et v, de
divergence nulle, éléments de L=(R™, CZ°(Q))N LA (RT, CE(Q)), avec u,, axisymétrique,
tels que wu,, et v, convergent fortement dans L?(R™*, V(Q)) vers u et v. On suppose aussi
que Uy =0 € C§°(§2) et converge faiblement dans H(2) vers ug, et que u,, converge vers
u faiblement dans L>(RY, H(Q)). Le lemme 1 implique que

C
Ju @ ul|p2(0) < o ull 20 VU]l 20,

par conséquent on a u @ u € L*(RT,L?(Q)), et en notant H_l(Q) I'espace formé de
dérivées premieres d’éléments de L?(£2), on peut supposer en outre que d;u, converge
vers dyu fortement dans L*(R™, H_l(Q))
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Puisque u et v vérifient (NS,,) et (NS) respectivement, on peut écrire

t
/ <(83u|vn)L2(Q) — v(Aulvy) 29y + (u- Vu|vn)L2(Q)>(3)d3 =0,
0
et )
/ <(83v|un)L2(Q) — v(Av|un)20) + (v Vv|un)L2(Q)>(3)d3 =0,
0
et I'on peut passer a la limite en n, en utilisant pour (v - Vv|uy)r2(q) le lemme 2. Mais

[ vtz () s = = [ 01000y (5) s + (00N (1)) 2 gy = (w0lal im0z

donc il vient finalement, apres intégration par parties,

t
/ <(83u|v)L2(Q) + v(Vu|Vo)r2q) + (u - Vu|v)L2(Q)> (s)ds =0,
0

et
t
/ ( — (Do) 2y + v(VulVo) p2a) + (v vv|u)L2(Q)> (s)ds
0
= (voluo) L2y = (v(B)|u(t)) L2 ()
Il suffit alors de sommer ces deux égalités pour avoir le résultat cherché. |

Retour a la démonstration du théoreme 3. En utilisant les lemmes 2 et 3, on peut

écrire que

1 1
3 sy v [ 190(5) ey
1
= 5 (lletle=ol Faqay + vz lmollf2() = 2(v1li=ofvlizo) 12 )
t
+ / <(U1 |U2 . VUZ)LQ(Q) + (U2|U1 . Vvl)Lz(Q)> (S)dS.
0
En utilisant (1), on a donc
1 ! 1 !
3 10O+ [ 9006 ey ds < 5ol + [ o0 Tufor)(s)ds,
et par le lemme 2, on peut écrire

1
IW@m%my+{AHVw@m%mwk

C
< laolliecor + 5z [ V016 ey loa(o ey (o) .
0
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Par conjugaison, on obtient donc

1 C 1
ol + [ IV @eds < ol exw (s [ IFoaol ool ),
0

ce qui démontre le théoreme, par utilisation de (1), et car wo = 0. |
Démonstration du lemme 1.
On peut supposer par densité que u € C§°(Q2). Ecrivons alors

¥ 2 0wtz =2 [ ulp.)0pu(p.)dp

o

9 ) 1/2 ) 1/2
< 2([Tuteartodn) ([Tt Rode)
To 0 0

ou l'on a prolongé u par 0 a l'extérieur de €2. De méme,

uz(r, z) = 2/Z u(r, C)0cu(r, ¢)dC

§</|u |d§> </|agu |d§>/2.

Donc finalement on peut écrire, en utilisant ces deux inégalités,

||u||i4(9) :277/ /|u(r,z)|4rdrdz

< —/ [u(rs Ol 2 19 ulr, )||L2(R<)Tdr/R||u(r72)||L2(rdr)

10ru(r; 2)|| 2 (rary 2

C
< EHquL?(Q)HquZL?(Q)v

ce qui démontre la premiere inégalité. La seconde s’obtient simplement en remarquant
que
2
||ab||2L2(Q) = HHaebHLQ(rdrdz)HLz(dQ)v

ou l'on a noté, pour tout 6 € [—7, 7], ag la fonction axisymétrique

ap(r, z) dét a(r,0,z), 6 € |—m, x| fixé.

Mais l'inégalité précédente du lemme 1 permet d’écrire que

||aeb||L2(rdrdz) < ||a9||L4(rdrdz) ||b||L4(rdrdz)

C 1/2 1/2 1/2 1/2
< 7“1/2 ||a9||L2(7’dT’dz) ||va9||L2(rdrdZ) ||b||L2(Q) ||Vb||L2(Q),
0
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ce qui fournit, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme b ne dépend pas de 6,
9 C
|abl|72(q) < o lallz2c) |IVallpza) [10]|2(0) |1V ]| 2(0) »

et le lemme 1 est démontré. [ |

3.1.2. Démonstration du théoréme 4

Ce théoreme se démontre a présent de facon tres simple. Commencons par remarquer

que Tg € H(Q) par les calculs évidents suivants :
||EO||2L2(Q) =27 / |50(T, Z)|2 rdrdz
Rt xR

/ vo(r,0,z)de

— T

2

1
rdrdz

21 Jr+ xR

< Jvo[72(q) -

On a d’autre part
1 s
divog = —— Dpvi (1,8, 2)db

27r J_ .
—0,
ot v§ représente la composante angulaire de vg. Done Ty € H ().

Il suffit maintenant, pour démontrer le théoreme 4, de reprendre les calculs aboutissant
au théoreme 3, en remplagant v par v, solution “a la Leray” de (NS,,) associée a Ty,
et vy par v, solution “& la Leray” de (NS) associée a vg. Les lemmes 1 & 3 donnent le

résultat. [ |

3.2. Cas d’un domaine plat pres de ’axe
3.2.1. Démonstration du théoréme 5

Comme indiqué dans I’énoncé du théoreme 5, on suppose ici que
QC {(:zj,y,z) €R? sir<Rg, alors —Cr®<z< C’ra},

avec a >4, C' > 0 et Ry > 0 fixés.

Le théoreme 5 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 4. Soient a et b deux fonctions de H NV () telles que 'une des deux au moins
est axisymétrique, et que le support de a vérifie suppa C {(z,y,2) € R*|r < Ro}:

supposons qu’il existe une fonction f(a), indépendante de r, et un réel 3 > 3 tels que

||a||L2((B(O,r)><R)m§) < Crﬁf(a)-
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Alors on a

labl[Z2q) < C fla)llallv@llol| )10l via)-

Admettons provisoirement ce lemme, et posons w = vy — v;. Nous allons reprendre
la méthode de W. VON WAHL utilisée dans la section 3.1.1 précédente, en montrant les

deux lemmes suivants.

Lemme 5. Soit t € RT. Alors I'application

(a,b,¢) — /0 (div(a ® b)(s)‘c(s))Lz(Q) ds
est trilinéaire continue de
(2% (0. 70, () 0 22 (0,70, V()
X {c axisymétrique ‘ cE L°°<[O, T],HN L2+€(Q)> N L2<[O, T], V(Q)) }

En outre, il existe des constantes C' et C, indépendantes de t, telles que

/

t
v
(a- Va(s)‘c(8)>L2(Q) ds < 5/0 ||va(3)||2L?(Q)d8

1
C Co
+ [ Nt @y IV el (e o) By + o5 el oreqan) -
0 V3 R v

Lemme 6. Soient ug et vy deux champs de vecteurs éléments de H(S)), avec ug
axisymétrique, et soient u et v, solutions “a la Leray” de (NS,,) et (NS) associées a
ug et vo respectivement, telles qu'en outre u € L>(RT, L?T¢(Q)). Alors pour tout t > 0,

o1l a

(U(t)‘u(t»p(m + 21//0 (Vu(s)‘Vv(s))Lz(Q) ds

= (voluo)r2(0) — /0 <<v(3)‘u . Vu(s))LQ(Q) + (u(s)‘v . Vv(s))LQ(Q)> ds.

Démonstration du lemme 5. On peut écrire

/

1
< [0t (157 " gy + 15 12y ) ()
0

ds
L2(Q)

(div(a ® b)(s)‘c(s))

1
[ VB (Jla™ Loy + 0™ ey ) (5) s
0
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ou l'on a noté, pour tout champ f,

fint d:ef 17’§Ro f et fext deff fint )

Le lemme 1 démontré dans la section précédente permet d’écrire que
ext||2 C¢
|Jac™ 7200y < R_OHGHLQ(Q)||va||L2(Q)||c||L2(Q)||vc||L2(Q)7

donc il suffit & présent d’estimer ||Cinta||L2(Q). Mais on a, Vr < Ry,

r 1/2
1™ p2((B (0,1 xmyiy = 27 (/0 /R < Z)|2'Od'0dz>

< ||c||L2+5(Q)<V01((B(O,T) x R) N ﬁ)) FIeE=] :

par 'inégalité de Holder. Mais par ailleurs on a, Vr < Ry,

vol((B(0,r) x R) N %) = 2 /0 ,o</_zp:a dz) dp

SC/ pl—l—adp
0

< ¢ plta
T 24«

b
ce qui implique que

< C, r(2+a) 0 F

[|™]] ]
L2(B(0,r) xR L2te ()

e(24a)
2(2+¢)

Mais par hypothese, on a supposé que > 3. On peut donc appliquer le lemme 4,

qui conduit a

R IV 12 llal 157 Val 15

||cinta||L2(Q) < Ca”c 1,2+6

Finalement, on a donc obtenu que fot ‘(div(a ® b)(3)|c(3)> L2(Q) ‘ ds se majore par

t
/0 (I17a(s) 20 116011550y VB oty + IV a2y () 13550, [ Vals)] 45 )
C
X <W ||C(S)||1L/22(Q) +Cq ||C(S)||1L/22-I—E(Q)> | Ve(s )||1L/22(Q)
0

ce qui démontre la continuité de ’application trilinéaire. Enfin si a = b, cette expression

se majore par

t
14
5/0 IVa(s)]|72(q) ds

c [ 1
tos [ ) ooy (G el oy + Callels) ey ) 175} ey .
v=Jo 0
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Le lemme 5 est donc démontré. [ |

Démonstration du lemme 6. Nous n’allons pas rentrer dans les détails de la dé-
monstration, car elle est rigoureusement identique a celle du lemme 3 précédent. Il faut
simplement s’assurer que I’'on peut approximer dyu par 0; u,, dans L?(R™, A1 (Q)). Mais

cela est simplement di au calcul suivant :

t t t
[ s ulfags)ds < [ 0 a iy s)ds + [ 00 g (s)ds
0 0 0

qui par des calculs identiques a ceux conduisant au lemme 5, se majore par

C 1 1
R_o/o ||U(3)||2L2(Q)||VU(3)||%2(Q)CZ3‘|‘Ca/0 ||u(3)||2L2+5(Q) ||VU(3)||%2(Q)CZ3-

On peut alors reprendre ligne a ligne la démonstration du lemme 3, et le lemme 6 est

démontré. [ |

Retour ala démonstration du théoréme 5. En rassemblant les résultats précédents,

on peut écrire comme pour le théoreme 3 que
1 ! 1 !
5Oy + v [ (V020 s < —||wo||%2<m [l ) o (5)) o
1
§||w0||L2(Q)+ ||Vw $)|72q) ds

1
C a
+ [ e ey ||w1<s>||%2<m(yg—R3||v1<s>||%2<9> o (5o ) .

ce qui par conjugaison conduit a
2 v [ 2 2 C ' 2 2
L)ty 1205 = [|Wol|72 2.3 SN2y l1v1(S)]2(q)
w720y + [IVw(s)|[12 ds < [|wol[1» exp VoL ()22 oy l[o1 ()72 () ds
2 Jo R3v? )

Co [!
% [ B ase Vo1 (6 oy s )
0

Le théoreme est démontré. [ |

Démonstration du lemme 4. Avec les notations introduites en section 2, écrivons

déf déf
ab = Z apby, avec a, = ppa et by = ©qb.
lp—ql<2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 1 impliquent, comme [p — ¢| < 2, que

lapby|l7 < € 2P llap|[72]|Vap| [7211bq |72 V417
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Mais pour toute fonction u, on peut écrire
IVupllza < llgpVellze + 2711927 Jull o
Mais comme ¢'(2P-) est a support dans 277Cy, on a done
laghyl B2 < € 221by 1121V, l122 277 f(a) el 227 + |[Vallz2),
avec ¢, € (*(Z). Donc on peut écrire
laybl 2= < CF(a)(II¥allzz + llal 52) (V5] 52 + [bl]2)2 (masx(1, 27))? x 2777,
Comme en outre on a 277 < C' Ry, on a donc le résultat cherché a condition que
3—p3<0.
Le lemme est démontré. |

3.2.2. Démonstration du théoreme 6.

Comme dans le cas du théoreme 4 précédemment, la démonstration du théoreme 6 est
identique a celle du théoreme 5 ci-dessus, en remplacant v; par v et vy par v. Les calculs

sont laissés au lecteur. [ |

4. Résolution dans Rr®

. . . 3
Dans cette derniere partie, nous allons considérer le cas ou 2 = R”, et démontrer le

théoreme 7 énoncé en introduction.

Pour y parvenir, nous aurons besoin de quelques estimations dans des espaces a poids.
Nous renvoyons a [St], [Jo], pour les démonstrations des résultats de la section 4.1. La
section 4.2 est dévolue a la démonstration du théoreme, par application de la méthode

de KaTo ([Ka]; voir [Ca] pour une présentation de la méthode).

4.1. Rappels sur les espaces a poids A4,

Commencgons par rappeler la définition des classes A, de poids (on renvoie a [St] pour
les détails, chapitre V.1).

Définition 3. Soit w : R* — R une fonction positive mesurable. Alors w est un poids,

et w appartient a la classe A,, pour 1 < p < 400, si pour toute boule B C R?, on a

(ﬁ/}gw(m)dw) (ﬁ/}gmw-ﬁm)w < +oo,
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ou |B| désigne le volume de B.

Proposition 1. Soit w la fonction définie par
w(w,y,z) = (a* +y*) 72

Alors w est un poids dans la classe As,.

Démonstration. Il suffit de vérifier ’hypothese de la définition sur des boules centrées

en 0, pour simplifier. On écrit alors :

1 1
<|B<o Bl o R><x2+y2>_1/2dwdydz><|3<o Bl o R><x2+y2>+l/2dxdydz>

C R R R R
< —6/ / rl/zdrdz/ / 2 drdz
R r=0J2=—R r=0Jz=—R

C
RS

<C,

R3/2RR5/2R

IA

ce qui démontre la proposition. [ |

Nous utiliserons fréquemment le lemme suivant dans la suite; on peut trouver sa

démonstration dans [St], section V.4.2.

Lemme 7. Soit w un poids dans la classe A,, pour 1 < p < 400, et soit T un opérateur

de noyau K (Tf(z) = [ K(z —y)f(y)dy), vérifiant les propriétés suivantes :

(i) V]a| <1,Va # 0, |02 K (z)| < C|z|~3~ el
(ii) T est continu de L*(R*) dans L*(R?).
Alors Iopérateur T est continu de LP(R* w(x)dz) dans LP(R® w(z)dz), cet espace

désignant I'espace LP(R®) muni de la mesure w(z)dz.

Remarque. L’opérateur T ci-dessus peut étre remplacé par une famille (7),)nen
d’opérateurs, uniformément bornés dans L?(R?), tels que la constante C' de (i) dans

le lemme soit indépendante de n. Alors cette famille est uniformément bornée dans

LP(w(x)dx).

Dans la suite, nous considérerons le poids w(z,y,z) = (22 + y?)~'/2, qui d’apres la

proposition 1, est dans la classe As.

Nous noterons L3 dét {f axisymétrique | f € L*(R®, (2% + yz)_l/zd:z;)}.
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Nous avons rappelé en section 2 la définition des opérateurs de Littlewood-Paley

notés A;. Dans [Jo] (section 6.IV) est démontré le résultat fondamental suivant.

Lemme 8. Les opérateurs de Littlewood-Paley A; sont continus sur L3, uniformément

en j.

Remarque. Notons que si v est axisymétrique, alors Aju 'est aussi car par hypothese,

les fonctions @ et ¥ intervenant dans la construction du découpage dyadique sont radiales.

4.2. Démonstration du théoréme 7

La méthode que nous allons suivre, dite “méthode de Kato”, est celle permettant
d’obtenir le théoreme 2 cité en introduction (dont ’énoncé est tres proche du théoreme 7),

et est exposée précisément dans [Ca] (chapitre 3.2).

On commence par écrire ['équation de Navier-Stokes sous la forme intégrale (dite

“mild”) suivante :
(3) v(t,x) = S(t)vo(x) + B(v,v)(t, v),
ou S(t) = exp(trA) est le semi-groupe de la chaleur, et ou

B(u,v)(t,x) et —/0 PS(t—s)div(u @ v)(s,x)ds.

On résout alors (3) par une méthode de point fixe, basée sur le lemme classique suivant
(voir [Cal, lemme 1.2.6).

Lemme 9. Soit YV un espace de Banach, et B :' Y XY — Y un opérateur bilinéaire

continu, tel que
1B(u, v)|[y < Collully|[v]]y

Alors si a €Y et si 4Cyllally < 1, alors I'équation
b=a+ B(b,b)

admet une unique solution b vérifiant

1
Bl < 55 (1= VI=4Go[lally ).

L’espace de Banach dans lequel nous allons résoudre (3) est, comme indiqué dans

I’énoncé du théoreme 7,

X1 = {v axisymétrique ‘ v e L=((0,T); LE(R?)) et 12V € Loo((O,T);Lg(RS))}.
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La démonstration du théoreme va découler des deux lemmes suivants :

Lemme 10. Soit vy € LS(R?)) un champ de vecteurs axisymétrique de divergence nulle.

Alors il existe une constante C' telle que pour tout temps T > 0, on a

15 (#)vollxp < Cllvollzz -

Lemme 11. Soient u et v deux champs de vecteurs de X, alors pour tout temps T > 0,

on a
1B (w, v)llxr < n(D)lullxr ol xr

avec %im n(T) =0, ot n est une fonction bornée, indépendante de u et v.
=0

Supposons ces deux lemmes démontrés. Alors le théoreme 7 est une conséquence facile

du lemme 9 ci-dessus : en effet, pour T' > 0 assez petit, dépendant de vy, on a
V< T, n(t)lleollza < 1.

et donc on peut résoudre de maniere unique le systéme (3) pendant un temps [0, T*[. En

outre, si
(N[ Ppp—
vollre < ————
o Al peo iy
alors on a T%* = 4.
Le théoreme est donc démontré. [ |

Démonstration du lemme 10. Ce lemme repose sur le lemme 7 énoncé ci-dessus :

nous allons vérifier que 'opérateur dont le noyau est le noyau gaussien K ;7(z), avec

Kx(x) et /\_SCI)<§>, avec ®(x) = (477)_3/2e—|17|2/4

vérifie les hypotheses (i) et (i) du lemme 7 et de méme pour 'opérateur de noyau

Vit K%, avec

déf

KM (@) € VK (2).

Il est bien connu que
VYA>0, [[vo* Kx[|r2ges) < Cllvol L2,
un simple calcul fournit

YA>0, Yo #0, V]ja| <1, |00K\(2)] < Clz|37 1o,
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De méme on constate aisément que
~(1 _
YA >0, |lvo % KVl 2@y < CA™HJvollp2es )
et que
VAS0, Yo #£0, Vie| <1, 02K\ (2)] < CA7 z| 7211,

Alors le lemme 10 est simplement du au lemme 7, ainsi qu’a la remarque qui le suit. W
Démonstration du lemme 11. Par la continuité des opérateurs A; sur L§ (voir le
lemme 8 précédent), il suffit d’estimer les quantités [|A;B(v, v)|[ 1z et t1/2]|A;V B(v, v)llzz.

Commencons par rappeler que les opérateurs de Riesz vérifient clairement les hy-
potheses du lemme 7 (voir aussi [St], section 1.6.2). En outre, il est bien connu que (voir

[C2], lemme 2.1)
HAJ e"1=IA P div(u © v)‘ ‘LQ < Cej2! V(=2 l|lu @ vl|r2,

avec . c? = 1. Donc le lemme 7, associé aux calculs précédents sur le noyau de la
JEZL
chaleur, conduit au fait que

t .
I18,B o)tz £ Ces2? [ e s oz ds.
0

On a le résultat suivant.

Lemme 12. Soient u et v deux champs de vecteurs axisymétriques. On a ['estimation
suivante :
luvllzz < CllullzlVollrz + Cllvll 2l Vull 2.

Remarque. Ce lemme est identique aux lois de produit bidimensionnelles, en remplacant
partout L2 par L*(R?).

Admettons ce lemme provisoirement. On a alors

18 B(w, v)(B)lz < Cejlloll e o,602) |11 Vull o 0,0.02) Fi (1)

[}

+C ¢ ||U||Loo(o,t;Lg) ||t1/2vv||L°°(0,t;L§) fj(t)

ou l'on a posé
t 622j(3—t)cu ]
(t) = —— 27ds
f]( ) 0 \/g ’

que l'on peut aussi écrire f;(t) = f(2%/t), avec

t e(s—t)cu
f(t) :/0 7 ds.
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On a donc, en utilisant le lemme 8,

1B(w, )1 0,7;22) < Cllullxz||vllxrm(T),
avec 1 € L¥(RT) et m(T) — 0.
T—0

De méme, on écrit que

t 25 (o
e2 (s—t)cv

/2 |1A; VB(u,v)(t)|[12 < Cc; 2271/ [l [z (0,6:22) ||t1/2VU||Loo(o,t;Lg) Tds
0
25 41/2 1/2 t 2% (s=)ew
+ Cc; 2772 |ol| poe o2y [T VUl | oo (0412 ——ds
J (07t7 0) (07t7 0) 0 \/g
< Cejllvllx, lullx, g;(t),
avec . .
gi(t) =2% / (t — 8)1/28_1/2622J(3_t)c"d8 + 2% / 27 (s=tev g
0 0
1 _ 1/2 1
< / e(s—t)m/(t S) ds _I_/ e(s—t)cuds‘
0 = 0
Par conséquent,
1812V B(u, v)|| 1 0,1:22) < Cna(T)[ullxz 0] x1
avec 177 € L¥(R™T) et :lpimo n2(T) = 0, et le lemme est démontré. [
ﬁ-

Démonstration du lemme 12. Considérons deux champs de vecteurs u et v

axisymétriques. L’estimation
luv|lzz < CllullzlVollrz + Cllvll 22l Vull 2

est une simple conséquence du fait que u et v ne dépendent que de deux variables r et
z, et que Despace Lg est justement 1’espace L*(drdz) dans ces deux variables. L’inégalité
de Ladyzhenskaya évoquée précédemment donne le résultat directement (elle n’est autre

qu'une loi de produit bidimensionnelle sur les espaces de Sobolev). |
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