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Résumé. En adaptant au cas inhomogéne la décomposition de Littlewood—Paley homogeéne sur le groupe de
Heisenberg introduite par H. Bahouri, P. Gérard et C.-J. Xu dans [4], on construit des opérateurs de paraproduit
analogues & ceux définis par J.-M. Bony dans [5]; malgré le fait que I'on ne dispose pas de formule simple pour la
transformée de Fourier d’un produit, des propriétés de localisation spectrale du cas classique sont préservées sur le groupe
de Heisenberg aprés passage au produit. A partir du découpage dyadique et du paraproduit, on démontre 1’inégalité de
Gagliardo—Nirenberg sur le groupe de Heisenberg, et I’on étudie la régularité des solutions de systémes sous—elliptiques

semi-linéaires, ainsi que des équations d’ondes semi-linéaires.

Abstract. We adapt the homogeneous Littlewood—Paley decomposition on the Heisenberg group constructed by
H. Bahouri, P. Gérard and C.-J. Xu in [4] to the inhomogeneous case, which enables us to build paraproduct operators,
similar to those defined by J.-M. Bony in [5]; although there is no simple formula for the Fourier transform of the
product of two functions, some spectral localization properties of the classical case are preserved on the Heisenberg
group after the product has been taken. Using the dyadic decomposition and the paraproduct algorithm, we prove the
Gagliardo—Nirenberg inequality on the Heisenberg group ; the smoothness of solutions of subelliptic, semi-linear systems

is also studied, as well as semi-linear wave equations.

1 Introduction

Ce travail vise a donner des applications de la théorie de Littlewood—Paley sur le groupe de
Heisenberg, & partir de la construction de la décomposition homogeéne menée par H. Bahouri,
P. Gérard et C.-J. Xu dans [4]. Une adaptation de la méthode de [4], utilisant aussi un résultat
de [11], conduit & la construction d’une décomposition inhomogene, ce qui nous permet de
transposer au groupe de Heisenberg divers résultats connus dans le cas classique (que 'on
peut trouver par exemple dans [5], [6] ou dans [7]), concernant la théorie de Littlewood—
Paley. On démontre notamment des résultats concernant le cotut de la dérivation pour des
fonctions dont la transformée de Fourier est localisée dans une boule ou dans une couronne,
ainsi que des estimations concernant ’action des applications homogenes et la composition
par des fonctions C'*°. Enfin cette décomposition de Littlewood—Paley permet de démontrer
les inclusions de Sobolev H® C LP — ces inclusions sont également démontrées dans [4], par
une méthode différente.



On définit ensuite, dans la section 4, les opérateurs de paraproduit sur le groupe de Heisenberg,
et ’on étudie leurs propriétés. La définition de J.-M. Bony (voir [5]) dans le cas classique s’avere
opérante dans ce cadre, une fois vérifié (par la proposition 4.1) que certaines propriétés de
localisation dans I’espace de Fourier sont préservées apres passage au produit. Ces opérateurs,
comme dans le cas classique, permettent de démontrer des lois de produit et des estimations
douces dans les espaces de Besov.

Enfin la derniére section est consacrée a des applications de cette théorie. La premieére concerne
la démonstration de l'inégalité de Gagliardo—Nirenberg par utilisation du découpage dya-
dique et des fonctions maximales sur le groupe de Heisenberg. La seconde application vise
& démontrer un résultat de régularité pour les solutions d’équations sous—elliptiques semi-
linéaires, par utilisation du paraproduit. La méthode de démonstration suit la démarche de
J.-Y. Chemin et C.-J. Xu dans [8]. Enfin la derniére application concerne des équations d’ondes
semi-linéaires sur le groupe de Heisenberg : en utilisant les estimations douces démontrées plus
haut, associées aux estimations de Strichartz généralisées de [4], on démontre un théoréme
analogue a un résultat de G. Ponce et T. Sideris (voir [17]) dans le cas classique.

Remarquons que dans [12], P.-G. Lemarié construit une base d’ondelettes sur les groupes
de Lie nilpotents stratifiés abstraits, & partir de laquelle on peut déduire une formule de
paraproduit. L’intérét de la construction que nous présentons ici est qu’elle est adaptée au
cadre Heisenberg, et ainsi directement utilisable pour des applications.

Remerciements. Nous remercions J.-Y. Chemin de nous avoir communiqué la, démonstration
du théoreme 3.1, ainsi que P. Gérard pour de nombreuses discussions et pour la preuve du
théoréme 5.1 dans le cas classique.

2 Notations et rappels

Nous allons rappeller ici quelques résultats sur la théorie de Littlewood—Paley sur le groupe de
Heisenberg. Pour des détails concernant le groupe de Heisenberg, nous renvoyons a [9], [14],
[15], [16], [18], [19], et pour le découpage dyadique homogene sur le groupe de Heisenberg, on
consultera le travail de H. Bahouri, P. Gérard et C.-J. Xu dans [3] et [4].

2.1 Rappels de définitions

Le groupe de Heisenberg H" est I’ensemble C” x R muni de la loi de produit suivante :
V((z,8),(2,s")) e H" xH", (2,5):(¢,s')=(2+7,s+s +2Imz 7).

Le groupe H" étant non commutatif, la transformée de Fourier sur H" est définie & I'aide des
représentations irréductibles unitaires de H”. Nous choisissons ici les représentations définies
a partir des espaces de Bargmann,

H\ = {F holomorphe sur C", ||F||y, < oo},



ou 'on a noté 2\
def _ 2
||F||%{k ; (T) /n e 2[A[l€] |F(£)|2 d£7

et les représentations irréductibles unitaires (u*, H,) A0 sont alors
U,/z\,sF(f) =F(¢— E)Bi’\s+2’\(£'z_|z|2/2), pour A >0,

et
U?,sF(f) = F(& + 2)eMTET P2 pour X <0
Notons que 'on a une base orthornormée de ’espace de Hilbert H ), formée de

(\/T#, a € N".

On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € L*(H") par

Fa,)\ (6) =

F(HN) = - f(z,s)u;\,s dzds.

Dans le cas particulier des fonctions radiales, telles que f(z,s) = ¢(|z|,s), la proposition
suivante, démontrée dans [15], nous sera d’une grande utilité.

Proposition 2.1 Si f € L?>(H") est radiale, alors F(f)(A)Fax = Rjo)(A)Fa, ol

m+n-—1
m

~1
Rn(\) = ( ) [ Feoe L D@ Re M dzds,

et oit les L' (t) sont les polynémes de Laguerre

n = m+n | t*
L) = 3 (-1)F ( mr ) -

Réciproquement, s'il existe des scalaires Ry, (\) tels que F(f)(A)Fax = Rjo|(A) Fan, et

Z("”” >/|R MEAdA < oo,

m
alors f € L?(H") est radiale, et I'on a presque partout

on—1 _i)s - —|Allz2 ]y
1) = S [ e M Rn LG VIR A

Enfin rappellons qu'il existe une base de champs de vecteurs invariants & gauche sur le groupe
de Heisenberg, notés

Xj =0y +2y;0s et Y;=0, —2x;05, Vje€{l,.,n},
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n
\ ;. . d
ot 'on a écrit, pour tout z; € C”, z; = x; + iyj. On notera Agn lef Z(XJ2 + YJ-Q), et pour
—

J
tout v € N, X7 sera un produit de v champs de vecteurs, du type

def
X=X X, (2.1)
l=x

ou ji € {1,..,2n}, et I'on convient que X, =Y}, pour j € {1,..,n}. Remarquons que pour
toute fonction f € S(H")

F(Amn f)(A) Fap = —4A2laf + n)F(f)(A) Fa. (2.2)
On peut enfin définir 'opérateur suivant :

YpER, ¥feSMH"), F((~Am,)5f)(NFar=@AClal+n)2 F(HMNFap.  (23)

2.2 Théorie de Littlewood—Paley sur le groupe de Heisenberg

Nous allons rappeller tout d’abord la définition de la décomposition de Littlewood—Paley
homogene construite dans [3] et [4]. Nous préciserons a la fin de ce paragraphe comment cette
construction peut s’adapter pour obtenir une décomposition inhomogene.

Dorénavant nous noterons Cy la couronne {T €R, % < < 4}, By laboule {Tr € R, || <2},
et nous considérerons une fonction R* € C§°(Cp), telle que

vreR*, Y R'(27¥r) =1
JEZ

D’autre part, on définit la fonction R* e C3°(Bp), identiquement égale & 1 pres de 0, telle que

R'(r)+>_R(27%r)=1, VreR.
§>0

Dans ce qui suit, nous noterons Ry, (1) = R*((2m + n)7). La proposition 2.1 nous permet de
définir la fonction radiale

2n—1 .
o(2,8) = —7 D / e MRy (VLG Y 2[A|2[?)e MEF A,
m
et la proposition 2.2 de [4] indique que ¢ est un élément de S(H"). Ce résultat est aussi une
conséquence de [11]. Ainsi 'on peut écrire en particulier
F(o)N)Fax = Rjy (M) Fan,

et si p;(z,8) = 2NV p(272,2%5), ot N = 2n + 2 est la dimension homogene de H", alors la
série . .
f:ZAjf, avec  A;f = f*o;j,

JEZ



est la décomposition de Littlewood—Paley de f € S(H") sur le groupe de Heisenberg.

La convergence de la série Z Aj f est démontrée dans [4]. Notons que cette série ne converge
JEZ
pas dans S’'(H") (& cause des fonctions polynémiales, qui vérifient A;f =0, Vj € Z). D’autre
part, notons que cette décomposition dyadique est bien une décomposition de Littlewood—
Paley, puisque (voir [4], proposition 2.3) si f € §'(H"™) vérifie Z Ajf = f,alors f € LP(H")
JEZ

est équivalent & [|A; f[p2(z) € LP(H").

Notre but étant d’écrire une théorie du paraproduit sur le groupe de Heisenberg, il convient &
présent de construire une décomposition inhomogene de Littlewood—Paley ; en d’autres termes,
nous allons & présent chercher & montrer que la fonction i définie par

2”71 —i\S Dk n—1 2\ —|\||z|2 n
#e0) = gy 3 [ N ROV @ e MR ay 2.4

vérifie ¢» € S(H™). Alors on écrira, pour f € L?(H"),

F=Y Ajf, avec VjeN, Ajf=A;f, A f=fx¢p et Vj<-—-1, A;f=0.
i>—1
(2.5)
On définit aussi Sjf = 1, * f, avec 1;(z, s) = 2NI4p(272,2%5), pour tout j € N.

11 s’agit donc de vérifier que ¢ définie en (2.4) est un élément de S(H™). Une adaptation de
la proposition 2.2 de [4] nous permet de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2 La fonction 1 définie par
2nt s 75 1 2\ —[A]|[?
W) = 2r 3 [ MR DN R N APan
m

oil R* € C§°(By) est identiquement égale & 1 prés de 0, vérifie
Vk N, [[(—Amn)* 4l 2@y < Ci (2.6)

VLEN, |(is = 2*) Yl 2y < Co, (27)
et donc 1) est dans S(H").

Démonstration de la proposition. Nous allons commencer par démontrer (2.6). Rappel-
lons qu’il est démontré dans [4] que la transformée de Fourier sur le groupe de Heisenberg
réalise un isomorphisme du sous-espace des fonctions radiales de L2(H") sur les opérateurs A
& un parametre, définis par

A()‘)Fa,)\ = Q\a|(>‘)Fa,)\a

avec
P m+n—1
ﬂ-n+1 m

) 1QnPAPax < .



Alors la proposition 2.1, associée & (2.3), donne le résultat, puisque

> ( e ) 1= at@m 4 m IR (@m0 PP

m
m

_Z < m+n—1 >(2m+n)—n—1 /700 |R*,k(>\)|2|>\|nd/\’

ot R** est une fonction de CJ(R), donc cette série est convergente.

Pour ce qui est de (2.7), on peut reprendre les calculs de [4] : si @ est une fonction de C§°(R*),
et si Qm(A) = Q((2m + n))\) alors il est montré dans [4] que la fonction

) = s 3 [ P QuEE e

est dans L?(H"), mais aussi toutes les fonctions (is — |2|?)'f pour £ € N. On constate faci-
lement (nous n’entrerons pas dans les détails ici), au vu de la démonstration de ce résultat
dans [4], que la condition @ € C§°(R*) peut étre relaxée en @ € C§°(R), et ) constante pres
de A = 0. C’est en particulier le cas pour la fonction E*, et donc le point (2.7) est démontré.

Reste donc & vérifier que (2.6) et (2.7) impliquent bien que ¢ € S(H"). Cela résulte du lemme
suivant.

Lemme 2.1 Soit f € S'(H") telle que
VEeN, (—Am)'feL?H") et VLN, (is—|2?)f e L*H").
Alors f € S(H").
Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat uniquement dans le cas £ = 1; le

cas général s’en déduit sans difficulté. La sous-ellipticité de (—Agn»)*F implique (voir [4],
lemme 2.1) qu’il suffit de démontrer que

vk EN, (—Amn)* ((is - |2%)f) € LAH).
11 est facile de voir, par la formule de Leibnitz et avec la notation (2.1), que

Ve N*, X% ((is — 2|1 f) = (is — )X f+ Y Pu(z)x"f,
k'<2k

oi1 Py est un polynéme. Mais 'hypothese (is—|z|?)¢f € L?(H") implique que pour tout § € N,
onazlfe L?(H"), par conséquent il vient

/H 2% ((is — |2) f )x% (( _ 1Py f dzds—C/ 2)120% ((is — |22) £) deds

—C/ 2P fdzds + Z / Py (z)(is — |2] 2 f X fdzds

k' <4k
< C sup [[(=Ame)” fllz2 gy 1 (is = [2%)° fll 22 aan)-
B<2k

Le lemme est démontré, et avec lui, la proposition. O



3 Lemme de localisation et applications

3.1 Enoncé du lemme et démonstration

Le résultat suivant est 'analogue du lemme 2.1.1 de [6] dans le cas classique. Il décrit le cout
de la dérivation pour une fonction dont la transformée de Fourier est localisée.

Lemme 3.1 Soient p et ¢ deux éléments de [1, o], avec p < q, et soit u € LP(H™) une fonction
telle que u x f = 0 pour toute fonction radiale f € S(H™) vérifiant, pour tout o € N",

F(fYN)Far =0 pour XE€ (2lal+n) '2%5,. (3.8)

Alors on a

VkeN. sup |4 ulpagan) < O ull o, (3.9)

D’autre part, si u x g = 0 pour toute fonction radiale g € S(H") vérifiant, pour tout o € N",
F(9)(N)Far =0 pour X € (2]a| +n) 12%¢,, (3.10)
alors

Vp R, Cp'277||(—Amn) b ull o) < llull ey < Cp279[(=Amn) ull ony. (3.11)

Remarques. Dans le cas ou la fonction u est un élément de S(H™), alors les hypothéses (3.8)
et (3.10) se traduisent respectivement en

F(u) (M) Fax = Ligjan)-122i8, (A)F (1) (A) Fa,x,

et F(u)(N)Fax = Ligjaltn)-122ic (M) F (1) (A) Fa -

Notons en outre que le second résultat de ce lemme ne concerne que le cas ot I'opérateur de
dérivation est du type (—AHn)%. Cela est di au fait que dans le cas des opérateurs X, on
ne dispose pas de décomposition dans la base des F, \ aussi simple que celle donnée par (2.2)
pour —Agn.

Démonstration du lemme. Nous allons nous placer dans le cas ou la fonction u est un
élément de S(H™) ; le lemme suit par densité. Soit R € C§°(R), identiquement égale & 1 pres

de By. Alors on a .
F(u)(A)Far = Ria)(27 7 N)F (u)(A) Fa,n,

ot 'on a posé Ry (\) = R((2]al+n)N). Mais alors d’aprés les propositions 2.1 et 2.2, il existe
une fonction g € S(H™) radiale, telle que

F(g) (M) Fax = Rio (M) Fan
En écrivant gj(z,s) = 2V7g(272,2% ), on a alors

F(u) (N Fax = F(gi) N F (w)(A) Fan,



et donc u = g; * u. Mais on a alors
By = 2j(N+ﬁ)Xﬁg(52j SEXD

oi1 pour tout a, &, est la dilatation homogene définie par 6,(z, s) = (az, a®s). Comme dans [6],
il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Young pour obtenir (3.9).

Démontrons & présent (3.11). Soit R’ € C°(R*), identiquement égale & 1 pres de Cy. Alors
F()(A) Fan = Ry (27 N) F (u) () Fan,

ot Ry, (A) = R'((2|er| +n)A), donc

27

u — 9—ip o
O o = N 2l + )

F((—=Aun)Tu)(A) Fa .

)

Définissons alors la fonction RO
07 (\) = ,
ST

a laquelle on associe 6/ |(/\) = 0°((2|a| +n)N). Alors 67 € C§°(R*), et d’apres [4], il existe une

|a

fonction ¢g” € S(H") telle que

F(9°) (N Fap = 0f, (\) Fan,

lal

et 'on conclut comme précédemment. Le lemme est démontré. O

3.2 Applications
3.2.1 Lemme de caractérisation

Cette premiere application du lemme 3.1 permet de caractériser I'appartenance d’une fonction
& un espace de Besov; la définition des espaces de Besov sur le groupe de Heisenberg est
identique au cas classique (voir [4]). Rappellons simplement que I'espace Bf .(H"), pour p € R
et (p,r) € [1,00]? est défini comme l'espace des distributions tempérées vérifiant

def , "
u= ZAju et H“HB;,’,T(Hn) < (Z QerHAjuHer(Hn)) < 0,
J

jz-1

et I'espace de Besov homogene BI‘)”T(H”), pour p < % est ’espace des distributions tempérées

telles que u = Zj Aju, et que la norme suivante soit finie :

1
def TP A r '
lull g, uany = (Z ? pHAjUHLp(Hn)) -

JEZ
Remarque. On définit aussi, comme dans le cas classique, les espaces de Holder C?, que I'on

identifie pour tout p € R — N & Bf , ainsi que les espaces de Sobolev H® et leurs versions
homogenes, pour tout s € R.



Lemme 3.2 Soit p > 0 et (p,r) € [1,00]?. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) w € B .(H") ;
(it) II existe (uj)j>0 telle que u =Y uj, et

VyeR, [[(=Ann)"ujllre@n) < Cye;27 P20 avec p >0,

ot C,, ne dépend que de v, et (c;);>0 est une suite de £"(N).

Démonstration. Le lemme 3.1 précédent implique clairement que (i) = (7i). Démontrons
donc que (i1) = (7). Soit j' € N, et écrivons

ZAj/Uj = Z Aj/u]' =+ Z Aj/u]'.
J J>j' J<j’
Alors
0N Ajule <203 NApulle + Cp2 S 270N Ay (= Awn) P 1o
J>j' J<j’
par le lemme de localisation 3.1, avec & fixer. Mais alors on a, par hypothese,
2j,p||Aj/U||Lp <C Z Q(j,*j)l’cj +0, Z 2(]'*]”)(26*/7)0).,
i>j J<j’

ol (¢j)j>0 est une suite de £"(N). Il suffit alors de prendre la norme ¢" en j', en choisissant 3
tel que 28 > p. Comme 'on a en outre supposé que p > 0, on a le résultat. O

Remarque. Un résultat analogue s’énonce bien siir dans le cas des espaces homogenes.

Le lemme 3.1 permet de démontrer de maniere évidente la continuité des opérateurs X; dans
les espaces de Besov. Les notations sont comme en (2.1).

Lemme 3.3 Soit p < %, et soit le couple (p,r) € [1,00]. Si u est un élément de BI@’,“(H”),
alors pour tout j € {1,..,2n}, on a X;u € B{)’;l(H”), et

1 Xjull g v gny < Cllwll g, gy
Démonstration. On a par définition de BI@’,“(H”),
Yk € Z, || Apullpny < cr27,
ol (cg)rez est une suite de £"(Z). Par conséquent, on a par le lemme d’échantillonage 3.1
Vi€ {L,...2n}, || X;Aullmo@ny < Cop2 HPh),

Les opérateurs X; et Ay commutent, ce qui démontre le lemme. O

Remarque. Le méme résultat est évidemment vrai dans le cas inhomogene.



3.2.2 Estimations douces

Une autre application du lemme de localisation 3.1 consiste en la démonstration d’estimations
douces, du type suivant. Remarquons que les énoncés sont les mémes dans le cas des espaces
homogenes.

Lemme 3.4 Soit s > 0. Siu et v sont deux éléments de L°° N H*(H"), alors uv est un élément
de L* N H*(H"), et

lwvllLoenmsn) < C (Nullze ol + [0l oo lull ) -

Nous ne démontrons pas ce lemme ici, car il peut étre obtenu aussi comme un corollaire
des lois d’opérance des opérateurs de paraproduit que nous définirons plus bas. Par contre,
démontrons le résultat suivant, dont la démonstration dans le cas classique peut étre trouvée
dans [1] (page 100) par exemple.

Lemme 3.5 Soit k € N, et soient u et v deux fonctions de L>(H") N H*(H"). Alors pour
tout couple (3,v) € N2 tel que B+ =k, on a

1A uX ]| p2gny < C (||U||Loo(Hn)||v||Hk(Hn) + ||v||Loo(Hn)||U||Hk(Hn)) :

Démonstration. Supposons par exemple que § > 1 (puisque si 3 =~ = 0, alors le résultat
est trivial). Par la formule de Leibnitz, on peut écrire

XPuX Ty = ZCij(Xﬁqu'yfv) + cpudP 7y,
J

ou les c; sont des constantes, et ot 3; + v; = k£ — 1. Il suffit donc de démontrer que

122050 g1 gy < C (llnll oo gm0l e azny + 1020w gy el 2 e ) -
Mais on a

Xiux v =3 (Sg X u) (AgX0) + 3 (Ag X ) (Sg1 X 0)
q20 q¢>0

et le lemme 3.1 implique que

1Sy XD u)(BgX0) g2 < 1Sy ul g | A X 0]
< C29% ul| ooy fol| 2?9,
ol (vg)4>0 est une suite de £2(N), de norme 1. On peut alors conclure que

1S3 X% ) (Ag X5 0)[| 2 < Cog2”full < ol g,

ce qui démontre le résultat. O
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3.2.3 Action des applications homogénes

La proposition suivante décrit ’action des applications homogenes dans les espaces de Besov,
et est la traduction au groupe de Heisenberg du théoreme 1.3.2 de [7]. Avant d’énoncer le
résultat, donnons la définition suivante.

Définition 3.1 Pour toute fonction f € C*°(R*), on appellera f((—AHn)%) lPopérateur
défini par

Vue SE"), F(f((=Am)F)u)(MFapr = £ (4NIEla] + )7 ) Fu)(A) Far.

Proposition 3.1 Si f € C*°(R*) est homogéne de degré m, alors pour tout p < %, pour
tout (p,r) € [1,00]? et pour tout u € B{,’,T,

. 1
Jlim. ||%Ajf((—AHn>2)u|| gy < Cllull g -

Démonstration. Nous allons démontrer que pour toute fonction v € S(H™), on a
1
1 ((~280) 2 ull gg o < Clulg -
La proposition suit alors par densité. Avec les notations rappellées au paragraphe 2.2, on a

F(Aif (—Am)F) u) () Fap = Rly 2 N (4N Q2lo] +1)? ) Fu)(WFap,  (3.12)

ce qui, par 'homogénéité de f, conduit a

1

FAG £ ((=Dmn) 2 )u)N) Fay = 2" Ry (2720 £ (412720 2led + 1)) * ) F(u) (V) Fa.

Définissons alors 0*(\) = R*(X) f(2|)| %), et soit h la fonction radiale, dans S(H™) par [4], telle
que
F(h)()‘)Fa A= 9\a|(>‘)Fa,)\a

ol comme précédemment, on a noté 9‘04()\) = 0*((2]a| +n)A). La condition de support de R*
nous permet d’écrire

F(A5 (- 2) ) WFur = 2700, (2790 3 Riy (7T NF )N Fa
li—Jj'I<1

On en conclut que

Aif((—am)?)u=2" V06,05 Y Ay, (3.13)
li—j'1<1

et donc le lemme est démontré, par application de I'inégalité de Young comme dans [7]. O
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3.2.4 Composition par des fonctions C'*

Le lemme 3.1 a enfin pour conséquence le résultat suivant, sur la composition par des fonctions
de classe C'°.

Proposition 3.2 Soit u € L>° N By .(H") une fonction a valeurs réelles, avec p > 0. Soit F
une fonction dans I'espace C*°(R) telle que F(0) = 0. Alors F'(u) est dans L N BY .(H"), et
IF@)lsg ) < Cllullzg, qeamy

ot C' ne dépend que de F et de ||| poo(g1n)-

Démonstration. La démonstration de cette proposition repose sur le lemme de caractérisation 3.2,
et est identique au cas classique (voir [1], [13]). Rappellons briévement la méthode : on
écrit F'(u) comme la série

j>1 k< k<j—1

F(u) = Z vj, ou v;=F (Z Aku) —F( Z Aku) , (3.14)
en se souvenant que

F(u) = lim F (Z Aku) :

j—00 k<
11 suffit alors de démontrer que
Yy €N, [[(—Amn) ;| porn) < Cyej2 30720, (3.15)

ou C,, ne dépend que de 7, et (¢;);>0 est une suite de £"(N), ce qui par le lemme 3.2 donnera
le résultat.

L’estimation (3.15) s’obtient en écrivant la formule de Taylor avec reste intégral, & I'ordre 1,
qui fournit

1
F ZAku —F Z Apu :Aju/ F' Z Apu +tAju | dt.
k<j k<j—1 0 k<j—1

La fin de la preuve consiste alors a estimer des dérivées successives du terme dans l'intégrale,
par application de la formule de Faa—di-Bruno : nous renvoyons & [13] pour des détails. O

Remarque. On a le méme type de résultat pour les espaces de Sobolev homogenes H*, pour
tout s > 0.

3.2.5 Inclusions de Sobolev

Nous allons dans cette section présenter une démonstration des inclusions de Sobolev utilisant
le découpage dyadique.
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Théoréme 3.1 Soit p € [1,00] et soit p € R tel que 0 < p < N/r. Alors I'inclusion

riN
N —rp

BL.(H") C LP(H"), avec p=

est continue.

Démonstration. Soit f € S(H"). On a

£ aaey =2 [ ({111 > a}) da.

ou 4 est la mesure de Haar sur H” (égale & la mesure de Lebesgue). Soit alors A un réel
strictement positif & fixer, et écrivons

f=fia+ foa, avec fra= Z Ajf et foa= Z Ajf.

V<A 20>A

On a, en utilisant le lemme 3.1,

Ifrallce@ny < D 1A fllen
21<A
< S A ey 2P (3.16)
21<A
Xp
< CA- || flie, ny-

Choisissons a présent A = A, tel que

N a
CAL "|Ifllge, any = T

Comme

p (11> ) < (il > 51) + o (1f2al > 5).

on en déduit, avec le choix A = A,, que

p (111> ah < (12l > 31).

Mais on a, par I'inégalité de Bienaymé—Tchebytchev,

({12

a _
> 5}) < 27" f2allz ),
et

ol = [ 1 3 AT deds

2> A,
< / (Z 2°TIA fI dzds) ( > 2]’”’) ,
H™ \9i>a, 2> Aq
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oul/r+1/r" =1, et donc

| fo, a0l ey < CAZT D7 27 AG Il ey
2> A,

Par conséquent, on peut écrire, en utilisant le théoreme de Fubini, que

ANy < C/ A" TEALT Y YA N e

2J>Aa
c2A =05 ,
< C Z / Bf,r ap—r—l—armda)
j>—1
X (4C| fll gz, )" =) gder | A Fr emy
< ClfIE, Z 2/ NIr=OX =D A £I1% (10
Ti>—1
< Cllfl’;},’; > 2P A F Il en)-
j>-1

Le théoréme est démontré. O

Remarque. La méme démonstration permet d’obtenir 'inégalité de Sobolev précisée suivante
(voir [10]) :

1_r r
vz < OUI Fs 111 ey
11 suffit en effet de modifier le calcul (3.16) : si 'on n’utilise pas le lemme 3.1, il vient

Ifrallz < CANT= PIFIT -

——p)’
et les calculs sont alors identiques, en choissant A = A, avec

a _
Z = CAiv/r p“fHBo—o(o%—p)-

4 Paraproduit sur le groupe de Heisenberg

4.1 Introduction
L’objet de cette section est d’adapter au groupe de Heisenberg 1'algorithme de paraproduit
introduit par J.-M. Bony dans [5].

Par rapport au cas classique, une difficulté apparait, due au fait que 'on ne dispose pas
d’écriture simple pour la transformée de Fourier du produit de deux fonctions. Notamment
il n’est pas évident a priori, et contrairement au cas classique, que si deux fonctions ont une
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transformée de Fourier supportée dans des couronnes suffisamment éloignées 1'une de 1'autre,
alors la transformée de Fourier de leur produit reste supportée dans une couronne. Néanmoins
ce résultat est conservé pour le groupe de Heisenberg, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1 Soient j et 4" deux entiers, et soient f et g deux fonctions de S'(H™) telles
que f * fj =0 et g x gy = 0 pour toutes les fonctions radiales fj et gy dans S(H"), telles que

(fj)( JFar =0 pour Xé€ (2]a]+n)” 192i¢,,

7(§j’)(>\)Fa A=0 pour XE€ (2la]+ n)*122j’co_

Alors si ] — j > 1, il existe une couronne C| telle que fg * h = 0 pour toutes les fonctions
radiales h dans S(H"), telles que

F(hjr)(AN)For =0 pour Xe (2al+ n)_122j’C(').

D’autre part, si |j' — j| < 1, alors il existe une boule Bj, telle que fg x fz;, = 0 pour toutes les

fonctions radiales ﬁ;, dans S(H"), telles que

F(Ry )N Fapr =0 pour X € (2a] +n)"2%'B).

Remarque. De la méme maniere que pour le lemme 3.1 vu plus haut, dans le cas de fonctions
dans S(H"™), cette proposition s’écrit plus simplement de la fagon suivante.

Proposition 4.2 Soient j et j' deux entiers, et soient f et g deux fonctions de S(H™) telles
que
F(HYNFar = Liga4n)-122i¢ (N F (f) (N Fax,

j:(g)(A)Fa,)\ = 1(2|a\+n)—122f'00 (A)f(g)(A)Fa,)\a

avec j' — j > 1. Alors il existe une couronne C|, telle que

F(F9 N Far = Ligjq4m)-1227¢1 (N F(f9)(A) Fax

D’autre part, si |7’ — j| <1, alors il existe une boule By, telle que
F(fg)(A)Fa,A = 1(2‘0‘|+”)_122j,36 (MNF(fg)(N) Fax

Démonstration de la proposition 4.1. Nous supposerons dans la suite que f et g sont
deux fonctions de S(H"), la proposition 4.1 s’obtenant par densité. On est donc ramené a
démontrer la proposition 4.2.

Pour simplifier nous ne traiterons dans la suite que le cas A > 0. Par définition de F(f)()),
on a

F(HYNFan(&) = o f(z, S)U?VSFQ,)\(S) dzds

anE—2)"
= /Hn f(Z,S)—<\/_E§07 )) eASTENE 2= 22/2) g,
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En écrivant & = £, + i€, et z = z, + i2p, il vient

F(FNFan(©) = (A%¢f) (206, =220, —N),
ou l'on a écrit prour la transformée de Fourier usuelle de toute fonction f, et ou
(Vare-2)"
Nef(z,8) = T
a!

Remarque. Par ce calcul, on a fait le lien entre la transformée de Fourier “Heisenberg” et
la transformée de Fourier usuelle. C’est ce lien qui est la clef de la démonstration du résultat.

6_)\(|£_Z‘2_|£|2)f(2, S).

On peut & présent écrire

~

F(FO N Far(€) = (A5f9) (—2)&, 20, =),

Soit alors 8 un multi-indice tel que 8 < «, et |5| = E (%), o E est la partie entiére.
Définissons
) (vBe-9)”
By ¢f(z,8) = Tf(zas)-
Alors on a

N

~ ~

(A‘f\‘,gfg)A(—Q/\fb,—2)\§a,—)\) = ( g ) (BS ) * (A5%9) (~226, ~27E0, —N).

Il reste donc a étudier les supports de ces deux fonctions en convolution. On sait que

~

(45¢%0) (~20, —200,—0) = F(9)(N) Faspa(©)

a—pj3
Liota—gl4n)-122"co (A) (A,\,g 9) (=22, —27&a, =),
donc le support en A de la fonction (Aizﬁg(z, s)) (—2XE&p, —2XE,, — ) est inclus dans la cou-
ronne (2o — ] +n)12%'Cy.

~

Lemme 4.1 La fonction (Bf\i,gf) (—2XE&, —2XE,, —\) vérifie

o~ ~

(BRef) (=206, =270, =A) = Liygpm-12205 (V) (BReS ) (—206, ~2760, =)

ou By ={r € R, || <4}.
Supposons un instant ce lemme démontré. Alors la proposition 4.1 suit immédiatement,

puisque le fait que 7/ —j > 1 implique que la couronne Cy et la boule Bj sont disjointes.
De méme, on a le résultat cherché dans le cas ou |j' — j| < 1. O
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Démonstration du lemme 4.1. Ecrivons

_\ 8
(Bf,gf)A(_”\fb, —2E,, =) = / £z, s)ews+m<£bztz+m>% s

_ /f(z7 s)e=Mle=zPeP) 5

avec J\(8,2,&) = As + 2X(&pzq + €a2p). Mais il existe une suite (ci)renn telle que

=12 L ) >\|k‘ —z)F
M = 3 ¢ <H(§z‘ - Zi)m) %

kEN™ i=1

ME=22 1) 1IN (5.2.6) g

~

La fonction (Bﬁ{g f) (—2\&, —2X\Eq, —\) est donc égale &

i (8,2,6) ,—N(|€—2|2—|¢]? (\/ﬁ(g—g))ﬂ g ; )\\k|(§_z—)k
[enetenmre WD) g, 5 g (H(gi—zmz) M .

keN™ i=1

En écrivant
(vaxe - 2))ﬁ ME =28 (VaX(e - 2))“ kl/2
VBI(2k)! IRYCE

~

ol les dj, 3 sont des constantes, il vient pour (Bf,gf) (—2XE&p, —2XEa, — )

. LI =2 2 2/\(5 - 2))/B+k
AFI/2g , A28 £ (5 5) ( (& — l)h) —A(le=z7-1¢] )< dzds,
k; kﬂck/e 2,8 1:11 ) ) e ” T

d’ou finalement

~

(Bef) = 2 AT dy e (Afék (H(& — z)’“) f) :

keNn? i=1

Etudions séparément chacun des termes de cette série. Il est facile de voir que pour tout 7 tel
que v; # 0,

e (F(NYONE A () = ex VAF ()N -1, 2 (6) + 2MF (21 )N Fy A (6)

ou l'on a noté 1; pour le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont nulles sauf la
composante i, égale & 1. Dans le cas ol ; = 0, on a simplement

e, (F (LY Fy A (§) = 2M(F (2. ) (A) Fy A (6)-
Donc le support en X de F((& — z;) f) (M) Fy.A(€) est inclus dans la réunion suivante :

227 (2|y| +n) 7 Co U 2% (2(]y| — 1) + n)~1Co.
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n

Une récurrence immédiate implique que le support en A de f(H(f_z - zi)k"f)()\)F%)\(ﬁ) est
i=1

inclus dans

225 (2]y| +n) 1 U .. U 2% 2(Jy| — k1 — .. — k) + 1) 1Co.

Mais comme v = (3 + k, on obtient finalement que le support en A\ de

~

(Af?“ (ﬁ(ﬁ_z - Zi)ki> f) (=2X&, —2XEa, =)

i=1
est inclus dans
2% (2|18 +n)"Co U .. U 22 (2(|8] 4+ k1 + .. + k) +n)"1Co,
c’est—a—dire dans la boule, indépendante de k,

2|18 +n)"12% By, ou Bj ={r €R, |7| <4}.

Mais alors chacun des termes de la série, qui converge vers (Bf\i ¢ f) (—2XEp, —2XEq, — ), est

supporté dans une boule fixe, ce qui implique que (Bf\i,gf) (—2X&p, —2XE,, —\) est supporté
dans cette méme boule.

Le lemme est donc démontré, et avec lui, la proposition 4.1. O

4.2 L’algorithme de paraproduit
4.2.1 Définitions

Définition 4.1 On appelle paraproduit de f par g, et I'on note Tyg, I'opérateur bilinéaire
suivant :

de
Trg " D AjfAjg=>Si_1fAjg,
J'<j-2 J

otl 'on a défini

Sif= Y. Apf.

J'<i-1
On appelle reste du produit fg, et 'on note R(f, g), 'opérateur bilinéaire symétrique suivant :

R(f,9) ™ S AjfAjg.

li—=3'I<1

Remarque. La proposition 4.1 implique en particulier que Vj > 0et Vu € {—1,0,1}, on a
F(Sj-1fAjg) (N Fax = Ligjafin)-122i¢ (NF (Sj-1fBjg) (A Fan,
F(AjpnfAjg) N Fax = L 4n)-122i5, (N F (Sj- 1 f Ajg)(A) Fa,x-
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4.2.2 Lois de produit

Les démonstrations des résultats ci—dessous s’obtiennent exactement comme dans le cas clas-
sique, par application du lemme 3.1. Nous renvoyons & [7] pour les détails.

Théoréme 4.1 Soient p et p' deux réels, et p et r deux éléments de [1,+o0c]. Alors si a

est un élément de L°°(H"), I'opérateur T, est continu de BYf . dans Bj,, et si a € Ccr'(H™)

avec p' <0, alors T, est continu de Bg,r dans B{jf,fp', et I'on a
170l ge, #1n) < Cllall Lo ) l|bll 2, 11m).
et ITubll gy ey < Clallcw ey Bll5g, a1y 7 <0

D’autre part, pour tous réels p1 et po tels que p1 + p2 > 0, et pour tous les p1,p2,p,T1,72

dans [1,+o0] tels que — < — + — et — def 2 + — <1, Popérateur R est bilinéaire continu
p P P2 r e
de
BA ., x B . dans B,
. 1 1 1
oupie2=p1+p2—N(—+——-).
pr p2 P
. 1 1 1 1 e o .
Enfinsi p1 +p2 >0, et — < —+ — et — + — =1, alors R est bilinéaire continu de
p 1 P2 re r
Bgllarl X ngaTQ dans Bgvlo?o.

Corollaire 4.1 Soient p > 0 et (p,r) € [1,4+00]? trois réels. Si u et v sont deux éléments
de L> N Bp (H"), alors uv € Bf .(H"), et

luvllgy ) < Cllullzellvllgg, +llollzellullsg,)-

Si p1 + p2 > 0 et si py est tel que p1 < N/py, alors pour tout couple (ps,r2) € [1,+00]?, on a
pour tous u et v dans Bf! . N Bp2 . (H"),

P1,0 2,72

luollg, , eany < Cllullggs _lollge, +llellsgs _llullags ).

1 1

ott p = p1 + p2 — N/p1. D’autre part, si pr + p2 > 0, p1 < N/p1 et —+ — =1, alors pour u
r1 T2

et v dans B . N B2 (H"), on a

P1,71 p2,7r2

vl g, ey < Cllullps, Nollggs .+ 0llagr . lullpss

2)'
Enfin si p1 + p2 > 0, p; < N/p; et p > max(p1,p2), alors pour tout (ri,r2),

ol gz ey < Cllullgr lollge .

p2,72
1 1 1 .
avec p12 = p1 +p2 — N(— + — — =) et r = max(ry,rz), et si p1 + p2 > 0, avec p; < N/p; et
pbr p2 P
1
— + — =1, alors pour tout p > max(p1,p2),
ry T2

||uv||B£}o2<)(Hn) < CHU“B;’LT1 HUHBZSM
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Remarque. Les résultats correspondant au cas des espaces de Besov homogénes s’énoncent
de maniere identique.
Un second corollaire & ce théoreme est démontré dans [8], la démonstration ici est identique.

Corollaire 4.2 Soient p et r deux réels tels que p > 2 et 1/2 < r < 1. Il existe alors une
constante C' telle que pour toutes fonctions u, v, et w avec

2
w€B{  NCTH") et (v,w)e (B InC1) (H),

on a

vl 24+ oy < Cllullzp o 101 gp-1rer- 110l -1 1
Enfin les opérateurs de paraproduit permettent de préciser la proposition 3.2, sur la compo-
sition par une fonction C*°, de la maniére suivante.

Proposition 4.3 Soit u une fonction a valeurs réelles telle que u € Bf .(H"), avec p > N/p.
Soit enfin F' € C*°(R). Alors

F(u) =Tpyu+R, ot ReBX NrmH").

Démonstration. Nous n’allons pas donner ici les détails des calculs conduisant & ce résultat,
et renvoyons au livre de Y. Meyer ([13]) pour la démonstration de cette proposition. Rappellons
simplement que la démonstration consiste & écrire la série téléscopique (3.14) déja employée
pour démontrer la proposition 3.2, et d’utiliser alors la formule de Taylor avec reste intégral
a lordre deux. O

5 Applications

5.1 L’inégalité de Gagliardo—Nirenberg
On définit les espaces W™ (H") comme la complétion de S(H™) pour la norme

[ellwor ) = [1(— D) 20l Lr @)

L’objet de cette section est de démontrer, par application des résultats présentés précédem-
ment, le théoreme suivant.

Théoréme 5.1 Soit f une fonction de LINW 7" (H™), avec q et r strictement supérieurs a 1
et 0 > 0. Alors f € WPP(H"), et

(=25 )" fllogrn) < CILF N agazm 1 (= Am) " FIl L fean -

1 0 1-90
=4
p q r

ot ,p=(1—-0)0, et 0 €]0,1].
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Démonstration. Commencgons par rappeller la définition et les principales propriétés de la
fonction maximale (voir [18], chapitre XIIT page 638, pour des détails).

Rappellons que la distance homogene sur le groupe de Heisenberg est définie par

Nl (1= +1s2) .

Les “boules” associées a cette distance sont notées
B(z,5,R) = {(z,s) e H" | [||(/, &) (2,5) ||| < R},
et leur mesure est notée m(B(z, s, R)).
Définition 5.1 Soit f € L} .(H"). La fonction maximale de f est définie par

def ;/ o 1
M) = b B s B S )42 s

Proposition 5.1 Si f € LP(H"), avec 1 < p < oo, alors M f € LP(H"), et

IM fllLen) < Apllflloen) (5.1)
ot A, est une constante dépendant de p et de n.

D’autre part, soit p € L'(H"), et supposons que le plus petit majorant radial de @, noté ) et
défini par 1) (2, ) = SUP|||(zr s)[|||||(z,9)]|| P(#'+ 8') est dans L'(H"). Alors pour tout f € LP(H"),
avec 1 <p < o0, on a

[f ez 8)| < 19l prn M f (2, 5). (5.2)

Démontrons & présent I'inégalité proposée pour une fonction f € S(H™). On peut écrire

(—Am) 8 f = S (—Amn) 5Af + 3 (—Am) T A;((—Amn) 3 1),
j<A i>A

ol A est une constante & fixer. Nous avons vu en (3.12) que

N|=

F (a((=Amn)D)A ) (N Fap = 2Ry (27 N)a (41272 2]a] +1))2 ) F(F)(N) Fa,

deés que a € C°°(R*) est homogeéne de degré m. Alors comme en (3.13), on a

a(—Apn)A;f =2 NR(Sy ) % ST Ay,
|J J'<1

ot h est la fonction de S(H") telle que
ol
F()NFap = Ry (Na( (422 X)?) Fa,y

Mais alors comme dans [2], il existe une fonction h radiale, intégrable et décroissante en la
distance & l'origine, qui majore h, ce qui par application de (5.2), donne

ja(=Amn)Ajf (2,8)] < C2PTM [ (2, 5).
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En appliquant cette inégalité & a(D) = (—Apn)? puis & a(—Agn) = (—Amn) 7, il vient

j<A J>A

(~Am)8f(z8)] < o(z2prf<z,s>+22(pf’”’M((—AHn)%f)(z,s))

[NIE]

< C2AM[(z,5) + C2V~AM((=Apn) 7 ) (2, 5),

puisque o > p. En optimisant sur A, il vient

L

(—Am) 2 f(2,9)] < C(Mf(2,8)' 77 (M((=Amn) 3 £)(2,5)) 7
11 suffit alors d’appliquer I'inégalité de Holder, qui donne
(= At )& Fll ey < CIM A agepm | M ((—Ape)§ £,
avec § =1 —p/o.
[’inégalité maximale (5.1) termine la démonstration. O

Remarque. Dans le cas ou p = ¢ = r = 1, 'inégalité correspondante
1(=A10)"" FllLr@ny < CIFN gy (= Amn) 72 1 ey

ou p=(1l—0)o, et 6€]0,1], se démontre simplement par le calcul suivant :

I(=Am)? 2 fllpigny < 1Y (—Amn) 2 A, fllp )
j<A

+ Y (A T A (- Am) E )l
j>A

< C2 A 1y + C2 074 (~ D) 3 L1 .

ce qui, en optimisant sur A, conduit au résultat.

5.2 Equations semi—linéaires sous—elliptiques

Dans [21], C.-J. Xu et C. Zuily démontrent un résultat de régularité des solutions faibles
d’équations quasi-linéaires sous—elliptiques. Nous nous proposons ici, dans le cas ou 'opéra-
teur sous—elliptique est —Ag» et dans un cadre semi-—linéaire, d’en présenter une démonstra-
tion plus élémentaire, reposant sur le paraproduit et les espaces de Besov. Cette démonstration
dans le cas classique est due & J.-Y. Chemin et C.-J. Xu, voir [8].

17 , . e qe s . e e . N ’
Considérons donc 1’équation semi-linéaire sous—elliptique suivante, ou Ny € N, et bfj e st
une fonction indéfiniment différentiable :

2n
A + Y Z b () XuF Xjub =0, (5.3)
1,j=1k(=1

pour k' € {1,.., Ng}. On peut alors démontrer le théoréme suivant.
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1
Théoréme 5.2 Si p est un réel tel que p > 2’ et si u est solution faible de (5.3) telle
que u € HY(H™) N CP(H"), alors u € C*°(H").

Démonstration. Les résultats obtenus jusqu’ici permettent de reprendre & 'identique la
démonstration de [8]; nous la reproduisons ici pour la commodité du lecteur.

On peut supposer que p < 1. Commencons par remarquer que si u € H'(H") N C?(H"), alors
b po(w) Xiu® Xju® € LH(HM),
et donc par l'injection continue de L'(H") dans B?,OO(H”), on en déduit que
Amnu® € BY (H").

Mais I'opérateur (—Apn) est un isomorphisme de By ,.(H") dans Bg;z(H”) pour tout o € R,
et pour tous (p,r) € [1,o0] (voir [4]), par conséquent on obtient que u € Blz,oo(Hn).

On raisonne alors par récurrence, en montrant que pour tout k € N,

we B nor@E") = uwe B @), (5.4)

ce qui démontrera le théoréme.

Pour démontrer (5.4), il suffit d’utiliser la proposition 3.2 ci-dessus, qui implique que
4 2+k
b ke(u) € BEEP nCP(H™),
et donc par le corollaire 4.2, on a

b o) Xy Xjul € BYELV (7).

1,00
On en conclut alors que
ue By P En),

1,00

ce qui acheve la démonstration. O

5.3 Equations d’ondes semi—linéaires

Considérons I'équation d’ondes semi-linéaire suivante :
Opu — Agrnu = |Xul? F(u) dans R x H"
(u|t:07 atu|t:0) = (U’Oa ’U,1),

ou F € C*(R). On a noté Xu = (Xju,.., Xo,u), et 'on notera dorénavant Du = (Opu, Xu).
Démontrons le théoreme suivant.

Théoréme 5.3 Soit s > & +3, et (ug,u1) € H¢ x Hs~1(H"). Alors il existe un temps T > 0
tel que (5.5) posséde une unique solution u, avec

we L®([0,T], H*(H")), et Due L>®([0,T], H*~1(H")) N L*([0,T], L= (H")).
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Remarque. Ce théoréme est 'analogue sur le groupe de Heisenberg du théoréme 1 de [17]
du cas classique. Notons toutefois que la restriction sur l'indice s est plus forte dans notre
cadre (quand d = 3, la restriction dans [17] est s > 2). Comme nous le verrons dans la
démonstration, cela est di au fait que le domaine de validité des estimations de Strichartz
généralisées, sur le groupe de Heisenberg, est moins étendu sur H” que sur R" (voir [4]).

Démonstration du théoréme. Nous allons commencer par rappeler le théoreme 4.1 de [4],
donnant les estimations de Strichartz généralisées, sur le groupe de Heisenberg, vérifiées par
la solution u de
Opu — Agrnu = f dans R x H"
{ (Up—=0s Oeup—) = (w0, u1).

Notons que dans [4], le théoréme est démontré pour (ug,u1) € H' x L2(H"), mais on obtient
de maniére identique le cas (ug,u1) € H® x HS~1(H").

Proposition 5.2 Soient trois réels s, p1 et pa, et soient p;,r;, pouri € {1,2}, tels que

2 1 1
—<-—— et 2<r; <
pi 2 1
1 1 1 1 1 1
1+ N(z——)——=s et p+N(z——)——=1-s.
p (2 rl) p1 P (2 7’2) D2

Supposons que (ug,u1) € H® x H¥1(H"). Alors pour tout temps T, on a

HUHLPI([O»T}»Bfll,z(H“))+“atu”LPl([O,T],Bfll,gl(Hn)) < Cll(uos wi)ll go s o1 am)

+ C||f||Lﬁz([o,T],B,?2’f§(H”))’

ot pour tout r, on a noté ¥ pour son conjugué, défini par 1/r +1/F = 1.
Pour alléger les notations, on notera L%(BI’;’,“(H”)) I'espace LP([0,T], B{,’,T(H”)). D’autre part,

N N
on supposera dans la suite que s < — + 1 puisque dans le cas s > 5 + 1, la résolution du

systeme est simplement due & la théorie classique des systemes symétriques hyperboliques.
Par la proposition ci—-dessus, on a donc
“UHL%O(Hs(Hn)) + ||atu||L§9(Hsfl(Hn)) < CH(UO,UI)“HSXHSA(Hn)

O IXuP PO e e

N
et, pour tout € > 0, puisque s > — + —, on a

2 4
lull 2 et eamyy + 1000llzzn e ey < CllCuo ) | e ooy (5.6)
2
X Py e e
N . .
avec — =1+4¢+ 5 =5 et I'on peut choisir p; = 4.
b1
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Remarque. C’est ici que la restriction sur s intervient, et elle est due au fait que sur le groupe
de Heisenberg, on a nécessairement p; > 4, alors que dans le cas classique, la limitation sur p;
est p; > 2 (en dimension d > 3). Cette limitation dans le cas classique permet donc de résoudre

N n+l . :
notre probléme pour s > — dés que la dimension d’espace est n > 3, et pour s > 1+ 1
N 3
en dimension 2. Ici en toute dimension, on demande que s > 5 + 1

Le lemme 3.3 indique que les X; operent sur les espaces de Besov, par conséquent ’estima-
tion (5.6) s’écrit aussi

HDU||L4T(B;;O,2(Hn)) < CH(UOaUI)HHsXHs—l(Hn) +C|| | Xuf? F(U)HLlT(Hs—l(Hn))-
En outre, comme B(:E)o,Z C L™, on a finalement

||DU||L%1(LOO(H")) < CH(anul)“HsXHs—l(Hn) + C“ |XU|2 F(U)HL,}(HS—l(H"))

Tl reste & estimer |Xu|? F(u) dans H*~1(H"). Pour cela, on va faire appel aux estimations
douces obtenues en section 3.2.2 et & la proposition 3.2 sur la composition par des fonc-
tions C'°°, ainsi qu’a l'algorithme de paraproduit introduit dans la définition 4.1. Commencons
par définir la fonction G € C*°(R) par

Alors, par les estimations douces de la section 3.2.2, on a
X0l F )l s ggny < CUXull oo ) 1 X0l s gz + 11X 0l Gl g1

Démontrons finalement le lemme suivant :
Lemme 5.1 Si Xu € L™ et u € H*(H"), avec s > N/2, alors

11X G )l s gy < Xl o ety 1y -

Démonstration du lemme. Commencgons par remarquer que la proposition 3.2 sur la
composition par des fonctions C* implique, puisque G(0) = 0, que

1G ()l gre < Cllull s
En outre, les estimations douces de la section 3.2.2 fournissent
X ul® Gu) | o1 any < ClUXull o oy | 1 X ul G ()| oo (rany

+ 1 X ull poo gy | 1 X ul G ()| o1 (g1my-

Le premier terme de cette estimation se majore en utilisant que

X u G(u)l[poe mm) < CllX wl| oo m) G ) go (g1my.



puisque s > N/2, ce qui donne
X ull o1 oy | 1X 0l G () o0 ramy < ClluallFy gy 1 X ll oo r1m) -
Quant au second terme, on écrit I’algorithme de paraproduit :
[ Xu| G(u) = T | Xul + TxyG(u) + R(G(u), [ Xul).
Le théoreme 4.1 implique que

1T | Xul | a1y < ClG W)l zoo@am) | Xull o1 ggn)
Cllull%

IN

De méme, on peut écrire que

1T Gl sy < ClIXull e g 16 e e

<
< CHUHHS(H")HG(U)“HS(H“)’

puisque s > N/2, ce qui donne 'estimation voulue. Enfin pour le terme de reste, on écrit que

IB(G(u), [Xullgsrmny < ClXullgsr@nmlGWllpg, @
< Cllull e |G (w) | o (g1m) -
Le lemme est donc démontré. O
On peut & présent achever la démonstration de la proposition. En désignant || - ||s,7 pour la

norme

Julls,r = ||U||LoTo(Hs(Hn)) + ||atu||LoTo(Hs—1(Hn)) + ||DU||L4T(Lw(Hn))a

on a finalement montré que
lulloar < Ol (o, )| oo aamy + Cllull2 2T + Cllull? 7914,

Il est classique que ce type d’estimation conduit & I'existence de solutions en temps petit
(dépendant de (ug,u1)). L'unicité est une conséquence du fait que Du € L1([0,T], L°°(H")). O
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