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R�esum�e. En adaptant au 
as inhomog�ene la d�e
omposition de Littlewood{Paley homog�ene sur le groupe de

Heisenberg introduite par H. Bahouri, P. G�erard et C.-J. Xu dans [4℄, on 
onstruit des op�erateurs de paraproduit

analogues �a 
eux d�e�nis par J.-M. Bony dans [5℄ ; malgr�e le fait que l'on ne dispose pas de formule simple pour la

transform�ee de Fourier d'un produit, des propri�et�es de lo
alisation spe
trale du 
as 
lassique sont pr�eserv�ees sur le groupe

de Heisenberg apr�es passage au produit.

�

A partir du d�e
oupage dyadique et du paraproduit, on d�emontre l'in�egalit�e de

Gagliardo{Nirenberg sur le groupe de Heisenberg, et l'on �etudie la r�egularit�e des solutions de syst�emes sous{elliptiques

semi{lin�eaires, ainsi que des �equations d'ondes semi{lin�eaires.

Abstra
t. We adapt the homogeneous Littlewood{Paley de
omposition on the Heisenberg group 
onstru
ted by

H. Bahouri, P. G�erard and C.-J. Xu in [4℄ to the inhomogeneous 
ase, whi
h enables us to build paraprodu
t operators,

similar to those de�ned by J.-M. Bony in [5℄ ; although there is no simple formula for the Fourier transform of the

produ
t of two fun
tions, some spe
tral lo
alization properties of the 
lassi
al 
ase are preserved on the Heisenberg

group after the produ
t has been taken. Using the dyadi
 de
omposition and the paraprodu
t algorithm, we prove the

Gagliardo{Nirenberg inequality on the Heisenberg group ; the smoothness of solutions of subellipti
, semi{linear systems

is also studied, as well as semi{linear wave equations.

1 Introdu
tion

Ce travail vise �a donner des appli
ations de la th�eorie de Littlewood{Paley sur le groupe de

Heisenberg, �a partir de la 
onstru
tion de la d�e
omposition homog�ene men�ee par H. Bahouri,

P. G�erard et C.-J. Xu dans [4℄. Une adaptation de la m�ethode de [4℄, utilisant aussi un r�esultat

de [11℄, 
onduit �a la 
onstru
tion d'une d�e
omposition inhomog�ene, 
e qui nous permet de

transposer au groupe de Heisenberg divers r�esultats 
onnus dans le 
as 
lassique (que l'on

peut trouver par exemple dans [5℄, [6℄ ou dans [7℄), 
on
ernant la th�eorie de Littlewood{

Paley. On d�emontre notamment des r�esultats 
on
ernant le 
oût de la d�erivation pour des

fon
tions dont la transform�ee de Fourier est lo
alis�ee dans une boule ou dans une 
ouronne,

ainsi que des estimations 
on
ernant l'a
tion des appli
ations homog�enes et la 
omposition

par des fon
tions C

1

. En�n 
ette d�e
omposition de Littlewood{Paley permet de d�emontrer

les in
lusions de Sobolev H

s

� L

p

| 
es in
lusions sont �egalement d�emontr�ees dans [4℄, par

une m�ethode di��erente.
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On d�e�nit ensuite, dans la se
tion 4, les op�erateurs de paraproduit sur le groupe de Heisenberg,

et l'on �etudie leurs propri�et�es. La d�e�nition de J.-M. Bony (voir [5℄) dans le 
as 
lassique s'av�ere

op�erante dans 
e 
adre, une fois v�eri��e (par la proposition 4.1) que 
ertaines propri�et�es de

lo
alisation dans l'espa
e de Fourier sont pr�eserv�ees apr�es passage au produit. Ces op�erateurs,


omme dans le 
as 
lassique, permettent de d�emontrer des lois de produit et des estimations

dou
es dans les espa
es de Besov.

En�n la derni�ere se
tion est 
onsa
r�ee �a des appli
ations de 
ette th�eorie. La premi�ere 
on
erne

la d�emonstration de l'in�egalit�e de Gagliardo{Nirenberg par utilisation du d�e
oupage dya-

dique et des fon
tions maximales sur le groupe de Heisenberg. La se
onde appli
ation vise

�a d�emontrer un r�esultat de r�egularit�e pour les solutions d'�equations sous{elliptiques semi{

lin�eaires, par utilisation du paraproduit. La m�ethode de d�emonstration suit la d�emar
he de

J.-Y. Chemin et C.-J. Xu dans [8℄. En�n la derni�ere appli
ation 
on
erne des �equations d'ondes

semi{lin�eaires sur le groupe de Heisenberg : en utilisant les estimations dou
es d�emontr�ees plus

haut, asso
i�ees aux estimations de Stri
hartz g�en�eralis�ees de [4℄, on d�emontre un th�eor�eme

analogue �a un r�esultat de G. Pon
e et T. Sideris (voir [17℄) dans le 
as 
lassique.

Remarquons que dans [12℄, P.-G. Lemari�e 
onstruit une base d'ondelettes sur les groupes

de Lie nilpotents strati��es abstraits, �a partir de laquelle on peut d�eduire une formule de

paraproduit. L'int�erêt de la 
onstru
tion que nous pr�esentons i
i est qu'elle est adapt�ee au


adre Heisenberg, et ainsi dire
tement utilisable pour des appli
ations.

Remer
iements. Nous remer
ions J.-Y. Chemin de nous avoir 
ommuniqu�e la d�emonstration

du th�eor�eme 3.1, ainsi que P. G�erard pour de nombreuses dis
ussions et pour la preuve du

th�eor�eme 5.1 dans le 
as 
lassique.

2 Notations et rappels

Nous allons rappeller i
i quelques r�esultats sur la th�eorie de Littlewood{Paley sur le groupe de

Heisenberg. Pour des d�etails 
on
ernant le groupe de Heisenberg, nous renvoyons �a [9℄, [14℄,

[15℄, [16℄, [18℄, [19℄, et pour le d�e
oupage dyadique homog�ene sur le groupe de Heisenberg, on


onsultera le travail de H. Bahouri, P. G�erard et C.-J. Xu dans [3℄ et [4℄.

2.1 Rappels de d�e�nitions

Le groupe de Heisenberg H

n

est l'ensemble C

n

�R muni de la loi de produit suivante :

8

�

(z; s); (z

0

; s

0

)

�

2 H

n

�H

n

; (z; s) � (z

0

; s

0

) = (z + z

0

; s+ s

0

+ 2Im z � �z

0

):

Le groupe H

n

�etant non 
ommutatif, la transform�ee de Fourier sur H

n

est d�e�nie �a l'aide des

repr�esentations irr�edu
tibles unitaires de H

n

. Nous 
hoisissons i
i les repr�esentations d�e�nies

�a partir des espa
es de Bargmann,

H

�

= fF holomorphe sur C

n

; kFk

H

�

<1g ;
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o�u l'on a not�e

kFk

2

H

�

def

=

�

2j�j

�

�

n

Z

C

n

e

�2j�jj�j

2

jF (�)j

2

d�;

et les repr�esentations irr�edu
tibles unitaires (u

�

;H

�

)

�6=0

sont alors

u

�

z;s

F (�) = F (� � �z)e

i�s+2�(��z�jzj

2

=2)

; pour � > 0;

et

u

�

z;s

F (�) = F (� + z)e

i�s+2�(���z�jzj

2

=2)

; pour � < 0:

Notons que l'on a une base orthornorm�ee de l'espa
e de Hilbert H

�

, form�ee de

F

�;�

(�) =

(

p

2j�j �)

�

p

�!

; � 2 N

n

:

On d�e�nit la transform�ee de Fourier d'une fon
tion f 2 L

1

(H

n

) par

F(f)(�) =

Z

H

n

f(z; s)u

�

z;s

dzds:

Dans le 
as parti
ulier des fon
tions radiales, telles que f(z; s) = g(jzj; s); la proposition

suivante, d�emontr�ee dans [15℄, nous sera d'une grande utilit�e.

Proposition 2.1 Si f 2 L

2

(H

n

) est radiale, alors F(f)(�)F

�;�

= R

j�j

(�)F

�;�

; o�u

R

m

(�) =

 

m+ n� 1

m

!

�1

Z

f(z; s)e

i�s

L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

dzds;

et o�u les L

(n)

m

(t) sont les polynômes de Laguerre

L

(n)

m

(t) =

m

X

k=0

(�1)

k

 

m+ n

m� k

!

t

k

k!

:

R�e
iproquement, s'il existe des s
alaires R

m

(�) tels que F(f)(�)F

�;�

= R

j�j

(�)F

�;�

; et

X

m

 

m+ n� 1

m

!

�1

Z

jR

m

(�)j

2

j�j

n

d� <1;

alors f 2 L

2

(H

n

) est radiale, et l'on a presque partout

f(z; s) =

2

n�1

�

n+1

X

m

Z

e

�i�s

R

m

(�)L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

j�j

n

d�:

En�n rappellons qu'il existe une base de 
hamps de ve
teurs invariants �a gau
he sur le groupe

de Heisenberg, not�es

X

j

= �

x

j

+ 2y

j

�

s

et Y

j

= �

y

j

� 2x

j

�

s

; 8j 2 f1; ::; ng;
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o�u l'on a �e
rit, pour tout z

j

2 C

n

, z

j

= x

j

+ iy

j

. On notera �

H

n

def

=

n

X

j=1

(X

2

j

+ Y

2

j

); et pour

tout 
 2 N, X




sera un produit de 
 
hamps de ve
teurs, du type

X




def

=

X

`=


X

j

1

::X

j

`

(2.1)

o�u j

k

2 f1; ::; 2ng, et l'on 
onvient que X

j+n

= Y

j

, pour j 2 f1; ::; ng. Remarquons que pour

toute fon
tion f 2 S(H

n

)

F(�

H

n

f)(�)F

�;�

= �4j�j(2j�j + n)F(f)(�)F

�;�

: (2.2)

On peut en�n d�e�nir l'op�erateur suivant :

8� 2 R; 8f 2 S(H

n

); F

�

(��

H

n

)

�

2

f

�

(�)F

�;�

= (4j�j(2j�j + n))

�

2

F(f)(�)F

�;�

: (2.3)

2.2 Th�eorie de Littlewood{Paley sur le groupe de Heisenberg

Nous allons rappeller tout d'abord la d�e�nition de la d�e
omposition de Littlewood{Paley

homog�ene 
onstruite dans [3℄ et [4℄. Nous pr�e
iserons �a la �n de 
e paragraphe 
omment 
ette


onstru
tion peut s'adapter pour obtenir une d�e
omposition inhomog�ene.

Dor�enavant nous noterons C

0

la 
ouronne

n

� 2 R;

1

2

� j� j � 4

o

, B

0

la boule f� 2 R; j� j � 2g ;

et nous 
onsid�ererons une fon
tion R

�

2 C

1

0

(C

0

), telle que

8� 2 R

�

;

X

j2Z

R

�

(2

�2j

�) = 1:

D'autre part, on d�e�nit la fon
tion

e

R

�

2 C

1

0

(B

0

), identiquement �egale �a 1 pr�es de 0, telle que

e

R

�

(�) +

X

j�0

R

�

(2

�2j

�) = 1; 8� 2 R:

Dans 
e qui suit, nous noterons R

�

m

(�) = R

�

((2m + n)�). La proposition 2.1 nous permet de

d�e�nir la fon
tion radiale

'(z; s) =

2

n�1

�

n+1

X

m

Z

e

�i�s

R

�

m

(�)L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

j�j

n

d�;

et la proposition 2.2 de [4℄ indique que ' est un �el�ement de S(H

n

). Ce r�esultat est aussi une


ons�equen
e de [11℄. Ainsi l'on peut �e
rire en parti
ulier

F(')(�)F

�;�

= R

�

j�j

(�)F

�;�

;

et si '

j

(z; s) = 2

Nj

'(2

j

z; 2

2j

s); o�u N = 2n + 2 est la dimension homog�ene de H

n

, alors la

s�erie

f =

X

j2Z

_

�

j

f; ave


_

�

j

f = f � '

j

;

4



est la d�e
omposition de Littlewood{Paley de f 2 S(H

n

) sur le groupe de Heisenberg.

La 
onvergen
e de la s�erie

X

j2Z

_

�

j

f est d�emontr�ee dans [4℄. Notons que 
ette s�erie ne 
onverge

pas dans S

0

(H

n

) (�a 
ause des fon
tions polynômiales, qui v�eri�ent

_

�

j

f = 0; 8j 2 Z). D'autre

part, notons que 
ette d�e
omposition dyadique est bien une d�e
omposition de Littlewood{

Paley, puisque (voir [4℄, proposition 2.3) si f 2 S

0

(H

n

) v�eri�e

X

j2Z

_

�

j

f = f , alors f 2 L

p

(H

n

)

est �equivalent �a k

_

�

j

fk

`

2

(Z)

2 L

p

(H

n

).

Notre but �etant d'�e
rire une th�eorie du paraproduit sur le groupe de Heisenberg, il 
onvient �a

pr�esent de 
onstruire une d�e
omposition inhomog�ene de Littlewood{Paley ; en d'autres termes,

nous allons �a pr�esent 
her
her �a montrer que la fon
tion  d�e�nie par

 (z; s) =

2

n�1

�

n+1

X

m

Z

e

�i�s

e

R

�

m

(�)L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

j�j

n

d� (2.4)

v�eri�e  2 S(H

n

). Alors on �e
rira, pour f 2 L

2

(H

n

),

f =

X

j��1

�

j

f; ave
 8j 2 N; �

j

f =

_

�

j

f; �

�1

f = f �  et 8j < �1; �

j

f = 0:

(2.5)

On d�e�nit aussi S

j

f =  

j

� f , ave
  

j

(z; s) = 2

Nj

 (2

j

z; 2

2j

s), pour tout j 2 N.

Il s'agit don
 de v�eri�er que  d�e�nie en (2.4) est un �el�ement de S(H

n

). Une adaptation de

la proposition 2.2 de [4℄ nous permet de d�emontrer le r�esultat suivant.

Proposition 2.2 La fon
tion  d�e�nie par

 (z; s) =

2

n�1

�

n+1

X

m

Z

e

�i�s

e

R

�

m

(�)L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

j�j

n

d�;

o�u

e

R

�

2 C

1

0

(B

0

) est identiquement �egale �a 1 pr�es de 0, v�eri�e

8k 2 N; k(��

H

n

)

k

 k

L

2

(H

n

)

� C

k

(2.6)

8` 2 N; k(is� jzj

2

)

`

 k

L

2

(H

n

)

� C

`

; (2.7)

et don
  est dans S(H

n

).

D�emonstration de la proposition. Nous allons 
ommen
er par d�emontrer (2:6). Rappel-

lons qu'il est d�emontr�e dans [4℄ que la transform�ee de Fourier sur le groupe de Heisenberg

r�ealise un isomorphisme du sous{espa
e des fon
tions radiales de L

2

(H

n

) sur les op�erateurs A

�a un param�etre, d�e�nis par

A(�)F

�;�

= Q

j�j

(�)F

�;�

;

ave


2

n�1

�

n+1

X

m

 

m+ n� 1

m

!

Z

1

�1

jQ

m

(�)j

2

j�j

n

d� <1:
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Alors la proposition 2.1, asso
i�ee �a (2:3), donne le r�esultat, puisque

X

m

 

m+ n� 1

m

!

Z

1

�1

j � 4((2m + n)j�j)j

k

j

e

R

�

((2m+ n)�)j

2

j�j

n

d�

=

X

m

 

m+ n� 1

m

!

(2m+ n)

�n�1

Z

1

�1

j

e

R

�;k

(�)j

2

j�j

n

d�;

o�u

e

R

�;k

est une fon
tion de C

0

0

(R), don
 
ette s�erie est 
onvergente.

Pour 
e qui est de (2:7), on peut reprendre les 
al
uls de [4℄ : si Q est une fon
tion de C

1

0

(R

�

),

et si Q

m

(�) = Q((2m+ n)�), alors il est montr�e dans [4℄ que la fon
tion

f(z; s) =

2

n�1

�

n+1

X

m

Z

e

�i�s

Q

m

(�)L

(n�1)

m

(2j�jjzj

2

)e

�j�jjzj

2

j�j

n

d�

est dans L

2

(H

n

), mais aussi toutes les fon
tions (is � jzj

2

)

`

f pour ` 2 N. On 
onstate fa
i-

lement (nous n'entrerons pas dans les d�etails i
i), au vu de la d�emonstration de 
e r�esultat

dans [4℄, que la 
ondition Q 2 C

1

0

(R

�

) peut être relax�ee en Q 2 C

1

0

(R), et Q 
onstante pr�es

de � = 0. C'est en parti
ulier le 
as pour la fon
tion

e

R

�

, et don
 le point (2:7) est d�emontr�e.

Reste don
 �a v�eri�er que (2:6) et (2:7) impliquent bien que  2 S(H

n

). Cela r�esulte du lemme

suivant.

Lemme 2.1 Soit f 2 S

0

(H

n

) telle que

8k 2N; (��

H

n

)

k

f 2 L

2

(H

n

) et 8` 2 N; (is� jzj

2

)

`

f 2 L

2

(H

n

):

Alors f 2 S(H

n

).

D�emonstration. Nous allons d�emontrer 
e r�esultat uniquement dans le 
as ` = 1 ; le


as g�en�eral s'en d�eduit sans diÆ
ult�e. La sous{ellipti
it�e de (��

H

n

)

k

implique (voir [4℄,

lemme 2.1) qu'il suÆt de d�emontrer que

8k 2 N; (��

H

n

)

k

�

(is� jzj

2

)f

�

2 L

2

(H

n

):

Il est fa
ile de voir, par la formule de Leibnitz et ave
 la notation (2:1), que

8k 2 N

�

; X

2k

((is� jzj

2

)f) = (is� jzj

2

)X

2k

f +

X

k

0

<2k

P

k

0

(z)X

k

0

f;

o�u P

k

0

est un polynôme. Mais l'hypoth�ese (is�jzj

2

)

`

f 2 L

2

(H

n

) implique que pour tout � 2N,

on a z

�

f 2 L

2

(H

n

), par 
ons�equent il vient

Z

H

n

X

2k

�

(is� jzj

2

)f

�

X

2k

�

(is� jzj

2

)f

�

dzds = C

Z

H

n

(is� jzj

2

)fX

4k

�

(is� jzj

2

)f

�

dzds

= C

Z

H

n

(is� jzj

2

)

2

fX

4k

fdzds+

X

k

0

<4k

Z

H

n

P

k

0

(z)(is� jzj

2

)fX

k

0

fdzds

� C sup

��2k

k(��

H

n

)

�

fk

L

2

(H

n

)

k(is� jzj

2

)

�

fk

L

2

(H

n

)

:

Le lemme est d�emontr�e, et ave
 lui, la proposition. 2
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3 Lemme de lo
alisation et appli
ations

3.1

�

Enon
�e du lemme et d�emonstration

Le r�esultat suivant est l'analogue du lemme 2.1.1 de [6℄ dans le 
as 
lassique. Il d�e
rit le 
oût

de la d�erivation pour une fon
tion dont la transform�ee de Fourier est lo
alis�ee.

Lemme 3.1 Soient p et q deux �el�ements de [1;1℄, ave
 p � q, et soit u 2 L

p

(H

n

) une fon
tion

telle que u � f = 0 pour toute fon
tion radiale f 2 S(H

n

) v�eri�ant, pour tout � 2 N

n

,

F(f)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

B

0

: (3.8)

Alors on a

8k 2N; sup

�=k

kX

�

uk

L

q

(H

n

)

� C

k

2

Nj(

1

p

�

1

q

)+kj

kuk

L

p

(H

n

)

: (3.9)

D'autre part, si u � g = 0 pour toute fon
tion radiale g 2 S(H

n

) v�eri�ant, pour tout � 2 N

n

,

F(g)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

C

0

; (3.10)

alors

8� 2 R; C

�1

�

2

�j�

k(��

H

n

)

�

2

uk

L

p

(H

n

)

� kuk

L

p

(H

n

)

� C

�

2

�j�

k(��

H

n

)

�

2

uk

L

p

(H

n

)

: (3.11)

Remarques. Dans le 
as o�u la fon
tion u est un �el�ement de S(H

n

), alors les hypoth�eses (3.8)

et (3.10) se traduisent respe
tivement en

F(u)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

B

0

(�)F(u)(�)F

�;�

;

et F(u)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

C

0

(�)F(u)(�)F

�;�

:

Notons en outre que le se
ond r�esultat de 
e lemme ne 
on
erne que le 
as o�u l'op�erateur de

d�erivation est du type (��

H

n

)

�

2

. Cela est dû au fait que dans le 
as des op�erateurs X

j

, on

ne dispose pas de d�e
omposition dans la base des F

�;�

aussi simple que 
elle donn�ee par (2.2)

pour ��

H

n

.

D�emonstration du lemme. Nous allons nous pla
er dans le 
as o�u la fon
tion u est un

�el�ement de S(H

n

) ; le lemme suit par densit�e. Soit R 2 C

1

0

(R), identiquement �egale �a 1 pr�es

de B

0

. Alors on a

F(u)(�)F

�;�

= R

j�j

(2

�2j

�)F(u)(�)F

�;�

;

o�u l'on a pos�e R

j�j

(�) = R((2j�j+n)�). Mais alors d'apr�es les propositions 2.1 et 2.2, il existe

une fon
tion g 2 S(H

n

) radiale, telle que

F(g)(�)F

�;�

= R

j�j

(�)F

�;�

:

En �e
rivant g

j

(z; s) = 2

Nj

g(2

j

z; 2

2j

s); on a alors

F(u)(�)F

�;�

= F(g

j

)(�)F(u)(�)F

�;�

;

7



et don
 u = g

j

� u: Mais on a alors

X

�

u = 2

j(N+�)

X

�

g(Æ

2

j

�) � u;

o�u pour tout a, Æ

a

est la dilatation homog�ene d�e�nie par Æ

a

(z; s) = (az; a

2

s): Comme dans [6℄,

il suÆt alors d'appliquer l'in�egalit�e de Young pour obtenir (3:9).

D�emontrons �a pr�esent (3:11). Soit R

0

2 C

1

0

(R

�

), identiquement �egale �a 1 pr�es de C

0

. Alors

F(u)(�)F

�;�

= R

0

j�j

(2

�2j

�)F(u)(�)F

�;�

;

o�u R

0

j�j

(�) = R

0

((2j�j + n)�), don


F(u)(�)F

�;�

= 2

�j�

R

0

j�j

(2

�2j

�)

(42

�2j

j�j(2j�j + n))

�

2

F((��

H

n

)

�

2

u)(�)F

�;�

:

D�e�nissons alors la fon
tion

�

�

(�) =

R

0

(�)

2

�

j�j

�

2

;

�a laquelle on asso
ie �

�

j�j

(�) = �

�

((2j�j+n)�). Alors �

�

2 C

1

0

(R

�

), et d'apr�es [4℄, il existe une

fon
tion g

�

2 S(H

n

) telle que

F(g

�

)(�)F

�;�

= �

�

j�j

(�)F

�;�

;

et l'on 
on
lut 
omme pr�e
�edemment. Le lemme est d�emontr�e. 2

3.2 Appli
ations

3.2.1 Lemme de 
ara
t�erisation

Cette premi�ere appli
ation du lemme 3.1 permet de 
ara
t�eriser l'appartenan
e d'une fon
tion

�a un espa
e de Besov ; la d�e�nition des espa
es de Besov sur le groupe de Heisenberg est

identique au 
as 
lassique (voir [4℄). Rappellons simplement que l'espa
e B

�

p;r

(H

n

), pour � 2 R

et (p; r) 2 [1;1℄

2

est d�e�ni 
omme l'espa
e des distributions temp�er�ees v�eri�ant

u =

X

j

�

j

u et kuk

B

�

p;r

(H

n

)

def

=

0

�

X

j��1

2

jr�

k�

j

uk

r

L

p

(H

n

)

1

A

1

r

<1;

et l'espa
e de Besov homog�ene

_

B

�

p;r

(H

n

), pour � <

N

p

est l'espa
e des distributions temp�er�ees

telles que u =

P

j

_

�

j

u, et que la norme suivante soit �nie :

kuk

_

B

�

p;r

(H

n

)

def

=

0

�

X

j2Z

2

jr�

k

_

�

j

uk

r

L

p

(H

n

)

1

A

1

r

:

Remarque. On d�e�nit aussi, 
omme dans le 
as 
lassique, les espa
es de H�older C

�

, que l'on

identi�e pour tout � 2 R�N �a B

�

1;1

, ainsi que les espa
es de Sobolev H

s

et leurs versions

homog�enes, pour tout s 2 R.
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Lemme 3.2 Soit � > 0 et (p; r) 2 [1;1℄

2

. Les deux assertions suivantes sont �equivalentes.

(i) u 2 B

�

p;r

(H

n

) ;

(ii) Il existe (u

j

)

j�0

telle que u =

P

u

j

, et

8
 2 R; k(��

H

n

)




u

j

k

L

p

(H

n

)

� C







j

2

�j(��2
)

; ave
 � > 0;

o�u C




ne d�epend que de 
, et (


j

)

j�0

est une suite de `

r

(N).

D�emonstration. Le lemme 3.1 pr�e
�edent implique 
lairement que (i) ) (ii). D�emontrons

don
 que (ii)) (i). Soit j

0

2 N, et �e
rivons

X

j

�

j

0

u

j

=

X

j>j

0

�

j

0

u

j

+

X

j�j

0

�

j

0

u

j

:

Alors

2

j

0

�

k�

j

0

uk

L

p

� 2

j

0

�

X

j>j

0

k�

j

0

u

j

k

L

p

+ C

�

2

j

0

�

X

j�j

0

2

�2j

0

�

k�

j

0

(��

H

n

)

�

u

j

k

L

p

;

par le lemme de lo
alisation 3.1, ave
 � �a �xer. Mais alors on a, par hypoth�ese,

2

j

0

�

k�

j

0

uk

L

p

� C

X

j>j

0

2

(j

0

�j)�




j

+ C

�

X

j�j

0

2

(j�j

0

)(2���)




j

;

o�u (


j

)

j�0

est une suite de `

r

(N). Il suÆt alors de prendre la norme `

r

en j

0

, en 
hoisissant �

tel que 2� > �. Comme l'on a en outre suppos�e que � > 0, on a le r�esultat. 2

Remarque. Un r�esultat analogue s'�enon
e bien sûr dans le 
as des espa
es homog�enes.

Le lemme 3.1 permet de d�emontrer de mani�ere �evidente la 
ontinuit�e des op�erateurs X

j

dans

les espa
es de Besov. Les notations sont 
omme en (2:1).

Lemme 3.3 Soit � <

N

p

, et soit le 
ouple (p; r) 2 [1;1℄. Si u est un �el�ement de

_

B

�

p;r

(H

n

),

alors pour tout j 2 f1; ::; 2ng, on a X

j

u 2

_

B

��1

p;r

(H

n

), et

kX

j

uk

_

B

��1

p;r

(H

n

)

� Ckuk

_

B

�

p;r

(H

n

)

:

D�emonstration. On a par d�e�nition de

_

B

�

p;r

(H

n

),

8k 2 Z; k

_

�

k

uk

L

p

(H

n

)

� 


k

2

�k�

;

o�u (


k

)

k2Z

est une suite de `

r

(Z). Par 
ons�equent, on a par le lemme d'�e
hantillonage 3.1

8j 2 f1; ::; 2ng; kX

j

_

�

k

uk

L

p

(H

n

)

� C


k

2

�k(��1)

:

Les op�erateurs X

j

et

_

�

k


ommutent, 
e qui d�emontre le lemme. 2

Remarque. Le même r�esultat est �evidemment vrai dans le 
as inhomog�ene.
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3.2.2 Estimations dou
es

Une autre appli
ation du lemme de lo
alisation 3.1 
onsiste en la d�emonstration d'estimations

dou
es, du type suivant. Remarquons que les �enon
�es sont les mêmes dans le 
as des espa
es

homog�enes.

Lemme 3.4 Soit s > 0. Si u et v sont deux �el�ements de L

1

\H

s

(H

n

), alors uv est un �el�ement

de L

1

\H

s

(H

n

), et

kuvk

L

1

\H

s

(H

n

)

� C (kuk

L

1

kvk

H

s

+ kvk

L

1

kuk

H

s

) :

Nous ne d�emontrons pas 
e lemme i
i, 
ar il peut être obtenu aussi 
omme un 
orollaire

des lois d'op�eran
e des op�erateurs de paraproduit que nous d�e�nirons plus bas. Par 
ontre,

d�emontrons le r�esultat suivant, dont la d�emonstration dans le 
as 
lassique peut être trouv�ee

dans [1℄ (page 100) par exemple.

Lemme 3.5 Soit k 2 N, et soient u et v deux fon
tions de L

1

(H

n

) \H

k

(H

n

). Alors pour

tout 
ouple (�; 
) 2 N

2

tel que � + 
 = k, on a

kX

�

uX




vk

L

2

(H

n

)

� C

�

kuk

L

1

(H

n

)

kvk

H

k

(H

n

)

+ kvk

L

1

(H

n

)

kuk

H

k

(H

n

)

�

:

D�emonstration. Supposons par exemple que � � 1 (puisque si � = 
 = 0, alors le r�esultat

est trivial). Par la formule de Leibnitz, on peut �e
rire

X

�

uX




v =

X

j




j

X

j

(X

�

j

uX




j

v) + 


k

uX

�+


v;

o�u les 


j

sont des 
onstantes, et o�u �

j

+ 


j

= k � 1. Il suÆt don
 de d�emontrer que

kX

�

j

uX




j

vk

H

1

(H

n

)

� C

�

kuk

L

1

(H

n

)

kvk

H

k

(H

n

)

+ kvk

L

1

(H

n

)

kuk

H

k

(H

n

)

�

:

Mais on a

X

�

j

uX




j

v =

X

q�0

(S

q

X

�

j

u)(�

q

X




j

v) +

X

q�0

(�

q

X

�

j

u)(S

q+1

X




j

v)

et le lemme 3.1 implique que

k(S

q

X

�

j

u)(�

q

X




j

v)k

L

2 � kS

q

X

�

j

uk

L

1

k�

q

X




j

vk

L

2

� C2

q�

j

kuk

L

1

v

q

kvk

H

k

2

�q(k�


j

)

;

o�u (v

q

)

q�0

est une suite de `

2

(N), de norme 1. On peut alors 
on
lure que

k(S

q

X

�

j

u)(�

q

X




j

v)k

L

2
� Cv

q

2

�q

kuk

L

1

kvk

H

k

;


e qui d�emontre le r�esultat. 2
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3.2.3 A
tion des appli
ations homog�enes

La proposition suivante d�e
rit l'a
tion des appli
ations homog�enes dans les espa
es de Besov,

et est la tradu
tion au groupe de Heisenberg du th�eor�eme 1.3.2 de [7℄. Avant d'�enon
er le

r�esultat, donnons la d�e�nition suivante.

D�e�nition 3.1 Pour toute fon
tion f 2 C

1

(R

�

), on appellera f

�

(��

H

n

)

1

2

�

l'op�erateur

d�e�ni par

8u 2 S(H

n

); F

�

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

u

�

(�)F

�;�

= f

�

(4j�j(2j�j + n))

1

2

�

F(u)(�)F

�;�

:

Proposition 3.1 Si f 2 C

1

(R

�

) est homog�ene de degr�e m, alors pour tout � <

N

p

, pour

tout (p; r) 2 [1;1℄

2

et pour tout u 2

_

B

�

p;r

,

lim

k!1

k

X

j�k

�

j

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

uk

_

B

��m

p;r

� Ckuk

_

B

�

p;r

:

D�emonstration. Nous allons d�emontrer que pour toute fon
tion u 2 S(H

n

), on a

kf

�

(��

H

n

)

1

2

�

uk

_

B

��m

p;r

� Ckuk

_

B

�

p;r

:

La proposition suit alors par densit�e. Ave
 les notations rappell�ees au paragraphe 2.2, on a

F

�

_

�

j

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

u

�

(�)F

�;�

= R

�

j�j

(2

�2j

�)f

�

(4j�j(2j�j + n))

1

2

�

F(u)(�)F

�;�

; (3.12)


e qui, par l'homog�en�eit�e de f , 
onduit �a

F(

_

�

j

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

u)(�)F

�;�

= 2

jm

R

�

j�j

(2

�2j

�)f

��

4j2

�2j

�j(2j�j + n)

�

1

2

�

F(u)(�)F

�;�

:

D�e�nissons alors �

�

(�) = R

�

(�)f(2j�j

1

2

); et soit h la fon
tion radiale, dans S(H

n

) par [4℄, telle

que

F(h)(�)F

�;�

= �

�

j�j

(�)F

�;�

;

o�u 
omme pr�e
�edemment, on a not�e �

�

j�j

(�) = �

�

((2j�j+n)�): La 
ondition de support de R

�

nous permet d'�e
rire

F

�

_

�

j

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

u

�

(�)F

�;�

= 2

jm

�

�

j�j

(2

�2j

�)

X

jj�j

0

j�1

R

�

j�j

(2

�2j

0

�)F(u)(�)F

�;�

:

On en 
on
lut que

_

�

j

f

�

(��

H

n

)

1

2

�

u = 2

jm+jN

h(Æ

2

j
�) �

X

jj�j

0

j�1

_

�

j

0

u; (3.13)

et don
 le lemme est d�emontr�e, par appli
ation de l'in�egalit�e de Young 
omme dans [7℄. 2
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3.2.4 Composition par des fon
tions C

1

Le lemme 3.1 a en�n pour 
ons�equen
e le r�esultat suivant, sur la 
omposition par des fon
tions

de 
lasse C

1

.

Proposition 3.2 Soit u 2 L

1

\ B

�

p;r

(H

n

) une fon
tion �a valeurs r�eelles, ave
 � > 0. Soit F

une fon
tion dans l'espa
e C

1

(R) telle que F (0) = 0. Alors F (u) est dans L

1

\B

�

p;r

(H

n

), et

kF (u)k

B

�

p;r

(H

n

)

� Ckuk

B

�

p;r

(H

n

)

;

o�u C ne d�epend que de F et de kuk

L

1

(H

n

)

.

D�emonstration. La d�emonstration de 
ette proposition repose sur le lemme de 
ara
t�erisation 3.2,

et est identique au 
as 
lassique (voir [1℄, [13℄). Rappellons bri�evement la m�ethode : on

�e
rit F (u) 
omme la s�erie

F (u) =

X

j��1

v

j

; o�u v

j

= F

0

�

X

k�j

�

k

u

1

A

� F

0

�

X

k�j�1

�

k

u

1

A

; (3.14)

en se souvenant que

F (u) = lim

j!1

F

0

�

X

k�j

�

k

u

1

A

:

Il suÆt alors de d�emontrer que

8
 2 N; k(��

H

n

)




v

j

k

L

p

(H

n

)

� C







j

2

�j(��2
)

; (3.15)

o�u C




ne d�epend que de 
, et (


j

)

j�0

est une suite de `

r

(N), 
e qui par le lemme 3.2 donnera

le r�esultat.

L'estimation (3.15) s'obtient en �e
rivant la formule de Taylor ave
 reste int�egral, �a l'ordre 1,

qui fournit

F

0

�

X

k�j

�

k

u

1

A

� F

0

�

X

k�j�1

�

k

u

1

A

= �

j

u

Z

1

0

F

0

0

�

X

k�j�1

�

k

u+ t�

j

u

1

A

dt:

La �n de la preuve 
onsiste alors �a estimer des d�eriv�ees su

essives du terme dans l'int�egrale,

par appli
ation de la formule de Faa{di{Bruno : nous renvoyons �a [13℄ pour des d�etails. 2

Remarque. On a le même type de r�esultat pour les espa
es de Sobolev homog�enes

_

H

s

, pour

tout s > 0:

3.2.5 In
lusions de Sobolev

Nous allons dans 
ette se
tion pr�esenter une d�emonstration des in
lusions de Sobolev utilisant

le d�e
oupage dyadique.
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Th�eor�eme 3.1 Soit p 2 [1;1℄ et soit � 2 R tel que 0 < � < N=r. Alors l'in
lusion

B

�

r;r

(H

n

) � L

p

(H

n

); ave
 p =

rN

N � r�

est 
ontinue.

D�emonstration. Soit f 2 S(H

n

). On a

kfk

p

L

p

(H

n

)

= p

Z

1

0

a

p�1

� (fjf j > ag) da;

o�u � est la mesure de Haar sur H

n

(�egale �a la mesure de Lebesgue). Soit alors A un r�eel

stri
tement positif �a �xer, et �e
rivons

f = f

1;A

+ f

2;A

; ave
 f

1;A

=

X

2

j

<A

�

j

f et f

2;A

=

X

2

j

�A

�

j

f:

On a, en utilisant le lemme 3.1,

kf

1;A

k

L

1

(H

n

)

�

X

2

j

<A

k�

j

fk

L

1

(H

n

)

�

X

2

j

<A

2

j�

k�

j

fk

L

r

(H

n

)

2

j(

N

r

��)

(3.16)

� CA

N

r

��

kfk

B

�

r;r

(H

n

)

:

Choisissons �a pr�esent A = A

a

tel que

CA

N

r

��

a

kfk

B

�

r;r

(H

n

)

=

a

4

:

Comme

� (fjf j > ag) � �

�

fjf

1;A

j >

a

2

g

�

+ �

�

fjf

2;A

j >

a

2

g

�

;

on en d�eduit, ave
 le 
hoix A = A

a

, que

� (fjf j > ag) � �

�

fjf

2;A

j >

a

2

g

�

:

Mais on a, par l'in�egalit�e de Bienaym�e{T
hebyt
hev,

�

�

fjf

2;A

j >

a

2

g

�

� 2

r

a

�r

kf

2;A

k

r

L

r

(H

n

)

;

et

kf

2;A

a

k

r

L

r

(H

n

)

=

Z

H

n

j

X

2

j

�A

a

�

j

f j

r

dzds

�

Z

H

n

0

�

X

2

j

�A

a

2

j"r

j�

j

f j

r

dzds

1

A

0

�

X

2

j

�A

a

2

�j"r

0

1

A

r

r

0

;
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o�u 1=r + 1=r

0

= 1, et don


kf

2;A

a

k

r

L

r

(H

n

)

� CA

�"r

a

X

2

j

�A

a

2

j"r

k�

j

fk

r

L

r

(H

n

)

:

Par 
ons�equent, on peut �e
rire, en utilisant le th�eor�eme de Fubini, que

kfk

p

L

p

(H

n

)

� C

Z

1

0

a

p�r�1

A

�"r

a

X

2

j

�A

a

2

j"r

k�

j

fk

r

L

r

(H

n

)

da

� C

X

j��1

�

Z

C2

j(

N

r

��)

kfk

B

�

r;r

0

a

p�r�1�"r

r

N�r�

da

�

�(4Ckfk

B

�

r;r

)

"r

2

(N�r�)

�1

2

j"r

k�

j

fk

r

L

r

(H

n

)

� Ckfk

p�r

B

�

r;r

X

j��1

2

j(N=r��)(p�r)

k�

j

fk

r

L

r

(H

n

)

� Ckfk

p�r

B

�

r;r

X

j��1

2

j�r

k�

j

fk

r

L

r

(H

n

)

:

Le th�eor�eme est d�emontr�e. 2

Remarque. La même d�emonstration permet d'obtenir l'in�egalit�e de Sobolev pr�e
is�ee suivante

(voir [10℄) :

kfk

L

p

(H

n

)

� Ckfk

1�

r

p

B

�(

N

r

��)

1;1

(H

n

)

kfk

r

p

B

�

r;r

(H

n

)

:

Il suÆt en e�et de modi�er le 
al
ul (3:16) : si l'on n'utilise pas le lemme 3.1, il vient

kf

1;A

k

L

1

� CA

N=r��

kfk

B

�(

N

r

��)

1;1

;

et les 
al
uls sont alors identiques, en 
hoissant A = A

a

ave


a

4

= CA

N=r��

a

kfk

B

�(

N

r

��)

1;1

:

4 Paraproduit sur le groupe de Heisenberg

4.1 Introdu
tion

L'objet de 
ette se
tion est d'adapter au groupe de Heisenberg l'algorithme de paraproduit

introduit par J.-M. Bony dans [5℄.

Par rapport au 
as 
lassique, une diÆ
ult�e apparâ�t, due au fait que l'on ne dispose pas

d'�e
riture simple pour la transform�ee de Fourier du produit de deux fon
tions. Notamment

il n'est pas �evident a priori, et 
ontrairement au 
as 
lassique, que si deux fon
tions ont une
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transform�ee de Fourier support�ee dans des 
ouronnes suÆsamment �eloign�ees l'une de l'autre,

alors la transform�ee de Fourier de leur produit reste support�ee dans une 
ouronne. N�eanmoins


e r�esultat est 
onserv�e pour le groupe de Heisenberg, 
omme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1 Soient j et j

0

deux entiers, et soient f et g deux fon
tions de S

0

(H

n

) telles

que f �

~

f

j

= 0 et g � ~g

j

0

= 0 pour toutes les fon
tions radiales

~

f

j

et ~g

j

0

dans S(H

n

), telles que

F(

~

f

j

)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

C

0

;

F(~g

j

0

)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

0

C

0

:

Alors si j

0

� j > 1, il existe une 
ouronne C

0

0

telle que fg �

~

h

j

0

= 0 pour toutes les fon
tions

radiales

~

h

j

0

dans S(H

n

), telles que

F(

~

h

j

0

)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

0

C

0

0

:

D'autre part, si jj

0

� jj � 1, alors il existe une boule B

0

0

telle que fg �

~

h

0

j

0

= 0 pour toutes les

fon
tions radiales

~

h

0

j

0

dans S(H

n

), telles que

F(

~

h

0

j

0

)(�)F

�;�

= 0 pour � 2 (2j�j + n)

�1

2

2j

0

B

0

0

:

Remarque. De la même mani�ere que pour le lemme 3.1 vu plus haut, dans le 
as de fon
tions

dans S(H

n

), 
ette proposition s'�e
rit plus simplement de la fa�
on suivante.

Proposition 4.2 Soient j et j

0

deux entiers, et soient f et g deux fon
tions de S(H

n

) telles

que

F(f)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

C

0

(�)F(f)(�)F

�;�

;

F(g)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

0

C

0

(�)F(g)(�)F

�;�

;

ave
 j

0

� j > 1. Alors il existe une 
ouronne C

0

0

telle que

F(fg)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

0

C

0

0

(�)F(fg)(�)F

�;�

:

D'autre part, si jj

0

� jj � 1, alors il existe une boule B

0

0

telle que

F(fg)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

0

B

0

0

(�)F(fg)(�)F

�;�

:

D�emonstration de la proposition 4.1. Nous supposerons dans la suite que f et g sont

deux fon
tions de S(H

n

), la proposition 4:1 s'obtenant par densit�e. On est don
 ramen�e �a

d�emontrer la proposition 4:2.

Pour simpli�er nous ne traiterons dans la suite que le 
as � > 0. Par d�e�nition de F(f)(�),

on a

F(f)(�)F

�;�

(�) =

Z

H

n

f(z; s)u

�

z;s

F

�;�

(�) dzds

=

Z

H

n

f(z; s)

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

e

i�s+2�(��z�jzj

2

=2)

dzds:
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En �e
rivant � = �

a

+ i�

b

et z = z

a

+ iz

b

, il vient

F(f)(�)F

�;�

(�) =

�

A

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��);

o�u l'on a �e
rit f

b

pour la transform�ee de Fourier usuelle de toute fon
tion f , et o�u

A

�

�;�

f(z; s) =

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

e

��(j���zj

2

�j�j

2

)

f(z; s):

Remarque. Par 
e 
al
ul, on a fait le lien entre la transform�ee de Fourier \Heisenberg" et

la transform�ee de Fourier usuelle. C'est 
e lien qui est la 
lef de la d�emonstration du r�esultat.

On peut �a pr�esent �e
rire

F(fg)(�)F

�;�

(�) =

�

A

�

�;�

fg

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��):

Soit alors � un multi{indi
e tel que � � �, et j�j = E

�

j�j

2

�

, o�u E est la partie enti�ere.

D�e�nissons

B

�

�;�

f(z; s) =

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

f(z; s):

Alors on a

�

A

�

�;�

fg

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) =

 

�

�

!

�

1

2 �

B

�

�;�

f

�

b

�

�

A

���

�;�

g

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��):

Il reste don
 �a �etudier les supports de 
es deux fon
tions en 
onvolution. On sait que

�

A

���

�;�

g

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) = F(g)(�)F

���;�

(�)

= 1

(2j���j+n)

�1

2

2j

0

C

0

(�)

�

A

���

�;�

g

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��);

don
 le support en � de la fon
tion

�

A

���

�;�

g(z; s)

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) est in
lus dans la 
ou-

ronne (2j� � �j+ n)

�1

2

2j

0

C

0

.

Lemme 4.1 La fon
tion

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) v�eri�e

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) = 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

B

00

0

(�)

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��)

o�u B

00

0

= f� 2 R; j� j � 4g:

Supposons un instant 
e lemme d�emontr�e. Alors la proposition 4.1 suit imm�ediatement,

puisque le fait que j

0

� j > 1 implique que la 
ouronne C

0

et la boule B

00

0

sont disjointes.

De même, on a le r�esultat 
her
h�e dans le 
as o�u jj

0

� jj � 1. 2
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D�emonstration du lemme 4.1.

�

E
rivons

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) =

Z

f(z; s)e

i�s+2i�(�

b

z

a

+�

a

z

b

)

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

dzds

=

Z

f(z; s)e

��(j���zj

2

�j�j

2

)

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

e

�(j���zj

2

�j�j

2

)

e

iJ

�

(s;z;�)

dzds;

ave
 J

�

(s; z; �) = �s+ 2�(�

b

z

a

+ �

a

z

b

). Mais il existe une suite (


k

)

k2N

n

telle que

e

�j���zj

2

=

X

k2N

n




k

 

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

!

�

jkj

(� � �z)

k

(2k)!

:

La fon
tion

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) est don
 �egale �a

Z

e

iJ

�

(s;z;�)

e

��(j���zj

2

�j�j

2

)

�

p

2�(� � �z)

�

�

p

�!

f(z; s)

X

k2N

n




k

 

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

!

�

jkj

(� � �z)

k

(2k)!

dzds:

En �e
rivant

�

p

2�(� � �z)

�

�

�

jkj

(� � �z)

k

p

�!(2k)!

=

�

p

2�(� � �z)

�

�+k

p

(� + k)!

�

jkj=2

d

k;�

;

o�u les d

k;�

sont des 
onstantes, il vient pour

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��)

X

k2N

n

�

jkj=2

d

k;�




k

Z

e

iJ

�

(s;z;�)

f(z; s)

 

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

!

e

��(j���zj

2

�j�j

2

)

�

p

2�(� � �z)

�

�+k

p

(� + k)!

dzds;

d'o�u �nalement

�

B

�

�;�

f

�

b

=

X

k2N

n

�

jkj

2

d

k;�




k

 

A

�+k

�;�

 

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

!

f

!

b

:

�

Etudions s�epar�ement 
ha
un des termes de 
ette s�erie. Il est fa
ile de voir que pour tout 
 tel

que 


i

6= 0,

�

�

i

(F(f)(�))F


;�

(�) = 





p

�F(f)(�)F


�1

i

;�

(�) + 2�(F(z

i

f)(�))F


;�

(�)

o�u l'on a not�e 1

i

pour le ve
teur de R

n

dont toutes les 
omposantes sont nulles sauf la


omposante i, �egale �a 1. Dans le 
as o�u 


i

= 0, on a simplement

�

�

i

(F(f)(�))F


;�

(�) = 2�(F(z

i

f)(�))F


;�

(�):

Don
 le support en � de F((

�

�

i

� z

i

)f)(�)F


;�

(�) est in
lus dans la r�eunion suivante :

2

2j

(2j
j + n)

�1

C

0

[ 2

2j

(2(j
j � 1) + n)

�1

C

0

:
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Une r�e
urren
e imm�ediate implique que le support en � de F(

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

f)(�)F


;�

(�) est

in
lus dans

2

2j

(2j
j + n)

�1

C

0

[ :: [ 2

2j

(2(j
j � k

1

� ::� k

n

) + n)

�1

C

0

:

Mais 
omme 
 = � + k, on obtient �nalement que le support en � de

 

A

�+k

�;�

 

n

Y

i=1

(

�

�

i

� z

i

)

k

i

!

f

!

b

(�2��

b

;�2��

a

;��)

est in
lus dans

2

2j

(2j�j + n)

�1

C

0

[ :: [ 2

2j

(2(j�j + k

1

+ ::+ k

n

) + n)

�1

C

0

;


'est{�a{dire dans la boule, ind�ependante de k,

(2j�j + n)

�1

2

2j

B

00

0

; o�u B

00

0

= f� 2 R; j� j � 4g :

Mais alors 
ha
un des termes de la s�erie, qui 
onverge vers

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��), est

support�e dans une boule �xe, 
e qui implique que

�

B

�

�;�

f

�

b

(�2��

b

;�2��

a

;��) est support�e

dans 
ette même boule.

Le lemme est don
 d�emontr�e, et ave
 lui, la proposition 4.1. 2

4.2 L'algorithme de paraproduit

4.2.1 D�e�nitions

D�e�nition 4.1 On appelle paraproduit de f par g, et l'on note T

f

g, l'op�erateur bilin�eaire

suivant :

T

f

g

def

=

X

j

0

�j�2

�

j

0

f�

j

g =

X

j

S

j�1

f�

j

g;

o�u l'on a d�e�ni

S

j

f =

X

j

0

�j�1

�

j

0

f:

On appelle reste du produit fg, et l'on note R(f; g), l'op�erateur bilin�eaire sym�etrique suivant :

R(f; g)

def

=

X

jj�j

0

j�1

�

j

0

f�

j

g:

Remarque. La proposition 4.1 implique en parti
ulier que 8 j � 0 et 8 � 2 f�1; 0; 1g, on a

F(S

j�1

f�

j

g)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

C

0

0

(�)F(S

j�1

f�

j

g)(�)F

�;�

;

F(�

j��

f�

j

g)(�)F

�;�

= 1

(2j�j+n)

�1

2

2j

B

0

0

(�)F(S

j��

f�

j

g)(�)F

�;�

:
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4.2.2 Lois de produit

Les d�emonstrations des r�esultats 
i{dessous s'obtiennent exa
tement 
omme dans le 
as 
las-

sique, par appli
ation du lemme 3.1. Nous renvoyons �a [7℄ pour les d�etails.

Th�eor�eme 4.1 Soient � et �

0

deux r�eels, et p et r deux �el�ements de [1;+1℄. Alors si a

est un �el�ement de L

1

(H

n

), l'op�erateur T

a

est 
ontinu de B

�

p;r

dans B

�

p;r

, et si a 2 C

�

0

(H

n

)

ave
 �

0

< 0, alors T

a

est 
ontinu de B

�

p;r

dans B

�+�

0

p;r

, et l'on a

kT

a

bk

B

�

p;r

(H

n

)

� Ckak

L

1

(H

n

)

kbk

B

�

p;r

(H

n

)

;

et kT

a

bk

B

�+�

0

p;r

(H

n

)

� Ckak

C

�

0

(H

n

)

kbk

B

�

p;r

(H

n

)

; �

0

< 0:

D'autre part, pour tous r�eels �

1

et �

2

tels que �

1

+ �

2

> 0, et pour tous les p

1

; p

2

; p; r

1

; r

2

dans [1;+1℄ tels que

1

p

�

1

p

1

+

1

p

2

et

1

r

def

=

1

r

1

+

1

r

2

� 1; l'op�erateur R est bilin�eaire 
ontinu

de

B

�

1

p

1

;r

1

�B

�

2

p

2

;r

2

dans B

�

12

p;r

;

o�u �

12

= �

1

+ �

2

�N(

1

p

1

+

1

p

2

�

1

p

).

En�n si �

1

+ �

2

� 0; et

1

p

�

1

p

1

+

1

p

2

et

1

r

1

+

1

r

2

= 1, alors R est bilin�eaire 
ontinu de

B

�

1

p

1

;r

1

�B

�

2

p

2

;r

2

dans B

�

12

p;1

:

Corollaire 4.1 Soient � > 0 et (p; r) 2 [1;+1℄

2

trois r�eels. Si u et v sont deux �el�ements

de L

1

\B

�

p;r

(H

n

), alors uv 2 B

�

p;r

(H

n

), et

kuvk

B

�

p;r(H

n

)

� C(kuk

L

1

kvk

B

�

p;r

+ kvk

L

1

kuk

B

�

p;r

):

Si �

1

+ �

2

> 0 et si p

1

est tel que �

1

< N=p

1

, alors pour tout 
ouple (p

2

; r

2

) 2 [1;+1℄

2

, on a

pour tous u et v dans B

�

1

p

1

;1

\B

�

2

p

2

;r

2

(H

n

),

kuvk

B

�

p

2

;r

2

(H

n

)

� C(kuk

B

�

1

p

1

;1

kvk

B

�

2

p

2

;r

2

+ kvk

B

�

1

p

1

;1

kuk

B

�

2

p

2

;r

2

);

o�u � = �

1

+ �

2

�N=p

1

. D'autre part, si �

1

+ �

2

� 0, �

1

< N=p

1

et

1

r

1

+

1

r

2

= 1, alors pour u

et v dans B

�

1

p

1

;r

1

\B

�

2

p

2

;r

2

(H

n

), on a

kuvk

B

�

p;1

(H

n

)

� C(kuk

B

�

1

p

1

;r

1

kvk

B

�

2

p

2

;r

2

+ kvk

B

�

1

p

1

;r

1

kuk

B

�

2

p

2

;r

2

):

En�n si �

1

+ �

2

> 0, �

j

< N=p

j

et p � max(p

1

; p

2

), alors pour tout (r

1

; r

2

),

kuvk

B

�

12

p;r

(H

n

)

� Ckuk

B

�

1

p

1

;r

1

kvk

B

�

2

p

2

;r

2

;

ave
 �

12

= �

1

+ �

2

�N(

1

p

1

+

1

p

2

�

1

p

) et r = max(r

1

; r

2

), et si �

1

+ �

2

� 0, ave
 �

j

< N=p

j

et

1

r

1

+

1

r

2

= 1, alors pour tout p � max(p

1

; p

2

),

kuvk

B

�

12

p;1

(H

n

)

� Ckuk

B

�

1

p

1

;r

1

kvk

B

�

2

p

2

;r

2

:
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Remarque. Les r�esultats 
orrespondant au 
as des espa
es de Besov homog�enes s'�enon
ent

de mani�ere identique.

Un se
ond 
orollaire �a 
e th�eor�eme est d�emontr�e dans [8℄, la d�emonstration i
i est identique.

Corollaire 4.2 Soient � et r deux r�eels tels que � � 2 et 1=2 < r < 1. Il existe alors une


onstante C telle que pour toutes fon
tions u, v, et w ave


u 2 B

�

1;1

\C

r

(H

n

) et (v; w) 2

�

B

��1

1;1

\ C

r�1

�

2

(H

n

);

on a

kuvwk

B

��2+r

1;1

(H

n

)

� Ckuk

B

�

1;1

\C

r

kvk

B

��1

1;1

\C

r�1

kwk

B

��1

1;1

\C

r�1

:

En�n les op�erateurs de paraproduit permettent de pr�e
iser la proposition 3.2, sur la 
ompo-

sition par une fon
tion C

1

, de la mani�ere suivante.

Proposition 4.3 Soit u une fon
tion �a valeurs r�eelles telle que u 2 B

�

p;r

(H

n

), ave
 � > N=p.

Soit en�n F 2 C

1

(R). Alors

F (u) = T

F

0

(u)

u+R; o�u R 2 B

2��N=p

p;r

(H

n

):

D�emonstration. Nous n'allons pas donner i
i les d�etails des 
al
uls 
onduisant �a 
e r�esultat,

et renvoyons au livre de Y. Meyer ([13℄) pour la d�emonstration de 
ette proposition. Rappellons

simplement que la d�emonstration 
onsiste �a �e
rire la s�erie t�el�es
opique (3.14) d�ej�a employ�ee

pour d�emontrer la proposition 3.2, et d'utiliser alors la formule de Taylor ave
 reste int�egral

�a l'ordre deux. 2

5 Appli
ations

5.1 L'in�egalit�e de Gagliardo{Nirenberg

On d�e�nit les espa
es W

�;r

(H

n

) 
omme la 
ompl�etion de S(H

n

) pour la norme

kuk

W

�;r

(H

n

)

= k(��

H

n

)

�=2

uk

L

r

(H

n

)

:

L'objet de 
ette se
tion est de d�emontrer, par appli
ation des r�esultats pr�esent�es pr�e
�edem-

ment, le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 5.1 Soit f une fon
tion de L

q

\W

�;r

(H

n

), ave
 q et r stri
tement sup�erieurs �a 1

et � � 0. Alors f 2W

�;p

(H

n

), et

k(��

H

n

)

�=2

fk

L

p

(H

n

)

� Ckfk

�

L

q

(H

n

)

k(��

H

n

)

�=2

fk

1��

L

r

(H

n

)

;

o�u

1

p

=

�

q

+

1� �

r

, � = (1� �)�, et � 2 ℄0; 1[.
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D�emonstration. Commen�
ons par rappeller la d�e�nition et les prin
ipales propri�et�es de la

fon
tion maximale (voir [18℄, 
hapitre XIII page 638, pour des d�etails).

Rappellons que la distan
e homog�ene sur le groupe de Heisenberg est d�e�nie par

jjj(z; s)jjj

def

=

�

jzj

4

+ jsj

2

�

1=4

:

Les \boules" asso
i�ees �a 
ette distan
e sont not�ees

B(z; s;R) =

n

(z

0

; s

0

) 2 H

n

j jjj(z

0

; s

0

)(z; s)

�1

jjj � R

o

;

et leur mesure est not�ee m(B(z; s;R)).

D�e�nition 5.1 Soit f 2 L

1

lo


(H

n

). La fon
tion maximale de f est d�e�nie par

Mf(z; s)

def

= sup

R>0

1

m(B(z; s;R))

Z

B(z;s;R)

jf(z

0

; s

0

)jdz

0

ds

0

:

Proposition 5.1 Si f 2 L

p

(H

n

), ave
 1 < p � 1, alors Mf 2 L

p

(H

n

), et

kMfk

L

p

(H

n

)

� A

p

kfk

L

p

(H

n

)

(5.1)

o�u A

p

est une 
onstante d�ependant de p et de n.

D'autre part, soit ' 2 L

1

(H

n

), et supposons que le plus petit majorant radial de ', not�e  et

d�e�ni par  (z; s) = sup

jjj(z

0

;s

0

)jjj�jjj(z;s)jjj

'(z

0

; s

0

) est dans L

1

(H

n

). Alors pour tout f 2 L

p

(H

n

),

ave
 1 � p �1, on a

jf � '(z; s)j � k k

L

1

(H

n

)

Mf(z; s): (5.2)

D�emontrons �a pr�esent l'in�egalit�e propos�ee pour une fon
tion f 2 S(H

n

). On peut �e
rire

(��

H

n

)

�

2

f =

X

j�A

(��

H

n

)

�

2

_

�

j

f +

X

j>A

(��

H

n

)

���

2

_

�

j

((��

H

n

)

�

2

f);

o�u A est une 
onstante �a �xer. Nous avons vu en (3.12) que

F

�

a((��

H

n

)

1

2

)

_

�

j

f

�

(�)F

�;�

= 2

jm

R

�

j�j

(2

�2j

�)a

�

(4j2

�2j�

j(2j�j + n))

1

2

�

F(f)(�)F

�;�

;

d�es que a 2 C

1

(R

�

) est homog�ene de degr�e m. Alors 
omme en (3.13), on a

a(��

H

n

)

_

�

j

f = 2

jm+jN

h(Æ

2

j

�) �

X

jj�j

0

j�1

_

�

j

0

f;

o�u h est la fon
tion de S(H

n

) telle que

F(h)(�)F

�;�

= R

�

j�j

(�)a

�

(4j2

�2j

�j)

1

2

�

F

�;�

:

Mais alors 
omme dans [2℄, il existe une fon
tion

~

h radiale, int�egrable et d�e
roissante en la

distan
e �a l'origine, qui majore h, 
e qui par appli
ation de (5.2), donne

ja(��

H

n

)

_

�

j

f(z; s)j � C2

jm

Mf(z; s):
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En appliquant 
ette in�egalit�e �a a(D) = (��

H

n

)

�

2

puis �a a(��

H

n

) = (��

H

n

)

���

2

, il vient

j(��

H

n

)

�

2

f(z; s)j � C

0

�

X

j�A

2

�j

Mf(z; s) +

X

j>A

2

(���)j

M((��

H

n

)

�

2

f)(z; s)

1

A

� C2

�A

Mf(z; s) + C2

(���)A

M((��

H

n

)

�

2

f)(z; s);

puisque � > �. En optimisant sur A, il vient

j(��

H

n

)

�

2

f(z; s)j � C (Mf(z; s))

1�

�

�

�

M((��

H

n

)

�

2

f)(z; s)

�

�

�

:

Il suÆt alors d'appliquer l'in�egalit�e de H�older, qui donne

k(��

H

n

)

�

2

fk

L

p

(H

n

)

� CkMfk

�

L

q

(H

n

)

kM((��

H

n

)

�

2

f)k

1��

L

r

;

ave
 � = 1� �=�.

L'in�egalit�e maximale (5.1) termine la d�emonstration. 2

Remarque. Dans le 
as o�u p = q = r = 1, l'in�egalit�e 
orrespondante

k(��

H

n

)

�=2

fk

L

1

(H

n

)

� Ckfk

�

L

1

(H

n

)

k(��

H

n

)

�=2

fk

1��

L

1

(H

n

)

;

o�u � = (1� �)�, et � 2 ℄0; 1[, se d�emontre simplement par le 
al
ul suivant :

k(��

H

n

)

�=2

fk

L

1

(H

n

)

� k

X

j�A

(��

H

n

)

�

2

_

�

j

fk

L

1

(H

n

)

+ k

X

j>A

(��

H

n

)

���

2

_

�

j

((��

H

n

)

�

2

f)k

L

1

(H

n

)

� C2

(1��)�A

kfk

L

1

(H

n

)

+ C2

���A

k(��

H

n

)

�

2

fk

L

1

(H

n

)

;


e qui, en optimisant sur A, 
onduit au r�esultat.

5.2

�

Equations semi{lin�eaires sous{elliptiques

Dans [21℄, C.-J. Xu et C. Zuily d�emontrent un r�esultat de r�egularit�e des solutions faibles

d'�equations quasi{lin�eaires sous{elliptiques. Nous nous proposons i
i, dans le 
as o�u l'op�era-

teur sous{elliptique est ��

H

n

et dans un 
adre semi{lin�eaire, d'en pr�esenter une d�emonstra-

tion plus �el�ementaire, reposant sur le paraproduit et les espa
es de Besov. Cette d�emonstration

dans le 
as 
lassique est due �a J.-Y. Chemin et C.-J. Xu, voir [8℄.

Consid�erons don
 l'�equation semi{lin�eaire sous{elliptique suivante, o�u N

0

2 N, et b

k

0

ij;k`

est

une fon
tion ind�e�niment di��erentiable :

��

H

n

u

k

0

+

2n

X

i;j=1

N

0

X

k;`=1

b

k

0

ij;k`

(u)X

i

u

k

X

j

u

`

= 0; (5.3)

pour k

0

2 f1; ::; N

0

g. On peut alors d�emontrer le th�eor�eme suivant.
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Th�eor�eme 5.2 Si � est un r�eel tel que � >

1

2

, et si u est solution faible de (5:3) telle

que u 2 H

1

(H

n

) \ C

�

(H

n

), alors u 2 C

1

(H

n

).

D�emonstration. Les r�esultats obtenus jusqu'i
i permettent de reprendre �a l'identique la

d�emonstration de [8℄ ; nous la reproduisons i
i pour la 
ommodit�e du le
teur.

On peut supposer que � � 1. Commen�
ons par remarquer que si u 2 H

1

(H

n

)\C

�

(H

n

), alors

b

k

0

ij;k`

(u)X

i

u

k

X

j

u

`

2 L

1

(H

n

);

et don
 par l'inje
tion 
ontinue de L

1

(H

n

) dans B

0

1;1

(H

n

), on en d�eduit que

�

H

n

u

k

0

2 B

0

1;1

(H

n

):

Mais l'op�erateur (��

H

n

) est un isomorphisme de B

�

p;r

(H

n

) dans B

��2

p;r

(H

n

) pour tout � 2 R,

et pour tous (p; r) 2 [1;1℄ (voir [4℄), par 
ons�equent on obtient que u 2 B

2

1;1

(H

n

).

On raisonne alors par r�e
urren
e, en montrant que pour tout k 2 N,

u 2 B

2+k�

1;1

\ C

�

(H

n

)) u 2 B

2+(k+1)�

1;1

(H

n

); (5.4)


e qui d�emontrera le th�eor�eme.

Pour d�emontrer (5.4), il suÆt d'utiliser la proposition 3.2 
i{dessus, qui implique que

b

k

0

ij;k`

(u) 2 B

2+k�

1;1

\ C

�

(H

n

);

et don
 par le 
orollaire 4.2, on a

b

k

0

ij;k`

(u)X

i

u

k

X

j

u

`

2 B

(k+1)�

1;1

(H

n

):

On en 
on
lut alors que

u 2 B

2+(k+1)�

1;1

(H

n

);


e qui a
h�eve la d�emonstration. 2

5.3

�

Equations d'ondes semi{lin�eaires

Consid�erons l'�equation d'ondes semi{lin�eaire suivante :

(

�

tt

u��

H

n

u = jXuj

2

F (u) dans R�H

n

(u

jt=0

; �

t

u

jt=0

) = (u

0

; u

1

);

(5.5)

o�u F 2 C

1

(R). On a not�e Xu = (X

1

u; ::;X

2n

u), et l'on notera dor�enavant Du = (�

t

u;Xu).

D�emontrons le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 5.3 Soit s >

N

2

+

3

4

, et (u

0

; u

1

) 2

_

H

s

�

_

H

s�1

(H

n

). Alors il existe un temps T > 0

tel que (5:5) poss�ede une unique solution u, ave


u 2 L

1

([0; T ℄;

_

H

s

(H

n

)); et Du 2 L

1

([0; T ℄;

_

H

s�1

(H

n

)) \ L

4

([0; T ℄; L

1

(H

n

)):
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Remarque. Ce th�eor�eme est l'analogue sur le groupe de Heisenberg du th�eor�eme 1 de [17℄

du 
as 
lassique. Notons toutefois que la restri
tion sur l'indi
e s est plus forte dans notre


adre (quand d = 3, la restri
tion dans [17℄ est s > 2). Comme nous le verrons dans la

d�emonstration, 
ela est dû au fait que le domaine de validit�e des estimations de Stri
hartz

g�en�eralis�ees, sur le groupe de Heisenberg, est moins �etendu sur H

n

que sur R

n

(voir [4℄).

D�emonstration du th�eor�eme. Nous allons 
ommen
er par rappeler le th�eor�eme 4.1 de [4℄,

donnant les estimations de Stri
hartz g�en�eralis�ees, sur le groupe de Heisenberg, v�eri��ees par

la solution u de

(

�

tt

u��

H

n

u = f dans R�H

n

(u

jt=0

; �

t

u

jt=0

) = (u

0

; u

1

):

Notons que dans [4℄, le th�eor�eme est d�emontr�e pour (u

0

; u

1

) 2

_

H

1

�L

2

(H

n

), mais on obtient

de mani�ere identique le 
as (u

0

; u

1

) 2

_

H

s

�

_

H

s�1

(H

n

).

Proposition 5.2 Soient trois r�eels s, �

1

et �

2

, et soient p

i

; r

i

, pour i 2 f1; 2g, tels que

2

p

i

�

1

2

�

1

r

i

et 2 � r

i

� 1

�

1

+N(

1

2

�

1

r

1

)�

1

p

1

= s et �

2

+N(

1

2

�

1

r

2

)�

1

p

2

= 1� s:

Supposons que (u

0

; u

1

) 2

_

H

s

�

_

H

s�1

(H

n

). Alors pour tout temps T , on a

kuk

L

p

1

([0;T ℄;

_

B

�

1

r

1

;2

(H

n

))

+ k�

t

uk

L

p

1

([0;T ℄;

_

B

�

1

�1

r

1

;2

(H

n

))

� Ck(u

0

; u

1
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H
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�

_

H
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)
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L

�p

2
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_
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2

�r

2
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(H

n
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;

o�u pour tout r, on a not�e �r pour son 
onjugu�e, d�e�ni par 1=r + 1=�r = 1.

Pour all�eger les notations, on notera L

p

T

(

_

B

�

p;r

(H

n

)) l'espa
e L

p

([0; T ℄;

_

B

�

p;r

(H

n

)). D'autre part,

on supposera dans la suite que s �

N

2

+ 1 puisque dans le 
as s >

N

2

+ 1, la r�esolution du

syst�eme est simplement due �a la th�eorie 
lassique des syst�emes sym�etriques hyperboliques.

Par la proposition 
i{dessus, on a don


kuk

L

1

T

(

_

H

s

(H

n

))

+ k�

t

uk

L

1

T

(

_

H

s�1

(H

n
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� Ck(u
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1

)k

_

H

s

�

_
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s�1

(H

n

)

+ Ck jXuj

2

F (u)k

L

1

T

(

_

H

s�1

(H

n

))

;

et, pour tout " > 0, puisque s >

N

2

+

3

4

, on a

kuk

L

p

1

T
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_

B

"+1

1;2

(H
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+ k�

t
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)

(5.6)

+ Ck jXuj

2

F (u)k

L

1

T

(

_

H

s�1

(H

n

))

;

ave


1

p

1

= 1 + "+

N

2

� s, et l'on peut 
hoisir p

1

= 4.
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Remarque. C'est i
i que la restri
tion sur s intervient, et elle est due au fait que sur le groupe

de Heisenberg, on a n�e
essairement p

1

� 4, alors que dans le 
as 
lassique, la limitation sur p

1

est p

1

� 2 (en dimension d � 3). Cette limitation dans le 
as 
lassique permet don
 de r�esoudre

notre probl�eme pour s >

n+ 1

2

d�es que la dimension d'espa
e est n � 3, et pour s > 1 +

3

4

en dimension 2. I
i en toute dimension, on demande que s >

N

2

+

3

4

.

Le lemme 3.3 indique que les X

j

op�erent sur les espa
es de Besov, par 
ons�equent l'estima-

tion (5:6) s'�e
rit aussi

kDuk
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T
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_
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)
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s�1
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:

En outre, 
omme

_

B

"

1;2

� L

1

, on a �nalement

kDuk

L

4

T
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1
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_
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:

Il reste �a estimer jXuj

2

F (u) dans

_

H

s�1

(H

n

). Pour 
ela, on va faire appel aux estimations

dou
es obtenues en se
tion 3.2.2 et �a la proposition 3.2 sur la 
omposition par des fon
-

tions C

1

, ainsi qu'�a l'algorithme de paraproduit introduit dans la d�e�nition 4.1. Commen�
ons

par d�e�nir la fon
tion G 2 C

1

(R) par

G(u) = F (u)� F (0):

Alors, par les estimations dou
es de la se
tion 3.2.2, on a

k jXuj

2

F (u)k
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H
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)
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)

:

D�emontrons �nalement le lemme suivant :

Lemme 5.1 Si Xu 2 L

1

et u 2

_

H

s

(H

n

), ave
 s > N=2, alors

k jXuj
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)
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)

:

D�emonstration du lemme. Commen�
ons par remarquer que la proposition 3.2 sur la


omposition par des fon
tions C

1

implique, puisque G(0) = 0, que

kG(u)k

_

H

s

� Ckuk

_

H

s

:

En outre, les estimations dou
es de la se
tion 3.2.2 fournissent

k jXuj
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:

Le premier terme de 
ette estimation se majore en utilisant que

k jXujG(u)k
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;
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puisque s > N=2, 
e qui donne

kXuk
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)
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:

Quant au se
ond terme, on �e
rit l'algorithme de paraproduit :

jXuj G(u) = T

G(u)

jXuj + T

jXuj

G(u) +R(G(u); jXuj):

Le th�eor�eme 4.1 implique que

kT
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:

De même, on peut �e
rire que

kT
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;

puisque s > N=2, 
e qui donne l'estimation voulue. En�n pour le terme de reste, on �e
rit que

kR(G(u); jXuj)k
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:

Le lemme est don
 d�emontr�e. 2

On peut �a pr�esent a
hever la d�emonstration de la proposition. En d�esignant k � k

s;T

pour la

norme

kuk
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= kuk
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;

on a �nalement montr�e que
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):

Il est 
lassique que 
e type d'estimation 
onduit �a l'existen
e de solutions en temps petit

(d�ependant de (u

0

; u

1

)). L'uni
it�e est une 
ons�equen
e du fait queDu 2 L

1

([0; T ℄; L

1

(H

n

)). 2
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