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INTRODUCTION

Dans ce cours on va étudier quelques structures algébriques d’origine géométrique. Selon Felix Klein
(1849-1925), une géométrie est caractérisée par 'ensemble .7 des transformations géométriques autorisées.
En choisissant un systéme des coordonnées, on peut écrire 7 sous une forme matricielle. Du point de
vue dual, on peut considérer les quantités géométriques qui sont invariantes par rapport a 7. Voici trois
exemples classiques :

Géométrie Transformations Groupes Invariants
(en dimension n) géométriques matriciels géométriques
Euclidienne isométries O(n) (+ translations) produit scalaire (z | y) (=
distance, angle, volume)
Affine 01000 GL(n) (+ translations) rapport $4
o; projection parallele A, B, C alignés
Projective 01000 PGL(n+1) birapport 4258
o; projection centrale A, B,C, D alignés

On peut aussi associer une géométrie (et un groupe matriciel “classique”) & une forme bilinéaire ou
hermitienne. Par exemple, le produit scalaire euclidien

Bla,y)=(z|y) =Y x;u; (z,y €R")
j=1

est invariant par rapport au groupe orthogonal

O(n) ={A e GL,(R) | (Vz,y € R") (Az | Ay) = (z [ y)}.

Plus généralement, si K est un corps et V un K-espace vectoriel, un “produit”

B:VxV —K

est invariant par rapport au groupe

G={AeGL(V)| (Vz,y € V) B(Ax,Ay) = B(x,y)} C GL(V).
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Produit r,yeV B(x,y) G C GL(V)
euclidien z,y € R" D1 25Yj O(n) Cc GL,(R)
B(y,x) = B(z,y) groupe orthogonal
hermitien x,y € C" Z?:l T;Y; U(n) C GL,(C)
B(y,x) = B(z,y) groupe unitaire
symplectique z,y € K™ Z;.l:l(xjynﬂ- — TngY5) Sp(2n, K) C GL2,(K)
B(y,z) = —B(x,y) groupe symplectique
pseudoeuclidien z,y € RPTY > T = Y oht TprkYptk O(p,q) C GLp44(R)

Le groupe symplectique Sp(2n,R) apparait naturellement dans 1’étude des symétries des équations fonda-
mentales d’optique linéaire et de mécanique classique.

La géométrie “hyperbolique” associée au groupe O(p, 1) et a la forme quadratique B(z,z) = 23+ - 23—,

est liée a la théorie de la relativité.

Dans la partie géométrique de ce cours on va concentrer sur les fondements de la géométrie affine et projective.
Dans la partie algébrique on va étudier les propriétés des produits bilinéaires (ou hermitiens) et des groupes
matriciels associés (en particulier, on va approfondir ce qu’on a fait dans le cours LM 223; voir [N]).

La référence principale pour la partie géométrique (resp. algébrique) de ce cours est le livre [L] (resp. [P]).
Le livre [B] est plutdt destiné aux amateurs de géométrie avancée.

1. Géométrie affine

Notation : Fixons un corps K (commutatif). On dira souvent “espace vectoriel” au lieu de “K-espace
vectoriel”. On représente un élément x € K™ comme un vecteur colonne

T1
— : _t
=\ | =%x1,...,2n).
Ty

On note M,, ,,(K) 'ensemble des matrices m x n & coefficients dans K. Toute matrice A € M,, ,(K) définit
une application linéaire

K" — K™, T — Az.
Sim =n, on pose M, (K) = M, ,(K).
1.1 Espaces affines : exemples et définitions

Quelle est la différence entre un espace affine et un espace vectoriel? Un espace affine est un espace “linéaire”
qui n’a aucun point distingué; par contre, 'origine 0 est un point distingué de tout espace vectoriel.

(1.1.1) Définition naive. Soit V un espace vectoriel. Un sous-espace affine de V est un translaté d’un
sous-espace vectoriel, i.e. un sous-ensemble

X=v+W={v+w|lweW}CV,

ouv €V et W est un sous-espace vectoriel de V.



V+w

X

Pour tout z € X, onax—v € W, donc

X=v+W=v+(z—v+W)=2+W,

en particulier, v n’est pas unique (sauf si W = {0} et X = {v}). Par contre, I'espace vectoriel

W:{y—$|$,y€X}
est déterminé par X.
(1.1.2) Exemple. Soient V = K", A€ M, ,(K) et b€ K™. Si I’ensemble des solutions

X={zeK"|Az=0b}CV
du systeme linéaire non-homogene

Anzy + -+ + Az, = b

Amlml + -+ Amnxn = bm

n’est pas vide (i.e. si Jv € X), alors
X=v+W,
ol
W={weK"|Aw=0}CV
est ’ensemble des solutions du systeme homogene associé

Anzr + -+ Az, = 0

Amlxl + -+ Amnxn = 0.
(1.1.3) En général, si X = v+ W est un sous-espace affine de V, alors on a

VeeX)VweW) z+welX
Ve,ye X)AweW) z+w=y.

Ces propriétés admettent une formulation intrinseque (= indépendante de V); voir 1.1.5 ci-dessous.
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(1.1.4) Rappel. Une action (ou une opération) d’un groupe G sur un ensemble Xest une application

GxX —X
(9,2) —g-x
telle que
99 -z)=gg -z (Vg,¢' € G) (V& € X)
e T=2x (Vz € X)
(ol e € G est Iélément neutre de G).
9.(g )

X

Exemple : X = {1,...,n}, G = S, le groupe symétrique (= le groupe des permutations de I’ensemble

{1,...,n}).
L’orbite d'un élément x € X est ’ensemble
Ol)={g-z]ge G} CX.
Le stabilisateur de = € X est le groupe
Gy,={9€G|g-z=z} CG.
Une formule utile : Si |G| < oo, alors on a |G| = |O(x)] - |G4|. Par exemple, si X = {1,...,n}, G =5,

et x =n,alorson a O(z) = X et G, = Sp—1, dott |Sy,| =n-|Sp—1]| (donc |S,| =n-(n—1)---2-1 =nl, par
récurrence).

L’action est transitive si

(Vr,ye X)(3geG) g-a=y
(<= (VzeX) O@)=X < (FTzreX) O@)=X);

elle est libre si
(Vx € X) G, ={e}.
En particulier, ’action est transitive et libre si
(Vx,y e X)(Tg e Q) g-xr=y.

(1.1.5) Définition abstraite. Un espace affine est un ensemble X muni d’une action transitive et libre
d’un espace vectoriel X, i.e. on a une application “addition”

XxX —X
(z,@) —»xz+d

telle que



r4+0=x (Vx € X)
(x+a@) +b=ax+(@+Db) (Vz € X)(Va,b € X)
(Vz,ye X)AaeX) z+di=y
A
a+b
b
X a y

Un élément de X (resp., de )?) est un point (resp., un vecteur).

(1.1.6) Terminologie. On dit que “X est un espace affine de direction X”. On note z}y le vecteur @ tel
que £+ @ =y (donc z + 2y = y and 2y + y2 = 2£%2). Moralement, on a £y = y — z; cette notation sera
justifiée en 1.2.14 ci-dessous. On définit dim(X) = dim(X) et on dit que X est un point (resp. une droite
affine, resp. un plan affine) si dim(X) = 0 (resp. dim(X) = 1, resp. dim(X) = 2).

(1.1.7) Exemples : (i) Un espace vectoriel V a une structure naturelle d’'un espace affine (avec V = V).
(ii) Un sous-espace affine X = v + W d’un espace vectoriel est un espace affine (avec X = W et la somme
x + @ calculée dans V; en particulier, on a (Vz,y € X) 2y =y — x, ou on calcule y — « dans V).

(iii) Si X et Y est un espace affine, alors X x Y est aussi un espace affine (avec X x ¥ = X x Y).

(1.1.8) On verra en 1.2.14 ci-dessous que tout espace affine X s’écrit naturellement comme un sous-espace

affine d'un espace vectoriel X de dimension dim()/(\') =dim(X) + 1.
(1.1.9) Choix d’origine. Soit X un espace affine; fixons un point € X. L’application

X—>X, Y — Iy

est bijective (son inverse étant @ +— x + @), donc on peut munir X d’une structure d’espace vectoriel “par
transport de structure”. L’espace vectoriel ainsi obtenu (le vectorialisé de X en z) sera noté X,. Par
définition, si y, z,t € X, alors on a

y+z=t dans X, <= o+ 0% = at.

En particulier, z est l'origine de X, (comme z& = 0)

y
(1.1.10) Coordonnées cartésiennes (= coordonnées “usuelles”). Fixons une “origine” = € X et
une base €1,...,6, de X (ot n = dim(X)); ceci nous permet d’identifier
. K" X
X— X

n
T Yty ..o ty) — Ztié}.
i=1
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En particulier, le vecteur (t1,...,t,) correspond au point

n
y:x—|—2ti€¢€X.

i=1

Les scalaires t1,...,t, € K sont les coordonnées cartésiennes de y (par rapport au systéme des coor-
données choisi).

1.2 Sous-espaces affines

(1.2.1) Définition. Soit X un espace affine. Un sous-espace affine Y C X est un sous-ensemble qui
s’écrit sous la forme

Y=y+W={y+ada|aeW},

ouy €Y et W est un sous-espace vectoriel de X. L'ensemble Y a une structure naturelle d’espace affine de
direction Y = W et on a, pour tout point z € Y,

24W=UY+yz)+W=y+Wz+W)=y+W=Y.

Si dim(Y) = dim(X) — 1 < oo (resp., dim(Y’) = 1), alors on dit que Y est un hyperplan (affine) (resp.,
une droite (affine)) dans X.

(1.2.2) Définition. SoientY,Z C X des sous-espaces affines de X. On dit queY est faiblement parallele
aZsiY CZ. Ondit queY et Z sont paralleles si Y = Z (notation : Y||Z).

(1.2.3) Equation parametrisée. Soit Y C X un sous-espace affine de dimension dim(Y) = m < oc.
Fixons un point y € Y et une base d,...,d,, de Y; alors on a

Y ={y+tidi+ - +tmin | t; € K}.

Par exemple, une droite affine s’écrit comme

Y={y+td|te K}
(ot @ # 0).
(1.2.4) Rappel. Si Wi, W, C V sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V', alors W3 NW et
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W1—|—W2:{w1—|—w2|w1€W1,w2€W2}

sont aussi des sous-espaces vectoriels de V. Si dim(W;) < oo (i = 1,2), alors

dim(Wy N Wa) + dim(W; + Wa) = dim(W3) + dim(Ws).

Si WinNnWy = {6}, alors tout élément w € Wi; + Wy admet une décomposition unique w = wy + wo
(w; € W;); on éerit Wy & Wy = Wi + Wh dans ce cas. Si, de plus, Wi + Wa = V| on dit que W; est Wy sont
supplémentaires.

(1.2.5) Proposition (Intersection des sous-espaces affines). Soient Y = y+Y, Z = z + Z des sous-
espaces affines d’un espace affine X.

(i) SiW: =Y NZ nlest pas vide, alors (Yw € W) W =w + (Y N Z); en particulier, W est un sous-espace
affine de X de direction W =Y N Z

(i) W nlest pas vide < yz €Y + Z.

Preuve. (i) Siwe W, alors Y =w+Y et Z=w+Z,donc Y NZ=w+ (Y NZ).
(i) Un point w € X est contenu dans Y NZ <= (JaeY)(IbeZ) w=y+da=2z+b. Ona

—

y+ad=z2+4b < y+(@—b =2z < ypr=a—

S

-

donc w correspond a une décomposition yz —b (de 37, be Z), ce qui est possible <= yz € Y + Z.

(1.2.6) Corollaire. (i) SiY +Z =X, alors Y N Z # .

(i) SiY @ Z =X, alors Y N Z est un point.

(iii) SiY est fa1b]ement paralléle & Z, alors soit Y N Z = (), soit Y C Z.
(iv) SiY et Z sont paralléles, alors soit Y N Z =), soit Y = Z.

(1.2.7) Corollaire. Soit Y un sous-espace affine d’un espace affine X. Sidim(Y") = m et dim(X) = n < oo,
alors il existe des hyperplans affines Hy, ..., H,_,, C X telsqueY = HiN--- N H,_p,.

Preuve. On a Y = y +Y; comme dim(Y) = m < n = dim(X), il existe des hyperplans vectoriels
Wi, oo o s Whim c X tels queY Win-«-NWy_m;onpose Hi=y+W, (i=1,...,n—m).

(1.2.8) Equations cartésiennes. Sous les hypotheses de 1.2.7, fixons un point € X et une base de X
(ce qui nous permet d’identifier X & X et d’introduire les coordonnées cartésiennes t1,...,t, dans X; voir
1.1.9). Un hyperplan vectoriel W C X est donné par une équation

n
Z C,’LLZ' = 0,
i=1

ol cy,...,cp, € K et (Fi)e; # 0. Il en résulte que 'hyperplan affine H = v+ W C X est défini par I’équation

n
Zcz ) =0 = 2021*2011
=1

(ot t1(v), ..., tn(v) sont les coordonnées du point v € X).
Par exemple, 'équation de la droite affine ci-dessous
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est égale a

t1/2+ty = 1.

(1.2.9) Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace affine X. L’espace affine engendré par S est
définit comme lintersection de tous les sous-espaces affines de X contenant S; c’est bien un sous-espace
affine de X, que I'on note aff(S). On dit que S est une partie génératrice de aff(S).

Pour déterminer aff(.S), fixons un point = € S; alors on a

aff (S) = x + aff(9),
ol
aff (S) = vect(zy | y € 5)
est le sous-espace vectoriel de X engendré par les vecteurs 2y (y € S).

y z

X
(1.2.10) Exemple : Si A, B € X (A # B) sont deux points distincts d’un espace affine X, alors

Y :=aff(A,B)={A+ANAB=B+(1-\)BA| e K}

est une droite affine de direction ¥ = K - AB.
Soit C € Y un point de Y, C' # B.

A B C

Fixons une base € de Y'; alors on a

CA=seé, CB=tée (se K,te K—{0}, s#1).
Définition : On dit que C divise AB dans le rapport
CA s
= = = — K —_ 1
a=gp TR
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(ce qui ne dépend pas du choix de €).
Par exemple, C = A < «a = 0; C est au milieu de AB <= «a = —1. En général, si C = A+ NAB
(A#1), alors on a

Cﬁ:—/\ﬁ, C@Z(l—)\)/l.B} - a:% = /\:a(il'

(1.2.11) Exemple : Si S = {zg,...,2,} C X (n > 1), alors on a, pour tout i € {0,...,n},

aff (g, ..., xn) = x; + vect(TiZG, - -« , TiTio1, Tiligls - - - s Tiny )-
%2 *2
X1 X1
X X
3 3
%0 %0

En particulier, I’espace vectoriel

VeCH(TGTG, - - -, Tili—1s TiTigds - - - s TiZyy) = aff (xo, ..., xy)
ne dépend pas de 1.
Un élément de aff(zo,...,z,) s’appelle une combinaison affine des points zg,...,2,. Pour z € X,
on a
n
xz € aff(zg,...,xn) <= (FA1,...., \n €K) =z :xo—i—ZAixo—x{.

i=1
Si c’est le cas, alors on a

n
_ —_—
Tot = g i ToT3,
i=1

ce qui entraine que

n
(VueX) @ =uzs+ Y N (T —Tm) = » N,
i=1 i=0
oionaposée \g=1—XA; —---— )\, donc

Xo+ A4+ A =1

Si l'on utilise cet écriture, les roles des points z; sont symétriques; aucun parmi ces points n’est privilegié.
Si les points z; sont “indépendants”, on appelle )g,..., A, les coordonnées barycentriques de z; voir
1.3.9 ci-dessous.

Voici un exemple pour n =2 :




Point Ao A1 Ao
To 1 0 0
T 0 1 0
To 0 0 0

L 0 i i
M 3 2 0

Notation : On va noter abusivement

n
Tr = E )\i i3
=0

le point

n
T =2xg+ E Aimgl’z

i=1
Cette notation est justifiée par I’énoncé suivant (et 1.2.14 ci-dessous).

(1.2.12) Proposition. Supposons que X = v+ W C V est un sous-espace affine d’un espace vectoriel V.
Alors on a, si zg,...,x, € X €t si Ay,..., A\, € K,

n n
Zo + E Ai ToT; = E A X4,
i=1 i=0

ot A\g=1— XA —---— )\, et la somme a droite est calculée dans V. En particulier, on a

aﬁ.(.f(),...,(En) = {Z)\Z(EZ | N EK, Z)\Z = 1} .
i=0 i=0
Preuve. Si z,y € X, on a 2y =y — x (ou la différence est calculée dans V'), donc

LL’()-I-Z)\ $0$Z—$0+Z)\ (1—)\1 —)\n).%‘o—‘rZ)\l.’L‘l
=1

(1.2.13) Résumé : Pour calculer la combinaison affine z = Y X\; z; (o Y.y A; = 1), on peut utiliser
au moins deux méthodes :

(i) Calculer dans X : choisissons un point u € X; alors
T =u+ Z \i UT;.
(ii) Calculer dans un espace vectoriel V' qui contient X comme un sous-espace affine :
n
i=0

(1.2.14) Proposition (Prolongement vectoriel canonique X de X). Soit X un espace affine. Alors
il existe un espace vectoriel X et une forme lindaire h : X — K tels que h=2(0) = X, h=*(1) = X et tels
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que les sommes a@ + b dans X (resp. = + @ dans X ) coincident avec les sommes dans X (donc zy =y — x
pour tout z,y € X). Ona X =z + X pour tout x € X; en particulier, X est un hyperplan affine dans X.

WE)=0 = T=deX
hz)=se K—{0} = = h(r)=1 = ZT=sz,z€X.

Il en résulte que

(1) X=XU{sz|seK—{0}, ze X},
ou l'on a identifié tout élément z € X a lx € )?, et que

—

~ 0, siz=aeX
) h(@) = ‘
s, siz=sr,s€ K—{0}, z€X.

Les opérations dans X vérifient les propriétés suivantes :

(3) T+y=a+bettt=tasiz=>bg=bteck.
(4) t(sz) =0 (resp. = (ts)x) si t =0 (resp. sit € K — {0}).
(5) VzeX)(Vae X) v+ ddans X =z + a dans X.

Les régles (1)-(5) nous permettent de calculer la somme Z 4§ = § + 2 (#,7 € X) en n’utilisant que la
structure d’espace affine sur X :

(6) SiZz=szety=aec X, alors
§+z7:sx+d:s(x+s*16dansf() =s(z+s7'd dans X).
(7) Siz=(-t)r,y=ty (x,y € X, t € K —{0}), alors
T4+y= (—t)x-ﬁ-tyzt(—:r—kydans X’) = tay.
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(8) Siz=sz,y=ty (z,y € X, s,t € K — {0}, s+t +#0), alors

t
xYy dans X) .
+t

o~ t >
T+y=(s+1) (x—l—m(y—ac) dansX) =(s+1) <x—|—5

Maintenant on ne suppose plus que l’espace X existe : on utilise (1) (resp. (2)) pour définir X (resp.
h: X — K). Ensuite on définit les opérations Z + 7, tZ (Z,7 € X, t € K) en utilisant les formules (3)—(8).
On vérifie que X est bien un espace vectoriel (et que h est une forme linéaire) : par exemple, I’égalité suivante
(qui est valable dans X)

t . t s
x+s+t33y—y+yl’ s+tym_y+t+syx

montre que 'on a T+ 4 =y + 7 (au moins si h(z), h(y), h(Z + 7) # 0).

Les propriétés requises de X sont satisfaites, par définition.

(1.2.15) Corollaire. Soient X un espace affine et g, ...,z, € X. Alors on a

aff(xo,...,xn) = {zn:/\zl‘z | Ai eK, zn:/\zz 1},
1=0 1=0

oit la somme est calculée dans X. [On a h(X1_ghiz) = S g = 1, done Y21y \ia; est effectivement

contenu dans X = h™1(1) c X

(1.2.16) Exercice. (i) Soit D I’ensemble des droites (plans, ...) affines d’un espace affine de dimension
n > 2. Quelle est la dimension de D (= le nombre de paramétres qui décrivent une droite (un plan,. .. )
“générique”) 7

(ii) Plus généralement, soient X un espace affine de dimension n > 2 et Y un sous-espace affine de X
de dimension m (1 < m < n). Déterminer la dimension de I'ensemble des droites affines d C X qui
sont faiblement paralléles 4 Y (= le nombre de paramétres qui décrivent une droite “générique” dans cet
ensemble).

1.3 Barycentres, coordonnées barycentriques

(1.3.1) Barycentres (exemples). (i) Considérons un levier dont chacun bout x; (¢ = 0,1) porte un poids
p;. Silon néglige le poids du levier, alors le point d’équilibre = (le barycentre)

XO X Xl

Po

\ ]
P1

est caractérisé par 1'équation d’équilibre (ou 1’équation barycentrique)

Ppo TT4 + p1 777 = 0.

Par exemple, si pg = p1, alors x est le milieu de zox1; si p1 = 2pg, alors |zxg| = %|x0:1:1\, |xxy| = %\xoxﬂ.
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(ii) On peut considérer la méme question en dimension supérieure. Par exemple, si chaque sommet z;
(i = 0,1,2) d’un triangle zozix2 porte un poids p; (et si I'on néglige le poids du triangle), alors le point
d’équilibre z (le barycentre)

%0
Po X,
X1
P2
Py
satisfait a I’équation
Po TTG + p1 TT1 + p2 TT3 = 0.

(1.3.2) Définition. Un point pondéré dans un espace affine X est un couple (z,p), otz € X et p € K
(on dit que p est le poids de x).

(1.3.3) Proposition (Barycentre = combinaison affine). Soient (z;,p;) (i = 0,...,n) des points
pondérés dans un espace affine X. On suppose que le poids total p = Z?:O pi # 0 est non nul. Alors on a :
(i) L’équation barycentrique Y ., p; TT, = 0 admet une unique solution = € X ; on I'appelle le barycentre
de I'ensemble {(z;,p;) |i=10,...,n}.

(ii) Posons \; =p;/p (i=0,...,n). Alors on a

n n
D=1, z=wz+ )Y \Tow,
i=0 i=1
donc x est égal a la combinaison affine x = Z?:o Aixz;. En particulier, on a, pour tout point u € X,
UL =)\ ;.

=0

Preuve. L’équation barycentrique équivaut a

3

n n 13 n n
5= S AE = DA (7o - ) = &m-(;@m:zAiM—m
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
(1.3.4) Exemple: Si K =Ret \g=---= )\, = — on appelle x ’isobarycentre des points g, ..., T,.

n+1?
Par exemple, si n = 1, alors x est le milieu du segment xyx.

10 Y !

(1.3.5) Proposition (Associativité des barycentres). Le barycentre x d’un ensemble fini de points
pondérés {(x;,p;) | i € I} (ot Y _;;pi # 0) ne change pas si I'on remplace un sous-ensemble {(z;,p;) | j €
J C I} (dont le poids total p = Zjerj # 0 est non nul) par son barycentre y et son poids total p.

Preuve. 1’équation barycentrique de I’ensemble original
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s’écrit comme

ce qui entraine que z coincide avec le barycentre de ’ensemble {(z;,p;) |i €I — J}U{(y,p)}.

(1.3.6) Exemple (K = R) : L’isobarycentre de trois points xg,x1,zs € X s’écrit (dans )?, par exemple)
comme

-1 1 1. _—2(1 1 L p—] 1
T = 3x0 + 3o1 + 372 = § (370 + 371) + 372 = Y + 372,

ouy= %mg + %azl est l'isobarycentre de zg, x1.

%2
X
XO Yy Xl
(1.3.7) Définition. Soient X un espace affine et xg,...,z, € X. Les points xy,...,z, sont affinement
indépendants si dim(aff(zg,...,2z,)) = n. D’aprés 1.2.11, ceci équivaut a la condition suivante (pour
n’importe quelle valeuri € {0,...,n}) : les vecteurs T; &g, . . ., Tiki—1, TiTiti, - - - , Ty € X sont lindairement
indépendants. Si, de plus, aff (zq, ..., z,) = X, on dit que les points xy, . .., %, forment une base affine (ou

un repére affine) de X.

(1.3.8) Proposition. Soient X un espace affine et g, ...,z, € X.

(i) =zo,...,x, sont affinement indépendants dans X <= x,...,x, sont linéairement indépendants dans
X.
(ii) =og,...,z, forment une base affine de X <= xy,...,x, forment une base de X.

h=1

h=0
Preuve. (i) Comme ZTox; = x; — xo dans X, l'indépendance affine des points zo,...,x, équivaut a
I'indépendance linéaire des vecteurs x; — xg,...,T, — ¢ dans X. D’autre part, 'indépendance linéaire
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des vecteurs zo,...,x, dans X équivaut a I'indépendance linéaire des vecteurs xg,x1 — xg,..., Ty — g. 1l
reste & montrer qu’une relation linéaire dans X

(*) CoXo + ZCZ(ifz — .’Eo) = 6 (Cj S K)
i=1

entraine que ¢o = 0; ceci résulte de (*) en appliquant la forme linéaire h, car h(zo) =1, h(z; — x¢) = 0.

~

(ii) Ceci est une conséquence de (i), car dim(X) = dim(X) + 1.

(1.3.9) Corollaire-Définition. Soit xy,...,x, une base affine d’un espace affine X.

(i) Tout élément T € X s’écrit, de maniére unique, comme T =Y . \x; (A € K). On a h(z) = Y7 A,
donc I est contenu dans X (resp. dans X) <= SN =1 (resp. > oA =0).

(ii) Tout élément x € X C X s’écrit, de maniére unique, comme x =y . o N\ix;, \; € K, >.1r ;A\; = 1. Les
scalaires Ao, . .., A, s’appellent les coordonnées barycentriques de = (dans la base affine xy, ..., x,).

(1.3.10) Exemples : (i) (n=1)

A X B X C

Point A i) B T C
Y |8 IENE
EIENE

(i) (n = 2) : Voir 1.2.11.

(1.3.11) Exercice. Pour K = R and n = 2, déterminer les ensembles des points {\; = 0}, {\; < 0},
{M >0} (:=0,1,2).

(1.3.12) Exercice. Soient A,B et C trois points sur une droite affine (C # B). Exprimer le rapport
CA/CB en termes des coordonnées barycentriques de A, B et C.

(1.3.13) Coordonnées barycentriques et coordonnées cartésiennes. Soit x,...,Z, une base affine
d’un espace affine X. Fixons ¢ € {0,...,n}. Considérons le point z; comme origine de X; les vecteurs
— > . _ n n _

TiZQy -+ Tili—1, TiTiqds - - -, TiZy alors forment une base de X. Soit x = ijo AT (ijl Aj = 1) une
combinaison affine des points xg, ..., x,. L'égalité

n
ﬁ: E )\ju:z:j
7=0

montre pour u = x; que

n
T, r = )‘j ZTily,
i=0

i

et donc les coordonnées cartésiennes de = sont égales a

A0y oy A1y Aig 1y -+ oy A
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1.4 Géométrie (enfin!)

(1.4.1) Proposition. Soit X un espace affine de dimension dim(X) = n (1 < n < o0). Fixons une base

affine xg, ..., x, de X; soient Ay, ..., \, les coordonnées barycentriques correspondantes. Si yg,...,y, € X,
alors on a
Yo, - - - , Yn sont affinement indépendants <= yq,...,y, forment une base affine de X <=

la matrice A = (A;(i))o<; j<, est inversible.

Preuve. Les lignes de A sont les coordonnées des vecteurs yq, ..., Yy, € X dans la base o, . .., Ty de )/(:; on
applique 1.3.8.

(1.4.2) Corollaire (Condition d’alignement). Sous les hypothéses de 1.4.1, les points yo, ..., Yn sont
contenus dans un hyperplan affine de X <= le déterminant

Ao(yo) -+ An(vo)

)‘O(yn) )‘n(yn)
s’annule.

(1.4.3) Théoréme de Ménélaiis. Soient A, B et C trois points affinement indépendants dans un plan
affine et L, M et N trois points différents de A, B, C' sur les droites respectives (BC), (C'A), (AB). Notons

LB, _MC _NA
LC’ ~MA T NB
leurs rapports respectifs. Alors les points L, M et N sont alignés <= afy = 1.

C
M
B
A N
L

Preuve. D’apres 1.2.10, les coordonnées barycentriques des points L, M et N sont égales respectivement a

o =

1 8 1 1
0= 3%)  (FE05), (= 735,0)-
En appliquant 1.4.2, on voit que les points L, M et N sont alignés <=

0o = - 0 1 -«
R A G TG ) TG ey R Rl Qe TG ) TG
= 25 0 1 —y 0

ce qui équivaut & afy =1 (comme «, 3,7 # 1).



(1.4.4) Exercice. Généraliser 1.4.3 aux dimensions supérieures.

(1.4.5) Equations des droites affines (exemples) : Soit g, 1,2z une base affine d’'un plan affine;
alors la droite (zox1) est définie par I’équation

Ao =0, Ao+ AL+ A =1.

Soit L (resp. M) le milieu de 129 (resp. de zox2); leurs coordonnées barycentriques sont égales a (0, %, %)
(resp. (%,0, %)

X0 X1\

L’équation de la droite (LM)

(LM) )\2 %, )\0+)\1+)\2:1

s’écrit aussi comme
)\2—%()\04—/\14—)\2):0, Ao+ A1+ A =1,
ce qui équivaut a
(LM) : A+ A=Ay =0, A+ AL+ =1.
Les droites (zoz1) et (LM) sont paralleles; on peut le voir directement en remarquant que les équations

A2 =0, A +A1—A=0

entrainent

Ao+ A1+ Ay =0.

(1.4.6) Proposition. Sous les hypothéses de 1.4.1, les hyperplans affines de X sont définis par des équations

(*) ici)w:O, i)\izl,
i=0

=0

ot cy,...,cp, € K et (3i,7) ¢ #cj.

Preuve. Considérons Aq, ..., A, comme les coordonnées cartésiennes dans X (voir 1.3.13). L’équation d’un
hyperplan affine s’écrit alors

Zai)\i_azo (a,a; € K, (Fi) a; #0).
i=1

Pour traduire cette équation aux coordonnées barycentriques, il faut remplager a par a(Ag + -+ - + A\,); on
obtient alors une équation sous la forme (*). Réciproquement, (*) équivaut a
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n

Z(Ci — Co) /\i +co = 0,

i=1
ce qui est une équation cartésienne d’un hyperplan affine dans X.

(1.4.7) Equation d’une droite affine dans un plan affine : Sous les hypotheses de 1.4.5, soients P et
@ des points distincts du plan. Il résulte de 1.4.2 que la droite affine (PQ) est définie par I’équation

Ao A1 A2
Ao(P) M(P) X (P)| =0, A+ +r=1
(@) M(Q) A2(Q)
(1.4.8) Sous les hypotheéses de 1.4.1, considérons un ensemble de n + 1 hyperplans affines

H; :cioho+ - CinAp =0, Z)\1:1

i=0
(i=0,...,n); on a alors
€0t Con

#0 = Hon---NnH, =0.

Cno *°° Cnn

La réciproque est fausse; voici un résultat qui est valable en dimension deux :

(1.4.9) Proposition (Condition de concours). Soit g, x1,z2 une base affine d’'un plan affine X. Con-
sidérons trois droites affines

D; : cigho + cit A1 + cipAo = 0, AF+A+A=1
(i=0,1,2). Alors on a

Coo Co1 Co2

clo €11 ci2| =0 <= (DoﬁDl ﬁDQ#@ ou D0||D1||D2)

C20 C21 C22

Preuve. Sii=0,1,2, ’équation

CioAo + i1 A1 + cipAo =0

définit un hyperplan vectoriel W; C )A(, W, ¢ X (dim()A() = 3) tel que D; = W; N X. Notons W :=
WonNWiNWsy; W est un sous-espace vectoriel de X de dimension dim(W) < 2. L’annulation du déterminant
de la matrice (¢;;) équivaut au fait que dim(W) > 0. Si W ¢ X = {Xo+ A1 + Az = 0}, alors il existe un
élément w € W N X, doncw € DyNDyNDy. SIiW C X, alors dim(W) =1 et 52 = W pour tout i, donc
Dy|| D1 || Ds.

(1.4.10) Exercice. Sous les hypothéses de 1.4.1, les hyperplans affines

n n
ZciAi:O, Z/\i:1
i=0 i=0
D diXi =0, dai=1
i=0 i=0
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de X sont paralleles <= le rang de la matrice

CO ... C’ﬂ,
dy - dy
1 1

est égal a 2.
(1.4.11) Théoréme de Ceva. Soient A, B et C trois points affinement indépendants et L, M et N trois
points différents de A, B, C sur les droites respectives (BC), (CA), (AB). Notons

LB MC NA

““1c0 "Twa T NB

leurs rapports respectifs. Alors les droites (AL), (BM) et (CN) sont concourantes ou paralléles <=
afy = -1

B

A /N \

Preuve. On sait que les coordonnées barycentriques des points L, M et N sont égales respectivement a

05:%)  (F505),  (3.75.0).

Tl-a’ a—1 '’ 1-p 11— =1

En appliquant 1.4.7, on en déduit les équations respectives des droites (AL), (BM) et (CN) :

(AL): 0 + ahN + A = 0
(BM) : o+ 0+ B o= 0
(CN): Yo + A1+ 0 = 0

D’apres 1.4.9, ces droites sont concourantes ou paralleles <=

0 a 1
0=|1 0 pBl=apy+1.
v 1 0

(1.4.12) Exercice. Soit X un espace affine. Alors les formules H — W = H, W — H = X N\W définissent
des bijections, inverses 'une de 'autre, entre

{sous — espaces affines H C X} «— {sous — espaces vectoriels W C X, W ¢ X}.
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(1.4.13) Exercice. Y a-t-il un lien entre 1.4.12 et la discussion en 1.4.67

(1.4.14) Exercice. Considérons les coordonnées barycentriques par rapport a une base affine A, B,C d’un
plan affine réel.

A P B

(i) Quelles sont les coordonnées barycentriques d’un point général L (resp. M) de la droite affine (BC')
(resp. (CA))?

(ii) Déterminer les équations des droites (AL) et (BM) et les coordonnées barycentriques du point N =
(AL)N (BM) en termes des coordonnées barycentriques de L et M.

(iii) Soient P, @ et R les milieux respectifs de AB, LM et CN; déterminer leurs coordonnées barycentriques.
(iv) Démontrer analytiquement que les points P, Q) et R sont alignés.

(1.4.15) Exercice. Considérons les coordonnées barycentriques par rapport a une base affine A, B,C d’un
plan affine réel. Soient A', B, C" les milieux respectifs de BC, CA et AB et soit D un point qui n’appartient
a aucune des droites (AB), (BC), (CA).

(i) Déterminer les équations des droites (DA'), (DB’) et (DC") en termes des coordonnées barycentriques
de D.

(ii) Déterminer les équations de la droite da (resp. dp, resp. d¢) qui passe par A (resp. par B, resp. par
C) et qui est parallelle a (DA') (resp. a (DB’), resp. a (DC")).

(iii) Démontrer analytiquement que les droites d4, dp et dc sont concourantes. Déterminer les coordonnées
barycentriques de leur point d’intersection.

(1.4.16) Exercice. On considére les coordonnées barycentriques par rapport a une base affine A, B,C
d’un plan affine réel.

C

A N B

(i) Soient L € (BC), M € (CA) et N € (AB) trois points, distincts de A, B et C. Détérminer les
coordonnées barycentriques de L, M et N en termes des rapports

LB MC _ M

I8, MC NA
e’ “wia T wNB
20
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(ii) Déterminer les équations des droites (AL), (BM) et (CN) en termes de «, 3 et 7.

(iii) Déterminer les équations barycentriques des points P = (AL) N (BM), Q = (BM)N(CN) et R =
(CN)N (AL) en termes de «, [ et .

(iv) Déterminer la valeur du déterminant

Ao(P) A(P) Aa(P)
A(P,Q,R) = | 2(Q) M(Q) M(Q)
M(R)  A(R)  X(R)
en termes de a, B et ¥

(v) En déduire un théoréme bien connu (lequel 7) du cours.
(vi) A(P,Q,R) admet une interprétation géométrique; deviner Ia.

(1.4.17) Exercice. Soient Py, Ps, Ps, Py, Ps des points distincts d’un plan affine réel X.

(i) Existe-t-il des points Q1 = Qg,Q2,Q3,Q4,Q5 € X tels que P; soit le milieu de Q;Q;y1, pour tous
i=1,...,5 ? Sont-ils uniques ? Peut-on les construire géométriquement ?

(ii) Que se passe-t-il si 'on remplace 5 par 6 ?

1.5 Trois théorémes classiques

(1.5.1) Théoréme de Thalés. Soient X un espace affine et H 4||Hg||H¢ trois hyperplans affines paralléles
(distincts) dans X. Si D et D' sont des droites affines dans X qui ne sont pas faiblement paralléles & H 4,
alors on a

DﬂHA:{A}, l)ﬁI{B:{B}7 DOHC:{C}, D/ﬂHA:{A/}, D/ﬂHB:{B/}, DIQHC:{C/}

et
ca_cu
CB C'B"
D D

A A Hy
//
B B Hg
c c /M

21



Preuve. Puisque ’hyperplan vectoriel H A= H B = ﬁc C X ne contient pas la droite vectorielle D (resp.
l_)"), chaque intersection D N H, (resp. D' N H,) est un point, d’apres 1.2.6(ii).

On peut remplacer D par le translaté D +X/7 ; dans ce cason a A = A’ et les dr_(?ites Det DL sont contenues
dans le sous-espace affine Y = A + vect(, @), ol @ (resp. @') est une base de D (resp. de D').

Si D||D’, alors D = D', d’apreés 1.2.6(iv), donc B = B’ et C = C".

On peut donc supposer que les vecteurs 4 et @ sont linéairement indépendants. Dans ce cas Y est un plan
affine et on peut remplacer X par le plan Y et tout H, par la droite affine H, NY.

A=A’

Il existe des scalaires 7, 5,7/, s" € K — {0} tels que
AB = ri, AC = sil, ﬁ:r'ﬁ’, AC = &'

(1.5.2) Lemme. Les droites Hg et Hc sont paralléles < rs™! =1r'(s')71.
Preuve. On a

— —

Hp|Ho < (@t€eK) BB =tCC" < (BteK) r'd —ri=t('d —si) <
— (FteK) (=t =(r—ts)ii — (fecK) ' =ts,r=ts < rs ' =1'(s)"L.

Preuve de 1.5.1 (fin). 1l résulte de 1.5.2 qu'on a

CA s s/r s /r! s C'A

Cistfr_s/rfl:5’/1"’71_5’77"’_0’3"

(1.5.3) Théoréme de Pappus (forme affine). Soient D et D’ deux droites affines (distinctes) dans un
plan affine. Soient A, B,C (resp. A’,B’,C") trois points distincts de D (resp. de D’), tous distincts de
DnD'. Si(AB)|(BA’) et (BC")||(CB'), alors (CA")||(AC").

22



C

Preuve. On laisse le cas D||D’ au lecteur. Si D n’est pas parallele & D’, alors D N D’ = {O} est un point.
Soit 4 (resp. @) une base de D (resp. de D’). 1l existe des scalaires a, b, c,a’, b/, ¢’ € K — {0} tels que

OA=ait, OB=bi, OC=ci, OA=dd, OB =vd, O0C =dd.
D’apres 1.5.2, on a

(AB)||(BA') <= ab~' =0'(a)™?

(BC(CB) = be' = (b)) }:SC’W)‘ = (V)W (@) = betab

Le corps K étant commutatif, on a be~lab~! = ac™!, donc ¢/(a’)~! = ac™!, ce qui entraine (CA")||(AC"),
d’apres 1.5.2.

(1.5.4) On peut définir un espace vectoriel (et un espace affine) sur un corps non-commutatif . L’énoncé
et la preuve du Lemme 1.5.2 sont toujours valables sur K. Par contre, la preuve de 1.5.3 montre que si le
Théoreme de Pappus est vrai sur K, alors on a

(Va,b,c € K —{0}) betab™t =ac™t.
En particulier, pour ¢ = 1, on obtient
(Va,be K—{0}) bab~! = a,
donc
(Va,b e K —{0}) ba = ab.
En résumé,
Théoreme de Pappus <= K est un corps commutatif.
(1.5.5) Théoréme de Desargues(forme affine). Soient A, B,C (resp. A', B',C") trois points affinement
indépendants dans un espace affine X. On suppose que A # A', B # B', C # C'. Si (AB)||(A'B’),
(BO)(B'C") et (CA)||(C'A"), alors les droites (AA"), (BB’) et (CC") sont paralléles ou concourantes.
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Preuve. 1l résulte des hypotheéses du théoréeme que H := aff(A, B,C) et H' := aff(A’, B’,C") sont des plans
affines paralleles.
Si H # H', alors

Hy :=aff(B,C,B',C"),  Hy:=aff(C,A,C' A", Hs:=aff(A,B,A B

sont trois plans affines dans X (qui ne sont pas paralleles & H) vérifiant

HiNHy=(CC"), HyNHs;=(A4A), HsnH, = (BB).

Les droites (AA’) et (BB’) sont contenues dans le plan Hs. Si elles sont paralleles, alors HyNHs = H3NHy =
D est une droite vectorielle dans X; il en résulte que D = ﬁl N ﬁg N I‘_ig C ﬁl N ﬁg, donc D = ﬁl N ﬁg, ce
qui montre que les trois droites (AA"), (BB') et (CC") sont paralleles. Si (AA’) n’est pas parallele & (BB’),
alors (AA’) N (BB') = {P} est un point. On en déduit que {P} = Hy N Hy N Hz = (AA’) N (BB') N (CC").
Si H = H’, alors les points A, B,C, A’, B’, C’ sont tous contenus dans le plan affine H. Si les droites (AA’)
et (BB’) ne sont pas paralléles, soit P leur point d’intersection.

Les droites (A’C") et (PC) ne sont pas paralleles; soit C” leur point d’intersection. Il existe des scalaires
r,s,t € K — {0} tels que
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PA'=rPA,  PB =sPB, PC"=tPC.
D’apres 1.5.2, hypotheése (AB)|[(A’B’) (resp. (CA)||(C'A’)) entraine r = s (resp. r =t), donc s = ¢; il en
résulte que (BC)||(B'C") (toujours d’apres 1.5.2), donc C” € (B'C")N(A'C") = {C'}, ce qui montre que les
droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes.
On laisse le cas (AA")||[(BB’) au lecteur.

(1.5.6) Exercice. Soit K un corps qui n’est pas commutatif.
(i) Définir le rapport de trois points distincts sur une droite affine sur K.
(ii) Le Théoréme de Thalés 1.5.1, est-il vrai dans un espace affine sur K?

1.6 Applications affines

Sous une forme matricielle, une application linéaire (resp., affine), s’écrit f(z) = Ax (resp., f(x) = Az+a).
(1.6.1) Définition. Soient X et Y des espaces affines. Une application f : X — Y est dite affine s’il
existe une application linéaire f : X — Y telle que lon ait, pour tout x € X,

(%) (vee X)  flz+0) = f(z)+ f(0)

(si C’est le cas, alors fest unique; on 'appelle la partie linéaire de f). On note

A(X,Y) = {applications affines f : X — Y'}.

(1.6.2) Exercice. (i) Si la condition (*) est satisfaite pour un point © € X, elle est satisfaite pour tout
r e X.

(ii) Soit f € A(X,Y). Si trois points xg, x1,x2 € X sont alignés, leurs images f(xq), f(x1), f(z2) € Y sont
aussi alignées.

(1.6.3) Exemples : (i) Si@e X, alors la translation

t@: X — X, r—z+d

est une application affine; on a ¢(@) o t(b) = ¢(d + b). La partie linéaire d’une translation f = (@) est égale
a f=id

(ii) Si X = X et Y =Y, alors toute application linéaire f : X — Y est affine (avec f: 1)

(iii) Si f € A(X,Y), alors f est combinaison d’une translation et d’une application linéaire : fixons I'origine
2o € X (resp. yo € Y). En utilisant les identifications

~

X = X y = Y
t = zo+t y o~ by

(voir 1.1.9 ci-dessus), on identifie f & l'application

X = x L Y oY
- — — — —_ i
£ = wot+t = flzo)+ fH) —  f(B)+a, d@=yof(xo) €Y.
(1.6.4) Applications affines dans les coordonnées cartésiennes. (0) Soit g, ...,z (reSp. Yo, ..., Yn)

une base affine d’un espace affine X (resp. Y). On identifie K™ — X et K" — Y comme en 1.3.13 (pour
i=0):
tq U
m n
t=1 : '—>$o+ztil‘o$i, u=1 - '—>y0+zujyoyj~
i=1 j=1

tm Up,
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(1) En utilisant ces identifications, il résulte de 1.6.3(iii) qu’une application affine f : X — Y correspond
a Papplication (abusivement aussi notée f)
f: K™ — K", t— At + a,

ou A € M, . (K) est la matrice qui représente fdans les bases respectives ZToz,; et Joy; de XetY (i =
_

1,...,m; j=1,...,n) et a € K™ représente le vecteur yo f(zo) dans la base 7oy .

(2) Réciproquement, si A € M,, ,,(K) et a € K™, alors 'application

f: K™ — K", t— At+a

est affine (avec f = A), car

(Vt,ce K™) fE+c)=Alt+c)+a=At+a+ Ac= f(t) + Ac.
(3) Soit Z un autre espace affine. Soit 2o, ..., 2, une base affine de Z; on identifie Z — K? comme en (0).
Sif: X —Yetg: K — KP sont des applications affines, on les écrit sous la forme (1) :
f: K™ — K", f(t) = At + q, (Ae My p(K),ae K™)
g: K" — KP, g(u) = Bu +b, (B € Mp,(K), be KP).

(1.6.5) Formulaire. Sous les hypotheéses de 1.6.4, on a

(1.6.5.1) (go f)(t) =B(At+a)+b= (BA)t+ (Ba+b),

donc I'application g o f est aussi affine (et BA représente la partie linéaire de g o f).
(1.6.5.2) gof=id «= (BA=1I,Ba+b=0) < (B=A"1,b=—-A""a).
(1.6.5.3) Représentation matricielle : sil’on identifie un vecteur t € K™ (resp. u € K™) a

tl Ui
t U
= e KMt resp. = e Kt
1 tm 1 Up,
1 1
alors f(t) s’identifie a
£t At +a A a\ [t
1) U1 ) \o 1/J\u)
ou 'on a noté
A Aim @
A a : :
= € M7z+1,m+1(K)-
0 1 A - Apm  an
0o .- 0 1

Si I'on associe & f (resp. g) la matrice

A a B b
01 S Mn+1,m+1(K) resp. 01 S Mp+1,n+1(K)7

alors la matrice associée a g o f est égale a

BA Ba+b B b A a
= € Mpi1,m41(K).
0 1 0 1 0 1
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(1.6.6) Reformulation abstraite. Soient X,Y et Z trois espace affineset f: X — Y et g: Y — 7
des applications.
(1.6.6.1) Sife AX,Y) et ge A(Y,Z), alors go f € A(X,Z) et go f =go f.
(1.6.6.2) Si f e A(X,Y), alors (f est bijectif <= f Dest; on dit que f est un isomorphisme affine). Si c’est
le cas, ona f~! € A(Y, X) et fj = (L.
(1.6.6.3) Toute application affine f : X — Y induit une application linéaire

A A - 10 siz=teX
f:X—7Y, f@)z{ ’
sf(x), siz=sz,s€c K—{0},ze€ X,
dont la matrice dans les bases respectives 1, ..., ZTm, o €t Y1,. .., Yn, Yo de X et Y est égale a

(0 1)

(1.6.7) Définition. Le groupe affine d’un espace affine X est

Onag/;f:fjof.

GA(X) := {f € AX,X) | f bijectif}

(ceci est bien un groupe, d’aprés (1.6.6.1-2)). Pour tout entier n > 1 on note GA,(K) = GA(K"™); on a,

d’apreés 1.6.5,
A a
GA,(K) = ‘AEGL”(K),CLGK" .
0 1

[Un choix d’une base affine de X induit un isomorphisme de groupes GA(X) — GA,(K), ot n = dim(X).]

(1.6.8) Projection paralléle. Soient X un espace affine, ¥ C X un sous-espace affine et W C X un
sous-espace vectoriel tel que W @Y = X.

W

f(x)

Pour tout x € X, le translaté x + W C X est un sous-espace affine, dont 'intersection (x + W) NY avec Y
est un point (d’apres 1.2.6); on le note f(xz). L’application ainsi définie

f:X—Y, x— f(x)

est affine (exercice!). On l'appelle la projection affine (ou paralléle) sur Y de direction W. La
projection f vérifie f(f(x)) = f(z) (pour tout z € X), donc fo f = f.
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(1.6.9) Théoreme de Thalés (bis). Sous les hypotheses de 1.5.1, soit W = Hy = Hp = He. La
projection f : X — D’ de direction W alors induit un isomorphisme affine g = foi: D — X — D’ (ol
l’on a noté i : D — X linclusion de D dans X).

En choisissant des bases affines (donc des coordonnées cartésiennes) de D et D’, on écrit g : D — D’ sous
la forme

g(t) = M+ aq, (Ae K — {0}, a € K).
Le rapport des points A, B,C € D est égal a

CA _1(C) —t(A)
CB  t(C)—t(B)’
ou t(A) est la coordonnée de A (et de méme pour B et C'). Comme
A'=g(4), B'=g(B), ("'=g(0),
ona

C'A" (M(C)+a)— (M(A) +a)  HC)—t(A) CA

t
OB~ (M(C)+a)— (M(B)+a) {C)—4(B) CB

(“le rapport de trois points alignés est un invariant affine”).

(1.6.10) Proposition. Soit X un espace affine. L’ensemble des translations T(X) := {t(@) | @ € X} est
un sous-groupe distingué de GA(X). Le groupe T(X) est canoniquement isomorphe a X.

Preuve. Comme

-, -,

(Va,be X) @ otd) =t@@+b); t@=id < a=0,
T(X) est un sous-groupe de GA(X) et application
X —T(X), a—t@

est un isomorphisme de groupes. Si f € GA(X) et @ € X, il faut démontrer que f o t(@) o f~1 € T(X); mais
on a

(Vz e X) fot(@o f ' (zx)=f(f ' (z) +a) =z + f(a),
donc fot(d@)o f~1 = t(f(@)) € T(X).

(1.6.11) On peut aussi remarquer que I’application
a:GAX) — GL(X), f—f
est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est égal a

Ker(a) = T(X).

Si I'on utilise la représentation matricielle (1.6.5.3), o s’écrit comme

A a
a:GALK) — GL,(K), ( > — A,

0 1
I, a
Ker(a) = {( . 1)

aeK”}.
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Bien sir, la translation ¢(a) (a € K™) correspond & la matrice

(0 1)

(1.6.12) Proposition-Définition. Soit X un espace affine. Une homothétie f : X — X est un élément
feGA(X) tel que f =X-id, ot A € K — {0,1}. On dit que X est le rapport de f.
(i) Une homothétie f : X — X a un unique point fixe z; € X (le centre de f). On a

(VreX) i) = 772,
(ii) L’ensemble T'(X) U {homothéties f: X — X} est un sous-groupe de GA(X), qui est isomorphe &

A1, a
{( > ‘)\EK—{O}, aEK"} (n = dim(X)).
0 1

Preuve. (i) Fixons zg € X. Si ¢ € X, alors le point zg + ¢ est fixé par f < ona

zo+ &= f(xo+¢) = f(zo) + AC.
Comme \ # 1, cette équation a une unique solution &= (1 — \) "'z f(z0), donc
_
zp=x0+ (1= N) " tag fwo)
est I'unique point fixe de f. Pour tout z € X on a
f(x)=fley+T72) =x; + ATz = zpf(x) = ANT52.
(ii) Ceci résulte de 1.6.7.

(1.6.13) Exercice. Décrire géométriquement le produit de deux homothéties fi o fa. [Indication :
choisir Uorigine xo € X et écrire fi sous la forme fi : X — X, fi(t) = Mt + @;.]

(1.6.14) Exercice. (i) Soient X etY des espaces affines. Si g, ..., Zn est une base affine de X, montrer
que pour tout ensemble de m + 1 points yo, .. .,ym € Y il existe une unique application affine f : X — Y
telle que f(z;) =y; (i=0,....,m). SIX =K Y =K"et f(z) =Ax+a (ou A € M, n,(K) et a € K"),
déterminer A et a en termes des coordonnées de xg, ..., Tm €t Yo, - - -, Ym-

(ii) Soit X un espace affine. Si f € A(X,X) vérifie f o f = f, alors f est une projection paralléle sur un
sous-espace affine de X.

(iii) Soient X et Y des espaces affines. Alors une application f : X — Y est affine <= [ conserve le
barycentre des ensembles de points pondérés.

(iv) Soit D une droite affine. Si une bijection f : D — D conserve le rapport des triplets de points
A,B,C € D, alors f est un isomorphisme affine.

(1.6.15) Exercice. Soit X un plan affine, soient A, B, A’, B’ quatre points distincts d’une droite affine
d C X. On sait, d’aprés 1.6.14(i), qu’il existe une unique application affine f : d — d (resp., g : d — d)
telle que f(A) = A', f(B) = B’ (resp., g(A) = B', g(B) = A’).

(i) SiC € d, construire géométriquement f(C),g(C).

(ii) Construire géométriquement tous les points D € d (resp., E € d) tels que f(D) = D (resp., g(E) = E).
(iii) Si f(D) = D et g(E) = E, montrer que l'on a [D,E, A, B'| = [D,E, A’, B] (voir 2.5 ci-dessous pour la
définition du birapport).

(1.6.16) Exercice. Considérons les coordonnées barycentriques Ao, A1, A2 par rapport a une base affine
A, B,C d’un plan affine réel X. On note f : X — X [l'unique application affine telle que f(A) = B,
f(B)=0C, f(C) =A.

(i) Ecrire f dans les coordonnées barycentriques.
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(ii) Déterminer tous les points fixes de f (= tous les points P € X tels que f(P) = P).

(iii) En utilisant les coordonnées barycentriques, écrire I’équation d’une droite générale d qui passe par A.
Déterminer les coordonnées barycentriques du point d’intersection d N f(d).

(iv) En utilisant les coordonnées cartésiennes © = A1 et y = Ag, déterminer I’équation du lieu des points
dn f(d), lorsque d parcourt toutes les droites qui passent par A.

(v) Interpréter géométriquement le résultat de (iv).

(vi) Construire a la régle I'image f(Q) d’un point Q € X donné.

(1.6.17) Exercice. Soit X un espace affine de dimension n > 1 sur un corps fini K = F, a q éléments;
soit x € X un point de X.

(i) Déterminer le nombre de droites affines d C X qui passent par .

(ii) Déterminer le nombre de droites affines d C X.

(ili) Déterminer le nombre de sous-espaces affines Y C X de dimension k (1 < k < n) qui passent par x.
(iv) Déterminer le nombre de sous-espaces affines Y C X de dimension k (1 <k <mn).

(v) Pourquoi a-t-on mis cet exercice dans le paragraphe 1.6 7

(1.6.18) Exercice. (i) Soit X un espace affine; soient f,g,h : X — X des homothéties vérifiant
fogoh=id (c’est a dire que f(g(h(x))) = = pour tout x € X ). Que peut-on dire des rapports respectifs
et des points fixes respectifs de f, g et h?

(ii) Soient L, M et N trois points d’un plan affine X qui ne sont pas alignés. Montrer qu’un triplet de
points A, B,C € X (disjoint de L, M, N ) vérifiant L € (BC), M € (CA) et N € (AB) est détérminé par les

rapports
LB 8 MC N4
A= —, i = ==
o Mi T NB
c’est-a~dire que si 'on a L € (B'C"), M € (C'A"), N € (A’'B’) et

— —_— —
LB MC NA
AR Ty A o A
alorsona A'=A, B =Bet C'=C.
L
M
N
|
A B '

1.7 Produit semi-direct

(1.7.1) Exemple : le groupe G = GA,(K) a deux sous-groupes importants :

I, a N I, a
T=T(X)= ae K"y — K", —a
0 1 0 1

(les translations x +— x + a) et
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A 0 A0
H:{( ) ’AeGLn(K)}LGLn(K), ( >HA,
0 1 0 1

(les application linéaires x — Az) qui vérifient les propriétés suivantes :

(1.7.1.1) TN H = {e} (e = I'élément neutre de G).
(1.7.1.2) T <G, ie. T est un sous-groupe distingué de G (¢gT'g~* C T pour tout g € G).
(1.7.1.3) Tout élément g € G se décompose comme g =th, t € T, h € H.

A a I a A 0

o 1) \o 1)\o 1)
(1.7.2) Produit semi-direct de deux sous-groupes. En général, soient G un groupe et T, H deux
sous-groupes de G vérifiant (1.7.1.1-3).

Quant a la derniere propriété, on a

11 résulte de (1.7.1.1) que la décomposition g =th (t € T, h € H) d’un élément g € G est unique.
Grace a (1.7.1.2), le groupe H agit sur T par conjugaison : pour tout h € H, Papplication

oh): T —T
ts Mt =nth™!
est un homomorphisme de groupes et les applications ¢(h) définissent une action de H sur 7', i.e. on a
t=t, M) ="y (h,h € H;t € T).

En 1.7.1 ci-dessus, on a

A 0
<Ol>la A 0\ (I a\ (A O\" [A Aa\ (A" 0 I Aa
01/ \o 1/\o 1/\o 1) \o 1 o 1) \o 1)
ce qui correspond & laction naturelle de GL, (K) sur K™.

On dit que G est le produit semi-direct de ses sous-groupes 7" et H; on note

G=TxH ou Tx,H.

Le produit dans G se calcule en termes du produit dans T et H et de ’action ¢ : si g1, g2 € G, on décompose
g1 = t1h1, g2 = toho (tl,tg S T, hl,hQ S H) et on calcule

g192 = tihitaho = t1h1t2h1_1h1h2 = t1(h1t2)h1h2'
L’application

a:G— H, g=thw—h

est un homomorphisme de groupes dont le noyau est égal & T (cf. 1.6.11).

(1.7.3) Produit semi-direct de deux groupes. Plus généralement, soient T, H des groupes et ¢ une
action de H sur T telle que ¢(h) : T — T (t — "t) soit un homomorphisme de groupes, pour tout h € H.
On définit le produit semi-direct

G=TxH=Tx,H={(t,h)|[teT, heH}

comme ’ensemble 7" x H muni du produit
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(t1,h1)(t2, ho) = (t1("t2), hihs).

On vérifie que G est bien un groupe. Si l'on identifie T' (resp. H) au sous-groupe T x {ey} C G (resp.
{er} x H C G), ou l'on a noté ey (resp. er) I'élément neutre de H (resp. de T), alors G deviendra un
produit semi-direct de T" et H au sens de 1.7.2.

(1.7.4) En résumé, le groupe affine GA,, (K) est isomorphe au produit semi-direct
GAp(K) =5 K™ 1 GLy(K) (1.7.4.1)
par rapport & action naturelle de GL,,(K) sur K.

Plus généralement, les formules matricielles gardent leur sens sur n’importe quel anneau commutatif (uni-
taire) R : si l’on pose

R*={a€R|(Fb€R) ab=1}
et
GL,(R)={g€ M,(R) | (3h € M,(R)) gh=1I}
={g € My(R) | det(g) € R"},
alors le groupe

A a
GA,(R) = { ( . 1) ‘A € GL,(R), a € R"} C GL,+1(R)

est isomorphe au produit semi-direct R™ x GL, (R).

A a
GAl(R)—{< )’/\ER*,aER};RNR*,
0 1

ou R* agit sur R par multiplication. Si —1 # 1 dans R, alors GA;(R) contient le sous-groupe suivant :

()

En particulier, on a

aeR}LRx{ﬂ}.

)

correspond & l'application “affine” x +— a + z (z € R).

Bien siir, la matrice

(1.7.5) Exercice. Pour n > 3, exprimer le groupe symétrique S,, et le groupe diédral D,, (le groupe des
isométries d’un polygone régulier & n c6tés) comme un produit semi-direct T x {£1}.

(1.7.6) Exercice. Y a-t-il un lien entre 1.7.4 et 1.7.57

(1.7.7) Exercice (version abstraite de (1.7.4.1)). Soient X un espace affine et © € X.

(i) Le stabilisateur GA(X), s’identifie naturellement a GL(X); plus précisement, I'application
GAX)s — GL(X),  f— f

est un isomorphisme de groupes.
(ii) Le groupe affine GA(X) est le produit semi-direct de ses sous-groupes T(X) x GA(X),, donc GA(X)
est isomorphe au produit semi-direct X x GL(X) (pour I'action naturelle de GL(X) sur X).
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2. Géométrie projective
A Porigine du sujet était 'étude de la perspective, i.e. de la correspondance entre deux plans induite par

une projection ‘conique’ (ou ‘centrale’). Une perspective ne conserve pas le parallélisme; elle mélange les
points ‘usuels’ et les points ‘a 'infini’.

\

> Osil

2.1 Introduction : points a ’infini

“Unlike parallel lines,

it was inconceivable

that their views should ever meet,
even at infinity.”

E. Crispin, Holy disorders

(2.1.1) Projection conique. Soit X un hyperplan dans un espace affine Z; soit O € Z, O ¢ X. Notons X
I’hyperplan parallele & X qui contient le point O. La projection conique de centre O sur X est ’application
suivante :

fiZ-Xo—X, {f(P)}=Xn(OP).

\

f(P) X

Si P,Q € Z— Xop, alors on a
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f(P)=f(Q) <= (OP)=(0Q).

Il en résulte qu’on peut définir f en utilisant la bijection naturelle

F:{D C Z droite affine | O € D, D ¢ Xpo} — X

(2.1.1.1)
D — DNX;

On a

(VP e Z-Xo) f(P)=F((OP)).

(2.1.2) Que faire avec les points P € Xp? On aimerait ajouter & X un ensemble X, des “points &
Iinfini” et définir un prolongement naturel de ’application f

f:Z-{0}) — X =XUX.

(2.1.3) Exemple : (i) Sous les hypotheses de 2.1.1, on suppose que dim(X) = 1.

f(P)

On ajoute a la droite X un unique point a I'infini co = cox. On pose X = X U{oo} et on définit Papplication
f:Z—-{0} — X comme

. {f(P% P ¢ Xo
o0, PEXo—{O}.

(ii) On peut aussi étudier une perspective induite par f : soit Y C Z une droite qui n’est pas parallele & X
et telle que O € Y. On note yo (resp. zp) le point d’intersection Y N Xo (resp. X NYp).
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f(P) f(Q) %0 f(Q) X f(P)

Si P €Y — {yo} approche yo, alors f(P) tend vers le point & I'infini cox.

SiQ €Y — {yo} tend vers le point a 'infini coy, alors f(Q) approche xg.

Il est donc vraisemblable qu’on devrait définir un prolongement g : Y — X ‘naturel’ de I’application
fly—gwoy Y — {0} — X comme

f(P), P # yo, 00y
g(P) = { cox = f(yo), P =y (2.1.3.1)
zo, P = coy.

(2.1.4) Le cas général. (i) Sous les hypotheses de 2.1.1, soit Y une droite qui n’est pas faiblement
parallele & X et telle que O € Y.
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Y

OnaYnNX={y}, YNXo={yo}, yo # O. La projection de Y — {yo} est égale &

F (Y —{yo}) = aff(O,y0,y) N X =D,

ot D est la droite parallele & (Oyp) qui contient y. Siun point P € Y — {yo} approche yo, alors f(P) tend
vers cop € D (le point a 'infini de la droite D); on devrait donc avoir D C X et

f(yo) = o<p.

Le méme argument s’applique & n’importe quelle droite Y/ C Z telle que Y/ N X = {yo} : dans ce cas
D' = f(Y' —{yo}) est la droite paralléle & (Oyp) (donc & D) contenant y’, ot {y'} =Y’ N X; on obtient

f(yo) = Xp/,
donc
XOp = XOp/,
Ceci suggere qu’on devrait avoir
X = X U{oop | D C X droite affine}, cp =ocop <= D|D. (2.1.4.1)
et
_ . f(P), P ¢ Xo
f+z-{0},  f(P)=
D, PGXoi{O}aDCXvD“(OP)

On peut également prolonger la bijection F'; on obtient une bijection

F : {D C Z droite affine | O € D} =5 X,
- F(D), D ¢ Xo (2.1.4.2)
F(D) =

oD, Dc Xo, D' C X, D'|D
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vérifiant

(vPez-{0})  f(P)=F((OP)).
(ii) SiY C Z est un hyperplan qui ne contient pas O, alors on aimerait définir un prolongement naturel

g:Y — X
de ’application
Y — 7z - {0}-L-X.

Il faut trouver l'image g(cop), pour toute droite affine D C Y. On peut remplacer Z par le plan affine
engendré par O et la droite D; la formule (2.1.3.1) alors montre que g(cop) = @ est 'unique point Q € X
tel que (OQ)|| D, si on suppose que D n’est pas faiblement parallele & X.

@)

Si D est faiblement parallele & X, alors il existe une droite D’'||D, D’ C X NY. Comme ocop = cops € Y et
f(P) = P pour tout P € D', on devrait définir

g(cop) = g(copr) = oopr.
(iii) Plus généralement, on peut prolonger f & une application f: Z— {0} — X , ou l'on définit Z par la
regle (2.1.4.1) : on pose

(pez—{0})  f(P)=F(P)
et, pour toute droite affine D C X,
~ Q, Q€ X, (0Q)||D, si D n’est pas faiblement parallelle & X
floon) = { D, si D est faiblement parallelle a X.

(2.1.5) Coordonnées homogenes (exemple). On fixe des coordonnées cartésiennes z,y dans un plan
affine H. Soient

D:y—ar—b=0, D:y—azx—b =0

deux droites paralleles distinctes (a,b,b" € K, b # b"). Ou peut-on trouver le point cop = ocop?

Si P = (z,y) € H, on écrit v = X/Z, y = Y/Z et on considere le triplet (X,Y,72) (X,Y,Z € K, Z # 0)
comme des coordonnées (homogenes) du point P. Pour tout t € K — {0}, le triplet (¢X,tY,tZ) représente
aussi P.

On peut exprimer 1’équation de la droite D en termes de coordonnées homogenes :
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On définit

D:Y—aX—-bZ=0, D:Y—aX-bZ=0

et on considere aussi les triplets (X,Y, Z) ou Z = 0, qui correspondent au points & U'infini H.,. En particulier,
pour trouver Uintersection D N D’ il faut résoudre les équations

Y—aX—-bZ=Y-aX-VZ=0 < Y—-aX-bZ=0, (b—0)Z=0 < Z=0, Y=aX <
— (X,Y,Z)=(X,aX,0)=X(1,a,0).

Le point cop = copr est donc représenté par le triplet (1,a,0).
2.2 Espaces projectifs

Pour définir formellement X = X U X (ot X est un espace affine), on utilise la bijection (2.1.4.2) : on

plonge X' comme un hyperplan dans I'espace vectoriel X et on identifie X & lensemble des droites D € X
contenant O = 0 (i.e. a 'ensemble des droites vectorielles dans X).

(2.2.1) Définition. L’espace projectif associé a un espace vectoriel V est I'ensemble des droites vecto-
rielles de V' :
P(V)={D c V| D sous — espace vectoriel, dim(D) = 1}.

En particulier, P(V) est vide (resp. un point) si dim(V') = 0 (resp. si dim(V') = 1). On pose
dim(P(V)) = dim(V) — 1
(donc dim(@) = —1). En particulier, la dimension de ’espace
P"(K) = P(K") (n>0)

est égale an. Sidim(P(V)) =1 (resp. dim(P(V')) = 2), on dit que P(V') est une droite projective (resp. un
plan projectif).
(2.2.2) Exemple : L’ensemble P1(K) contient :

— la droite verticale (“de pente 00”) : x = 0;
— pour tout ¢ € K, la droite de pente c: y —czx =0,

d’ot1 une bijection naturelle

pente : P (K) — K U {oco}. (2.2.2.1)

y X
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(2.2.3) (Reformulation de 2.1.4(i)). Soient V un espace vectoriel, W C V un hyperplan vectoriel et
veV, vgW. Alors X =v+ W C V est un hyperplan affine de direction X = W, 0 Z X.

L’ensemble P (V) se décompose naturellement

P(V)={D C V| D droite vectorielle, D ¢ W} U{D’' C W | D droite vectorielle}.

La bijection naturelle (2.1.1.1)

{D C V| D droite vectorielle, D ¢ W} — X
Dw— DNX

nous permet d’identifier P(V') & la réunion X UP(W). En particulier, P(V) — P(W) s’identifie ) & un
espace affine de dimension dim(X) = dim(W) = dim(P(V)).
Par récurrence, on obtient une décomposition

P(V)=X,UX,_1U-UXo,

ou chaque ensemble X; est un espace affine de dimension i (0 < ¢ < n = dim(P(V))). Si K = F, est un
corps fini & ¢ éléments, on en déduit que

P"(Fy)|=q¢"+q¢" "+ +qg+1

(2.2.4) Définition. Soit X un espace affine. Le projectivisé de X est I'espace X = P()A() Comme X
est un hyperplan affine dans X de direction X, on peut identifier X a X UP(X). On dit que X, := P(X)
est ’hyperplan a l’infini de X.

(2.2.5) La définition 2.2.4 équivaut & (2.1.4.1) : un élément L € X, est une droite vectorielle L C X; elle
correspond a l'’ensemble de toutes les droites affines D C X de direction D = L, qui ont le méme point a
l'infini cop =L € X — X.

(1) Plus canoniquement, P(V) — P(W) a une structure d’un espace affine de direction Homg (V/W, W)
(exercice!).
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(2.2.6) Définition. Soit V un espace vectoriel. Un sous-espace projectif de P(V) est un sous-ensemble
P(W) Cc P(V), ot W est un sous-espace vectoriel de V. Si dim(W) = dim(V) — 1, on dit que W est un
hyperplan projectif dans P(V).

(2.2.7) Passage affine —> projectif. SiY est un sous-espace affine d’un espace affine X, alors Y est un
sous-espace vectoriel de X, donc Y = P(Y) = Y UY,, est un sous-espace projectif de X = P(X) = X U X,..
Il en résulte que toute configuration “affine” {Y;} de sous-espaces affines de X donne lieu & une configuration
“projective” {}72} de sous-espaces projectifs de X. Voici un exemple, ou X est un plan et H = X, la droite
a 'infini.

(2.2.8) Passage projectif — affine. Réciproquement, si P(W) est un hyperplan projectif dans P(V) et
{Z;} une configuration de sous-espaces projectifs de P(V) telle que Z; ¢ P(W), alors X := P(V) — P(W)
est un espace affine et {¥; = Z; N X'} est une configuration de sous-espaces affines de X.

(2.2.9) Proposition. Si Wy, W, C V sont des sous-espaces vectoriels de V', alors P(W1) N P(W3) =
P(Wy NWy) C P(V) est un sous-espace projectif de P(V') de dimension

dim(W1iNWs)—1 = dim (W) +dim(Ws) —dim (W1 +Ws)—1 = dim(P (W7))+dim (P (W2)) —dim(P (W1 +Ws)).

Preuve. On a P(W1) N P(W3) = P(W; N W), par définition. La dimension de P(W; N W3) se calcule a
l’aide de la formule

d1m(W1 N WQ) + d1n1(W1 + WQ) = dlm(Wl) + dlm(Wg)
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(2.2.10) Corollaire. Sidim(P(W7)) + dim(P(W2)) > dim(P(V)), alors P(W1) NP (W) # 0.

(2.2.11) Sim,n > 1, alors on a K™ x K™ = K™ mais P"(K) x P"(K) # P™""(K). Par exemple,

|PY(Fy)| =2+1=3, |P3(Fy)| =22 +2+1=7#3-3.
Voici le plan projectif P?(Fy) sur le corps F :

>

B C
2.3 Coordonnées homogenes
(2.3.1) Notation. Soit V un espace vectoriel. On note

7:V — {0} — P(V)

Papplication canonique (surjective)

On a

m(u) =7(v) <= (FHeK") u=tv. (2.3.1.1)

(2.3.2) Coordonnées homogeénes. Soit V un espace vectoriel de dimension n+1 (n > 0). En choisissant
une base de V, on identifie V a K"+, donc P(V) a P(K"*1) = P"(K).
Soit

7 K" — {0} — P"(K), P — (0P)
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Iapplication définie en 2.3.1. ci-dessus. Pour tout vecteur non nul (X, ..., X,) € K"t — {0} on note

(XO o Xn) =T (t(Xo, . 7Xn)) S Pn(K)
On dit que (Xoy,...,X,) sont des coordonnées homogeénes du point P = (Xy : --- : X,,) € P"(K).
D’aprés (2.3.1.1), on a
Xo: - :Xp)=%::Y,) <= (FHeK") Yy=tXo,...,Y,=tX,.

(2.3.3) Exemple (n=1) : Sit(a,b) € K2 — {0}, alors (a: b) € P'(K) est la droite vectorielle engendrée
par le vecteur (a,b).

Sia+#0,alors (a:b) = (1:2) est la droite de pente 2.
Sia=0, alors (a:b) = (0:b) = (0:1) est la droite verticale.

Il en résulte que la bijection (2.2.2.1) s’écrit
pente : P1(K) = K U {o0}, (a:b)— 2,

ol on pose % = oo pour tout b € K* = K — {0}.

(2.3.4) Coordonnées homogenes et coordonnées affines. (i) Soit n > 1. L’ensemble
W={Xo=0}={0,X1,....,X,) | X; € K} c K"*!
resp.

Y =41,0,...,0) + W ={Xo =1} = {"(1, X1,..., X,,) | X; e K} ¢ K"*!

est un hyperplan vectoriel (resp. un hyperplan affine) de K"*!. On considére Xi,...,X,, comme des
coordonnées cartésiennes dans Y, i.e. on identifie

Yy = K", Ay, tn) = Bt t).
On a, comme en 2.2.3 ci-dessus, une bijection naturelle
F:P"(K)-P(W) =Y, D— DnNY.

En utilisant les coordonnées homogenes, on a

Hy:=PW)={(0:Xy:---:X,) e P"(K)}
et I'application F' s’écrit
F (X0 Xn)Ht(ng;,.. %>
(Xo #0)
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donc

X1 Xo Xn
tQZY tn:7
0 0

(2.3.4.1)

sont des coordonnées cartésiennes (affines) dans l'espace affine P(V) — Hy (dont “I’hyperplan & U'infini” est

égal a HQ)

X0

T
(XgX,)

Y / - (@X{X g X X3 T

(ii) Réciproquement, si I'on identifie Kna K letha Xy, alors le plongement K™ — Kn=pn» (K) s’écrit

(2.3.4.2)

Ftg,osty) > (Lity oot ty).
L’hyperplan a linfini P™"(K) — K™ est égal & H, dans ce cas.
(iii) Plus généralement, si i € {0,...,n}, alors
H={Xo::X;—1:0: X;17:-: X)) e P"(K)}

est un hyperplan projectif dans P"(K) et les fonctions

& X1 Xit1 Xn

Xi X’ Xi Xi
sont des coordonnées cartésiennes dans 'espace affine P (K)— H; (de dimension n). On a HyN---NH, = 0,
donc

P (K) = | J (P"(K) - H)).
i=0

En résumé, l'espace projectif P™(K) admet un recouvrement canonique par n+ 1 espaces affines P*(K) — H;

(1=0,...,n), dans lesquels on a des coordonnées affines (2.3.4.2).
(2.3.5) Exemple (n=1): Ona Hy={(0:1)} c PY(K)D{(1:0)} = H;.

Ho
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La coordonnée affine z (resp. w) dans PY(K) — Hy (resp. dans P*(K) — H;) est égale &

z:PYK) - Hy = K w:Pl(K)—HliK
(a:b), a#0 — & (a:0), b#0 — ¢
Dans PY(K) — (HyU Hy), on aw = 1/2.
(2.3.6) Exemple (n =2) : Sil'on enleve du plan projectif P?(K) la droite projective
Ho={(0:X;:Xs)} C P}K) resp. Hj = {(Xo:0:Xs)} C P*K),
on obtient un plan affine avec des coordonnées cartésiennes
P*(K) - Hy — K?
(Xo: X1 : Xa), Xo #0 = (,y) = (32,52)
resp.
P}(K) - H, = K*

(Xo: X15Xa), X1 £0 > (u0) = (52, 52)

wo= (31 wn=(22).

2.3.7) Sous-espaces projectifs de P*(K). Un hyperplan vectoriel W ¢ K™t! g'écrit
( P proj yperp

Dans P?(K) — (Ho U Hy), on a

W:apXg+ - +apX, =0 (a; € K, 35 a; #0).
La forme linéaire f(Xo,...,X,) = apXo+ -+ a, X, ne définit pas une fonction du point (Xp: ---: X,,),
mais Uégalité f(Xo,...,X,) = 0 ne dépend que de (X : ---: X,,), puisque

f(tXo,. .., tX,) =t f(Xo,...,Xn)
pour tout ¢t € K*. L’hyperplan projectif P(WW) est donc égal &
P(W) = {(Xo -2 X,) € P"(K) | a0Xo+ -+ 4, X, = 0},

Si W c K™ est un sous-espace vectoriel de dimension d < n, alors il existe des hyperplans vectoriels
W; c Kntl

W;:apXo+ - +ainX,=0 (i:O,...,r:n—d)
tels que W =Wyn---NW,, donc

P(W) :{(XQ : Xn) EPn(K) | (VZ:O,,T) a10X0++alan:0}
(2.3.8) Passage affine = projectif. Soient t1,...,t, les coordonnées canoniques dans K™ et
Y iati+--+ceptn+c=0 (c,e; € K, 35 ¢; #0)

un hyperplan affine dans K™. Si l'on identifie K™ a P"(K) — Hy = Kn — Hy comme en 2.3.4(i)-(ii), alors
léquation de ’hyperplan projectif Y C K™ = P"(K) est égal &

~ X X
Y : X (c11—|—---+cnn+c> =cXot+aXi+ -+ X, =0.
Xo Xo
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(cf. 2.1.5 ci-dessus).
(2.3.9) Passage projectif —> affine. Réciproquement, soit
H:a0Xg+ --4+a,X,=0

un hyperplan projectif dans P"(K). S’il existe i € {1,...,n} tel que a; # 0, alors H # Hy et 'intersection
H N (P"(K) — Hp) est un hyperplan affine dans P"(K) — Hy — K", dont I’équation s’écrit, dans les
coordonnées affines t; = X;/Xo (i=1,...,n) de P*"(K) — Hy,

ao +aity + - +apt, =0.
(2.3.10) Plus généralement, soient

i = aippXo+ - +anXy, (aijEK,i:O,...,n)

n + 1 formes linéaires linéairement indépendantes. Dans ce cas

{to = 0} = {(Xo -+ Xo) € PU(K) | £o(Xo...., X,) = 0}
est un hyperplan projectif de P"(K) et les fonctions
T .
by’ In Lo
sont des coordonnées cartésiennes dans l’espace affine P"(K) — {{;, = 0}.

(2.3.11) Projectivisée d’une courbe affine plane. (i) Comme en 2.3.4(ii) ci-dessus, on plonge

T

KQMIA(/Q:PQ(K), ( >|—>(1:m:y).

Y

La droite & linfini est égale & Hy = {(0: X; : Xo)} et on a x = X1 /X0, y = X2/ X pour (Xp : X1 : X3) €
P2(K) — H.
Soit f(x,y) € K[z,y] un polynéme de degré d > 1; '"équation f(z,y) = 0 définit une courbe affine plane C.
Le polynéme

F(Xo, X1, X2) := X{§ f(X1/Xo0,X2/Xo) € K[Xo, X1, Xs)]
est homogeéne de degré d :
F(tXo,tX1,tXs) = t¢ F(Xo, X1, Xo).

L’équation F'(Xy, X1, X3) = 0 définit une courbe projective plane C c P2 qui “prolonge” C' (car cn (P? —
Hy) = C); on I'appelle la projectivisée de C. Comme en 2.3.7, F(Xj, X1, X2) n’est pas une fonction du

point (Xo : X1 : X2), mais la condition F'(Xo, X7, X3) <0 ne dépend que de (X : X1 : Xo).

(ii) Par exemple, la projectivisée du cercle C : 2% + y%? — 1 = 0 est égale &
C:X24X2-X2=0.

Quels sont les points a I'infini de la courbe C? On a

(Xo:X1:X,)€eC(K)—C(K) < X!?4+X}-X2=0, Xo=0 < X?+X2=0, Xo=0.
En particulier, si K = C, il y a deux points a Uinfini :

C(C)—C(C)={(0:1:=%i0)}.
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(iii) Plus généralement, si

C':(x—a)+@y—0?—r*=0 (a,b,r € R, r > 0)

est un cercle quelconque, alors on a

C': (X1 —aXo)? + (Xo — bX0)? — X2 = X2 + X2 — 2aX0 X, — 26X Xy + (a® +b° —r?) X2 = 0.
Le méme calcule montre que

C'(C) = C'(C) = {(0:1: +i)},
donc tous les cercles ont les mémes deux points complexes (les “points cycliques”) & l'infini!
(2.3.12) Coniques projectives (exemple). Soit K =Ret C =Cp:y—a2=0;0onaC: XoXs— X2 =0.
On sait que 'on peut considérer n’importe quelle droite projective D C P?(K) comme la droite & I'infini;
en l'enlevant, on obtient une courbe affine C — (C'N D) dans l'espace affine P?(K) — D.
(i) SiD=Hy={(0: Xy : X2)}, alorson a C — (CN D) =Cy.
(i) Si D = Hy = {(Xo : 0: X5)}, on utilise les coordonnées affines (u,v) = (Xo/X1, X2/X;) dans
P2(K) — H;. L’équation de la courbe affine C; = C' — (C'N Hy) s’écrit alors

XX, — X2

Ci: X =uww—1=0.

(iii) Si D ={(Xo:X1:X2)| X0+ X2 =0}, on utilise les coordonnées affines
Xo—X5 _2X
(a,b) = (X3+X§’ Xo+3<2>

dans P2(K) — D; la courbe affine Cy = C' — (C' N D) s’écrit

(X0 + X2)? — (Xo — X)? — (2X1)?

Cy: =1-a® -0p*=0.
2 (X0+X2)2 a

En résumé, la parabole Cy, 'hyperbole C et le cercle Cs ont la méme projectivisée 6’2 =C (voir aussi 3.8.8
ci-dessous)!

(2.3.13) Sous-espace projectif engendré. Soient vg,..., v € K”“—{G} et P, =7(v;) = Kv; € P*(K),

ie.
Xio
vi=| |, P=(Xio::Xin) (i=0,...,k).
Xin
On appelle le plus petit sous-espace projectif de P™(K) contenant les points Py, ..., Py le sous-espace

projectif engendré par ces points; il est égal a

k k
m(vect(vg, ..., v)) = {(Z ANiXio:--- ZAiXm> ‘ No:--: ) € P’“(K)} .
=0 =0

Si les vecteurs vy, . .., v, sont linéairement indépendants, on dit que les points P, ..., P, sont projective-
ment indépendants.
Par exemple, deux points P = (Xg : -+ : X,) et Q@ = (Yp : -+ : Y,) de P*(K) sont projectivement

indépendants <= P # Q. Si c’est le cas, alors la droite projective engendrée par P et ) est égale a
{OXo+pYo: - AX, +uYn) | (Vs p) € PHK)}.
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(2.3.14) Dualité projective. Soient

H:a0Xg+ - +a,X,=0 (Fi a; #£0)
H :boXo+ - +b,X, =0 (35 b; #£0)

deux hyperplans projectifs dans P*(K). On a
H=H <= (JteK" by = tag,...,b, = tay,
d’ot1 une bijection

{hyperplans projectifs H C P"(K)} — P"(K)

apXo+ - +anXn=0 — (ap:---:ap).
On peut donc associer a tout hyperplan (projectif) dans P™(K) un point de 'espace projectif “dual”.
Si H # H', alors les points P = (ag : -+ : ap), P’ = (bg : - -+ : by) € P*(K) sont distincts. Un point
Q= (Xag+ pby: -+ Aay + pby)

de la droite (projective) engendrée par P et P’ est associé & 'hyperplan (projectif)

HQ = ()\ao + Mbo)Xo + -+ (/\an + ,Uzbn)Xn =0.
On appelle ’ensemble d’hyperplans
{Hg | (PP")} ={L c P*(K) | L hyperplan (projectif), L > HN H'}
le faisceau d’hyperplans engendré par H et H'.

H

Par exemple, si n = 2, alors les droites (projectives)

a:a0X0+a1X1+a2X2 :O, dld0X0+d1X1+d2X2 =0

dans P?(K) correspondent aux points A = (ag : a1 : az), D = (dp : dy : d3) € P?(K). L’équation d’incidence
aodp + a1dy + asds = 0 étant symétrique, on a

Aed < dpag+diag +doas =0 <= agdy+aidi +asdo =0 <= D €a.

En utilisant la méme notation, on en déduit que
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A Bed < Deand

a b

C € la droite engendrée par A et B <= c € le faisceau de droites engendré par a et b.

a b
A B C
I I I C

Il en résulte que toute configuration de points {A;} et de droites {d;} dans P?(K) donne lieu & la configu-
ration duale des points {D;} et des droites {a;} telle que D; € a; <= A; €d; :

a C
b
¢ d
R e
C s U
E B
F t
T

(2.3.15) Dualité projective — version abstraite. Soit V' un espace vectoriel; on note

V*={{:V — K | ¢ linéaire}

Iespace dual. Si ¢ € V* — {0} est une forme linéaire non nulle, alors son ensemble des zéros Ker(¢) C V est
un hyperplan vectoriel de V et on a

Ker({) =Ker({') < (Fte K—-{0}) (=t
I'application

P(V*) — {hyperplans projectifs H C P(V)}
w(f) — P(Ker(f)) = “{¢=0}"
est donc bijective. Le dual projectif d’'un sous-espace projectif P(W) C P(V) est le sous-espace projectif

P(W+) Cc P(V*) (de dimension dim(P(W+)) = dim(P(V)) — dim(P(W)) — 1), o1 I'on a noté W = {/ €
V* | (W) = 0}.
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(2.3.16) Exercice. Soit X un espace projectif réel de dimension dim(X) = 3. Soient dy,d1,ds C X trois
droites projectives telles que dy Ndy; = dy Ndy = da Ndg = 0.

(i) Montrer qu’il n’y a aucun plan projectif Y C X contenant deux droites d;, d; (0 <i < j <2).

(ii) Montrer que pour tout point Py € dy il existe une unique droite projective d(Py) C X qui passe par P
et qui intersecte dy et ds.

(iii) On suppose que X = P3(R) et que I'on a

(1:0:0:0),(0:1:0:0) € do, (0:0:1:0),(0:0:0:1) €dy,
(1:0:1:0),(0:1:0:1) €ds.

Déterminer les coordonnées homogénes d’un point général P; € d; (i = 0,1,2). Etant donné Py € dy,
déterminer les coordonnées homogénes des points d(Py) Ndy, d(Py) Nds et d’un point général P € d(Pp).
(iv) Déterminer 'ensemble

{P=(Xo:X;:Xy:X3) € P(R) |3 droite d C P3(R), P € d, d intersecte dy,d;,da}.

2.4 Applications projectives

(2.4.1) Définition. Soient V et V' des espaces vectoriels et f : V. — V' une application linéaire. Si
D C V est une droite vectorielle, alors on a

droite vectorielle dans V”, si D ¢ Ker(f)
D =
{0}, si D C Ker(f).

Il en résulte que f induit une application projective
P(f) : P(V) — P(Ker(f)) — P(V’)

En particulier, si f est injectif, alors P(f) : P(V) — P(V”) est défini partout.
Si f est bijectif, P(f) lest aussi; on dit que P(f) est une homographie (projective).

En général, si W C V est un sous-espace vectoriel de dimension dim(V') = dim(W) tel que WNKer(f) = {0},
alors f induit un isomorphisme W — V', donc une homographie P(W) — P(V").

(2.4.2) Exemples. (i) Projection conique et perspective. Supposons que dim(V) > 3. Soit W C V
un hyperplan vectoriel et U C V, U ¢ W une droite vectoriel; alors on a V=W @ U. La projection sur W
de direction U

f:V—Ww, flw4u)=w (weW,uel)

induit I’application projective
g=P():P(V)-{0} — P(W) (O =P()).

Pour toute droite vectoriel D C P(V'), D # U, les droites U, D et f(D) sont coplanaires :
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f(D) Y

11 en résulte que les points O = w(U), Q = w(D) et g(Q) = n(f(D)) de P(W) sont alignés, donc g n’est rien
d’autre que la projection conique sur P(W) de centre O :

P(V) O

Q
P(W) 9(Q)

pour tout @ € P(V) — {0}, on a {¢9(Q)} = (OQ) NP (W).
Si W’ C V est un hyperplan tel que U ¢ W', alors la restriction de f & W définit une bijection W’/ —= W,
donc une homographie P(W') = P(W) (la “perspective conique” induite par f).

(ii) Plus généralement, si V. =W @ U, ou dim(W),dim(U) > 1, alors la projection sur W de direction U
induit application projective (“projection de centre P(U) sur P(W)”)

g:P(V)-PU) —PW), {9(Q)}=PW)NLg,
ol on 'a noté Lg le sous-espace projectif de P(V') engendré par P(U) et Q € P(V) —P(U).

P(V) / \P(W)

% 9@

(iii) Formulaire : si
W = {"(z0,...,2Zm,0,...,0) | z; € K}, U={40,...,0,Zms1,...,2n) | 2; € K},
alors on a
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g: (Xo:- 1 X)) (Xo:: Xin) (Fi=0,...,m; X; #0).

(iv) En général, une application projective g = P(f) : P(V)—P(Ker(f)) — P(V’) conserve alignement :
soient P, Q, R € P(V)) — P(Ker(f)) trois points distincts qui appartiennent & une droite projective P(W) C
P(V) (W CV, dim(W) = 2). 5i W N Ker(f) # {0}, alors dim(f(W)) = 1, g(P(W)) = {g(P)} = {9(Q)} =
{g(R)}. Si W NKer(f)=1{0}, alors dim(f(W)) = 2 et les points g(P), g(Q), g(R) appartiennent & la droite
projective g(P(W)) = P(f(W)).

(2.4.3) Exercice. Soient ABED, BCFE, DEHG et EFIH quatre carrés dans R?> C P?(R). Etant donné
les images A’ = h(A), B' = h(B), E' = h(E) et D' = h(D) par une homographie h : P?(R) — P?(R),
construire a la régle les points C' = h(C), F' = h(F), G’ = h(G), H = h(H) et I' = h(I).

G H
Dl
E1
5 E = h -
Bl
A'l
A B C

(2.4.4) Définition. Soit V un espace vectoriel. Le groupe projectif de P(V) est
GPP(V))={g:P(V) — P(V) | g homographie}.
(2.4.5) Proposition. L’application
GL(V) — GP(P(V)),  f—P(f)
induit un isomorphisme de groupes

PGL(V) := GL(V)/K* -id = GP(P(V)).

Preuve. Le morphisme f +— P(f) est surjectif; f est contenu dans son noyau <= f(D) = D pour toute
droite vectorielle de V' <= tout vecteur non nul de V est un vecteur propre de f <= f = A-id
(A e K —{0}).

(2.4.6) Corollaire. En choisissant un isomorphisme V. — K"*1 (n = dim(P(V))), on obtient un isomor-
phisme de groupes
PGLypsr (K) i= GLpsr (K)/K* - I = GPP(V)),

c’est-a-dire que toute matrice f € GL,11(K) induit 'application projective

Xo Yo

X, Y,
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et que I'on a
P(f)=P(f) < (@teK") [ =tf.

(2.4.7) Exemples. (i) (n=1) Si’on utilise I'identification

P (K) = KU {c}

(a:b) — %

z 1

alors z € K (resp. 0o) correspond & la droite K ( ) (resp. K ( )) Une matrice
1 0

a

b
9= ( ) € GLy(K)
c d

agit sur P1(K) de la maniére suivante :
az+b
cz+d .
z a b z az+b K( 1 )’ slez+d 70
g: K — K =K = )
1 c d 1 cz+d K( )) Siertd—o,
1 a b 1 a
g: K — K =K =
0 c d 0 c K

d’ou laction induite sur K U {oo} :

a b Zji'g, sicz+d#0 a b e, sic#0
() = () = |
c d 00, sicz+d=0, c d 00, sic=0.

(ii) (n = 2) En utilisant des coordonnées affines

, sic#0

), sic=0,

=
/.~ ~ ©
= = ol

P*(K) — {Xo =0} — K°
(Xo:X1:X2) — (x,y) = (%%)

l'action naturelle de GL3(K) sur K3

ago Go1 Q02 Xo agoXo + ag1 X1 + ap2Xo Yo
alo ain a2 || X1 | = | aoXo+anXi+apXe | =1
a0 Q21 (22 Xo a20X0 + a21 X1 + a0 Xo Y

s’écrit, sur P?(K) — { X5 = 0}, comme

aopo aop1r @02

a a a (z,y) ﬁ Y _ [ %00z 4+ a1y + ap2 a10T + a11y + a1
10 @i 612 ’ Y'Y, 4207 + a1y + G2 G207 + G21y T a2

(Si a20T + a21y + a29 # O)
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(2.4.8) Proposition (Géométrie affine <= géométrie projective avec un hyperplan dis-
tingué). Soit X un espace affine, X = P(X) = X UP(X); on note H = P(X) I’hyperplan & l'infini
de X. Alors I'application

GA(X) — {g € GP(X) | g(H) = H}
f = f=P(f)

est un isomorphisme de groupes.

Preuve. En choisissant des coordonnées cartésiennes dans X, on peut supposer que

X=K"x{1}, X=K"t', X=K"x{0}

A a
GA(X)z{(O 1) ’AeGLn(K),aeK”}.

dans ce cas on a

Sige GL,1(K), alors on a

B b

g(K™ x {0}) = K" x {0} <= g—< ), B€GLy(K), be K.
0

t

Il s’agit donc de démontrer que I’application

A a B b
’AGGLH(K),aGK” — ‘BeGLn(K),beK” JK* -1
0 1 0 t
A a A a
—
0 1 0 1
est bijective; on note que son inverse est égal a
B b B b t7'B t7'b
— til = .
0 t 0 ¢t 0 1

(2.4.9) Exercice (voir aussi 2.3.16). Soient di,...,d, des droites “générales” dans un espace projectif
de dimension 3. Y a-t-il une droite qui intersecte toutes les droites dy,...,d, 7

2.5 Le birapport

(2.5.1) Définition. Soit P(V') un espace projectif de dimension dim(P(V)) =n > 1. Un repére projec-
tif dans P(V') est un ensemble Py, ..., P,11 de n + 2 points dont n + 1 quelconques sont projectivement
indépendants.

(2.5.2) Proposition. Pour tout repére projectif Py, ..., Pyy1 de P(V) (n = dim(P(V)) > 1) il existe une
unique homographie g : P(V) — P"(K) telle que

(Vi=0,...,n) gP)=@0:---:1:---:0), g(Ppt1)=(1:1:---:1).

i—iéme

Preuve. Pour tout ¢ = 0,...,n + 1 on choisit v; € V, w(v;) = P;. On note f; : V = K™t Punique
isomorphisme pour lequel les vecteurs fi(vo), ..., fi(v,) forment la base canonique ey, ..., e, de K"*1. On
a f1(vne1) = coeo + -+ + cnen, ou les scalaires ¢; sont non nuls; on définit f = diag(cgl, s eyl o fy et

g="P(f).
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Si g’ : P(V) — P"(K) est une autre homographie ayant la méme propriété, alors la homographie g'og~! €
PGL,+1(K) est representée par une matrice h € GL,1(K) vérifiant

h(e;) = N\ie; (i=0,...,n), heg+---+epn)=Neg+ - +en)

(Ai, A € K*). La premiere égalité entraine h = diag(Xo, ..., An), donc

A€o+ F+den=XANeg+-+e,) = h=X = ¢ =g

(2.5.3) Corollaire. Si Py,...,P,y1 (resp. Qo,...,Qn11) est un repére projectif de P(V'), alors il existe
une unique homographie g € GP(P(V)) telle que l'on ait (Vi =0,...,n+1) g¢(P;) = Q;.

(2.5.4) Corollaire-Définition (n = 1). Soient A, B et C trois points distincts d’une droite projective
X = P(V). II existe une unique homographie g : P(V) —~ K = K U {co} telle que g(A) = oo, g(B) = 0,
g(C)=1. Si D € P(V), le birapport des points A, B,C et D est I’élément

[A,B,C, D] := g(D) € K U{oc}.

L’application g : P(V) — KU{o0}, D — [A, B,C, D] étant bijective,ona D # A, B,C < [A,B,C,D] €
K —{0,1}. SiP(V) = K U{o0}, alors on a [00,0,1,\] = A, pour tout A € K U {oo} (puisque g = id dans ce
cas).

(2.5.5) Formule explicite pour le birapport. Fixons un point cox € X (distinct de A, B et C') de la
droite projective X et une coordonnée affine z : X — {oox} — K. On note z4, 25, 2c € K les coordonnées
respectives des points A, B,C. On cherche a trouver une homographie g(z) = (az + b)/(cz + d) telle que
g(za) = 00, g(zp) = 0 et g(z¢) = 1. Les deux premieres conditions entrainent g(z) = t(z — zp)/(z — z4); la
troisiéme détermine le scalaire t = (z¢ — 24)/(2¢ — zB), donc on a

ZCO —ZA R — ZB

_ oA A,B,C,D et
9(2) 20— 2B 2 — 24 4, B,C, zc—z 2p—24 CB DA

]7chzAszzB CA DB

si D # ocox. Si D= oy, alors le birapport

Zc—ZA_CA

By ool =, T 0B

coincide avec le rapport (affine) des points A, B et C sur la droite affine X — {cox}.

(2.5.6) Proposition. Soient h : P(V) — P(V') une homographie entre deux droites projectives et
A, B,C € P(V) trois points distints. Alors on a, pour tout D € P(V),

[A’ B’ C7 D] = ['A/’ BI? C/’ D/}?
ot I'on a posé A" = h(A), B' = h(B), C' = h(C) et D' = h(D),
Preuve. Si g’ : P(V') = K U {oo} est une homographie telle que
g (A") = oo, g (B') =0, g (C") =1,

alors I'homographie g = g’ o h : P(V) —> U{oo} satisfait

donc

[A,B,C, D] = g(D) = ¢'(W(D)) = g'(D') = [A", B, C", D'].

On pourrait également choisir un point co € P(V) (resp. oo’ € P(V’)) et une coordonnée affine z (resp. z’)
dans P(V) — {oo} (resp. P(V') — {o0’}); 'homographie h s’écrit alors
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!
Z=h(z) = ad —bc #0
(2) cz+d ( ),
donc
y Y _azp+b azp+b  (ad—bc)(zp — zp) 2p) — 2 Zp—zp cza+d
/. 5 — - = p—
b B czp+d czg+d  (czp+d)(czg +d) 2, — 2% zp—za czp+d
2o0 — 2y 2o —2Za czp +d 200 — 2 Zp) — 2 20 —ZA ZD — ZB
2 — 2 zZo—zZp cza+d’ 2 — 2 2 — 24 zo—zZB Zp — ZA

(2.5.7) Proposition. Si h: P(V) — P(V') est une bijection entre deux droites projectives qui conserve
le birapport des quadruplets de points distincts, alors h est une homographie.

Preuve. Fixons des homographies f' : P(V') — K U {oco} et f : K U {0} — P(V); en remplagant h
par f' o ho f on peut supposer que P(V) = P(V’') = K U {oc0}. D’apreés 2.5.3 il existe une homographie
g: KU{x} = K U{oo} telle que g(P) = h(P) pour P = 00,0, 1. La bijection b’ : g~ o h: K U {oo} —
K U {00} fixe les points 00,0, 1 et conserve le birapport, donc on a, pour tout A € K — {0, 1},

H(A) = [00,0,1, B/ (N)] = [ (c0), ' (0), ' (1), k' (A)] = [00,0,1,\] = A,

ie. h =idet h=g.

(2.5.8) Proposition (L’action des permutations). Soient A, B,C et D quatre points distincts d’une
droite affine. En utilisant la notation

A B
:[A,B,C7D],
C D
on a:
A B C D D C B A
¢ p| |a B| |B Al |D ]
Si[A,B,C,D] = A, alors on a
[A,B,C, D] = A, [B,A,C,D] =1/, [A,C,B,D] =1-\,

[C,B,A, D] = \/(A—1), [B,C,A,D]=(\-1)/\, [C,A B, D] =1/(1-\).

Preuve. La premiere relation est une conséquence de la formule 2.5.5. Pour déterminer, par exemple, la
valeur [C, B, A, D], soit g : K U {oc} — K U {oo} 'unique homographie telle que g(A) = oo, g(B) = 0 et
9(C) = 1; 'image du quadruplet (C, B, A, D) est alors égale & g(C, B, A, D) = (1,0, 00, ). L’homographie
fi(z) = 1/(1 — z) envoie 1 vers linfini, donc f1 o g(C,B,A,D) = (00,1,0,1/(1 — A)). L’homographie
fa(z) =1 — z échange 0 et 1 (et fixe 00), donc on a fa o f; 0 g(C,B,A,D) = (00,0,1,1 —1/(1 = X)). Il en
résulte que

[C,B,A,D] =1—1/(1—\) =\/()—1).

(2.5.9) Proposition (Formule de Laguerre). L’angle orienté des droites distinctes D et D' dans le plan
euclidien R? est égal a

1
% log [Py, P_,00p,00p/] € R/7Z,
i
ot Py = (+i:1:0) sont deux points “cycliques” a I'infini.
Preuve. Les droites D et D’ s’écrivent
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D:ay—bx—c=0, D :dy—bx—c =0.
Pour calculer leurs projectivisées, on pose x = Xo/Xs,y = X1/Xo2; on obtient

D:aX,—bXg—cXo=0, D :d'Xi—bXy—cXs=0,
donc

ocop = (a:b:0), copr = (a’ b1 0).

Pour simplifier, on suppose que les droites D et D’ ne sont pas horisontales, i.e. b,b' # 0. Dans ce cas on a

oop = (%:1:0) = (cotg(e) : 1:0), o0 = (% :1:0) = (cotg(a’) : 1:0),

donc

[P-HP—v XD, OOD’} = [iv —i,COtg(Oé),COtg(O/)] = [g(i)’g(_i),g(COtg(a))7g(COtg(a/))] =
_ [OO’O’eQia’eQio/] _ [h(oo),h(O),h(e%“), h(eZio/)] _ [00707 LeZi(c/—a)] _ 621'(0/—04)7

ou l'on a posé

On en déduit que

1 /

% log [Py, P—,0p,0op | =a —a € R/7Z,
i

d’ou le résultat.

(2.5.10) Exercice. Généraliser 2.5.9 aux dimensions supérieures. [Indication: Considérer les points
Uinfini de la sphére 23 + -+ + 22 —1=10.]

(2.5.11) Exercice. Soient Ay, Ay, A2, As, A4 cing points distincts d’une droite projective. Déterminer les
birapports [Ag, A1, As, A4, [Ao, Aa, Az, A4 et [Ay, As, Ag, A4] en termes des valeurs x = [Ag, A1, As, As] et
y = [Ao, A1, Az, A4].

(2.5.12) Exercice. Considérons la configuration suivante dans un plan projectif P(V').
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(i) Dessiner la configuration affine correspondante dans le plan affine P(V) — (AM).

(ii) Choisir des coordonnées homogeénes telles que I'on ait A= (1:0:0), B=(0:1:0),L=(0:0:1)
et C = (1:1:0). Déterminer les équations des droites projectives (BL),(DM),(NA), (LE),(MP) et les
coordonnées homogeénes des points N = (BL) N (DM), P = (NA)N(LE) et F = (AB) N (MP) en termes
des coordonnées homogénes des points D, E et M.

(iii) Exprimer le birapport [A, B, C, F| en termes de x = [A, B,C, D] et y = [A, B, C, E].

(2.5.13) Exercice. Considérons la configuration suivante dans un plan projectif P(V').

)

A B C D E F

(i) Dessiner la configuration affine correspondante dans le plan affine P(V') — (AP).

(ii) Choisir des coordonnées homogénes telles que 'on ait A=(0:1:0), B=(1:0:0), L=(1:1:1) et
P =(0:0:1). Déterminer les équations des droites projectives (AB), (AP),(BL),(LP),(DL),(PE),(MN)
et les coordonnées homogénes des points C' = (AB) N (LP), M = (DL)N (AP) et F = (AB)N (MN) en
termes des coordonnées homogénes des points D et E.

(iii) Exprimer le birapport [A, B,C, F] en termes de x = [A,B,C, D] et y = [A, B,C, E].

(2.5.14) Exercice. Comment a-t-on construit les exercices 2.15.13-14 7

(2.5.15) Exercice. Soit h:d — d' une homographie entre deux droites distinctes dans un plan projectif.
(i) Montrer qu'il existe une droite e (I’axe de I’homographie) telle que I'on ait (Ah(B)) N (Bh(A)) € e,
pour tous les couples de points distincts A, B € d.

(ii) Montrer que I’homographie h est une perspective (= h est induite par une projection conique) <=
les droites d,d’, e sont concourantes.

(iii) Montrer que I’homographie h s’écrit h =go f, ot f :d — e, g : e — d’ sont des perspectives.

(2.5.16) Exercice. (i) Soient d,d’ deux droites distinctes dans un plan projectif. Soient A, B,C,D € d et
A',B',C" € d' des points distincts. Construire a la régle le point D' = h(D) € d’, ou h : d — d’ est I'unique
homographie vérifiant h(A) = A’, h(B) = B’ et h(C) = C".

(ii) De méme sid=d'.

(2.5.17) Exercice. Soit A, B,C,D un repére projectif d’'un plan projectif X. One note f : X — X
P'unique homographie qui vérifie

(i) Construire a la régle un point E € X tel que f(FE) = E.

(ii) Construire a la regle f(P), pour un point P € X quelconque.

(iii) Ecrire f (= déterminer f(Xo : X1 : X2)) dans le systéme de coordonnées homogenes tel que A = (1
0:0,B=(0:1:0),C=(0:0:1)etD=(1:1:1).
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A

(2.5.18) Exercice. Soit A, B,C,D un repére projectif d’'un plan projectif X. One note f : X — X
I'unique homographie qui vérifie

f(A)=4, fB)=B, f(C)=D, f(D)=C.

(i) Construire a la régle un point E # A, B tel que f(F) =E.
(ii) Construire a la régle f(P), pour tout P € (AB).

(iii) Construire a la régle f(P), pour tout P € (CD).

(iv) Construire a la régle f(P), pour tout P ¢ (AB)U (CD).

(v) Déterminer f(Xo : X; : X3) dans le systéme de coordonnées homogenes tel que A = (1 : 0 : 0),
B=(0:1:0),C=(0:0:1)etD=(1:1:1).

(vi) Déterminer I'ensemble Fix(f) = {P € X | f(P) = P}.

(vii) Pour tout P ¢ Fix(f) U (AB) U (CD), déterminer le birapport [P,P’,Q,R], ou P' = f(P), Q =
(CD)N(PP') et R=(AB)N(PP").

2.6 Théorémes de Thales, Pappus et Desargues en géométrie projective

(2.6.1) Théoréme de Thaleés (version projective). Soient Ha,Hp, Hc et Hp quatre hyperplans
distincts d’un faisceau d’hyperplans dans un espace projective de dimension n > 2 ( <= Ha,Hp,H¢c et
Hp contiennent un sous-espace projectif Y de dimension n — 2). Soit L (resp. L') une droite coupant ces
hyperplans en quatre points distincts A, B,C et D (resp. A', B',C" et D’). Alors on a

[A,B,C,D]=[A",B',C'",D'].
On dit que [Ha, Hp, He, Hp) := [A, B, C, D] est le birapport des hyperplans Hs, Hg, Hc, Hp.

Y

A HB

Preuve. La projection de centre Y (voir 2.4.2(ii)) sur L’ induit une homographie h : L — L' telle que
h(A)=A', h(B) = B’, h(C) = C' et h(D) = D’; on applique 2.5.6.
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(2.6.2) Exercice. Soient L, L’ deux droites distinctes dans un plan projectif; on note A leur point d’inter-
section. Soient B,C, D (resp. B',C', D’) trois points distincts de L — {A} (resp. de L' — {A’}). Montrer :
les droites (BB'), (CC") et (DD') sont concourantes <— [A,B,C,D]=[A,B’,C", D].

A B C D

(2.6.3) Exercice. Soient dy, dy,ds,ds,dy cing droites projectives en position générale dans un plan projectif,
c’est-a-dire que I'on a d; Nd; Ndy, =0 sii # j # k # 4. Pour tout i = 0,...,4 on note \; le birapport des
quatre points d; Nd; (j # i) pris dans un ordre quelconque. Montrer que les valeurs Ao et A1 déterminent
A2, Az et Agq. [Indication : utiliser 2.5.11.]

(2.6.4) Birapport et dualité. Sous les hypotheses de 2.6.1, soient H : £ = 0 et H' : ¢/ = 0 deux hyperplans
telles que H N H' =Y; "équation de tout hyperplan du faisceau engendré par H et H' (i.e. tout hyperplan
contenant Y') s’écrit alors

Hiypy : M4 pl! =0, (A:p) € PHK).

On aimerait comparer cette paramétrisation algébrique du faisceau d’hyperplan a la paramétrisation géo-
métrique qui intervient dans 2.6.1 : I’application

g:PYK)— L
(/\ : ,LL) — H()\iﬂ) NL

est bijective, car LNY = (). On va vérifier que g est une homographie, en choisissant un systéme des
coordonnées homogenes tel que

H:Xo=0, H :X,=0, L:Xg—=---=X,=0.
Hxpy  AXo +pX1 =0, HoyNL={(p:=X:0:---:0)};

(-G G)

Papplication g est, en effet, une homographie. Il en résulte que, si (Aa : pa),(Ap : ug), (Ac : pe), (Ap :
up) € P1(K) correspondent respectivement aux hyperplans Ha, Hg, Ho, Hp, alors on a

comime

[Ha,Hp,Hc,Hp| = [A,B,C, D] = [g(Aa : pa), 9(AB : ), 9(Ac : pe), 9(Ap : up)] =
=[Aa:pa), (At uB), (Ac : pe), (Ap : pp)].
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(2.6.5) Exercice. Formuler et démontrer I’énoncé dual a 2.6.2.

(2.6.6) Théoréme de Pappus (version projective). Sid et d’ sont deux droites distinctes dans un plan
projectif P(V') et A, B,C (resp. A’, B’,C") trois points distincts de d (resp. de d’) et distincts de L N L/,
alors les trois points d’intersection P = (BC') N (B'C), Q@ = (CA)N(C'A) et R = (AB') N (A’B) sont
alignés.

Preuve. On choisit (RP) comme la droite a l'infini. Dans le plan affine P(V) — (RP), les hypotheses de la
version affine du Théoreéme de Pappus 1.5.3 sont satisfaites ((AB')||(A’B) et (BC")||(B’C)), donc on a aussi
(CAN|(C'A), i.e. Q € (RP).

(2.6.7) Théoréme de Pappus dual (Théoréme de Brianchon). Soient a,b,c (resp. a',V',c') troites
concourantes distinctes (et telles que a Nb # a’ NY'). On note

D bNnc etb Nc
g ¢ la droite engendrée par { cNa’ et ¢ Na
T and eta Nb

Alors les droites p, q,r sont concourantes.

Preuve. On applique 2.6.6 a la configuration duale.
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(2.6.8) Théoréme de Desargues (version projective planaire). Soient A, B,C (resp. A',B’,C’)
trois points projectivement indépendants d’un plan projectif, ou A # A’, B # B’, C # C’. On note
P=(BCO)N(B'C"),Q=(CA)N(C'A") et R=(AB)N(A’'B’). Alors on a : les points P,Q, R sont alignés
<= les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concourantes.

Preyve. “=" : On choisit (RP) = (QR) = (PQ) comme la droite & I'infini. Dans le plan affine P(V') —
(RP), les hypotheses de la version affine du Théoréme de Desargues 1.5.5 sont satisfaites ((AB)|(A'B’),
(BO)(B'C") et (CA)||(C"A")), donc les droites (AA"), (BB’) et (CC") sont concourantes ou paralléles dans
P(V) — (RP), donc concourantes dans P (V).

“«<="": On applique “=" a la configuration duale.

(2.6.9) Exercice. Etant donné un point P et deux droites d,d’ dont I'intersection {Q} = d N d' est en
dehors de la feuille, construire a la régle la droite (PQ).
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(2.6.10) Exercice. Considérons la configuration suivante dans un plan affine X.

(i) Montrer : si (LM)||(AC)||(NO) et (MN)||(BD), alors (LO)||(BD).

(ii) Dessiner la configuration projective correspondante dans le plan projectif X=XU X et formuler la
version projctive de I’énoncé (i).

(iii) Expliquer comment (i) et (ii) permettent de démontrer un théoréme important (lequel 7) de géométrie
projective.

(2.6.11) Exercice. Soient X un plan projectif réel, d C X une droite projective et O € X, O & d un
point. Soit A € R, A #0,1. On suppose que f : X — X est une homographie vérifiant

(%) VPe X, P¢dUu{O} [P",O,P, f(P)] = A,

ou P’ = (OP)Nd (en particulier, f(P) € (OP)).

(i) Montrer : si P,Q € X, P,Q ¢ dU{O} et P # @, alors les droites (PQ), (f(P)f(Q)) et d sont
concourantes.

(ii) Montrer : si P € X, alors on a :

f(P)=P <= PecdU{O}.
(iii) Etant donné f(P) pour un point P & d U {O}, construire a la régle f(Q) pour un point Q € X
quelconque.

(iv) Montrer qu’il existe une unique homographie f : X — X vérifiant (*). [Indication : considérer le
plan affine X —d.]

2.7 Division harmonique, polarité et dualité

On suppose que —1 # 1 dans K (i.e. que la caractéristique du corps K n’est pas égale a 2).

(2.7.1) Définition. Quatre points distincts A, B,C et D d’une droite projective X forment une division
harmonique si [A, B,C, D] = —1; on dit aussi que C et D sont conjugués harmoniques par rapport
a A et B (comme [B,A,C,D] = [A,B,C,D]"! = [A,B,D,C], I'ordre de A, B (resp. de C, D) n’a aucune

importance).

(2.7.2) Exemples : (1) Si D = cox, alorson a [4,B,C,00x] = -1 < CA/CB=-1 <= C(Cestle
milieu de AB sur la droite affine X — {cox}.
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(2) Soient d,d" deux droites dans le plan euclidien R?. D’aprés la formule de Laguerre 2.5.9, on a

dld < [(i:1:0),(=i:1:0),004,000]=—1.

Autrement dit, les deux droites sont perpendiculaires <= leurs points & I'infini sont conjugués harmoniques
par rapport aux deux points cycliques.

(2.7.3) Proposition. Soit A, B,C, D un repére projectif d’un plan projectif. Alors les points P = (AC) N
(BD) et Q = (AB)N(CD) sont conjugués harmoniques par rapport a M = (PQ)N(AD) et N = (PQ)N(BC).

Preuve. On choisit (QR), ot R = (AD)N(BC), comme la droite & I'infini. Dans le plan affine correspondant,
on a (AB)||(CD), (AD)||(BC), M (resp. N) est le milieu de AD (resp. de BC), P est le milieu de M N et
Q est le point & 'infini de la droite (M N); on applique 2.7.2.

D C

A B

(2.7.4) Polarité. Soient H et H' deux hyperplans distincts d'un espace projectif de dimension n > 2.
Fixons un point M ¢ H U H'; il existe un unique hyperplan Hj; du faisceau engendré par H et H' qui passe
par M (Hjps est hyperplan engendré par M et HN H'). Si M’ ¢ HU H' U Hy;, on dit que les points M et
M’ sont conjugués harmoniques par rapport & H et H' si

[P,P' M,M']=-1, P=HnMM'), P =HnMM)
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(2.7.5) Proposition-Définition. L’ensemble des conjugués harmoniques du point M par rapport & H et
H' est égal a H(M) — (HN H'), ot H(M) est 'unique hyperplan du faisceau engendré par H et H' telle
que [H,H',Hy;, H(M)] = —1. On appelle H(M) I’hyperplan polaire de M par rapport & H et H'.

Preuve. Soit D ¢ Hp; une droite qui passe par M; posons DNH ={P}, DNH' ={P'}, HM)ND = M'.
On a [P,P',M,M'] = [H,H',Hy,H(M)] = —1, d’apres 2.6.1. Réciproquement, si N € D — {M, P, P'},
alors on a [P,P',M,N]=[P,P',M,M'] < N =M'.

(2.7.6) (i) SiMe H—(HNH') (resp. si M € H — (HNH")), on définit H(M) = H (resp. H(M) = H’).
(ii) Deux points M, N ¢ H N H’ ont le méme hyperplan polaire <= Hjy; = Hy.

(iii) Sin =2, on peut construire la droite polaire en utilisant 2.7.3 :

(iv) Résoudre 2.4.3 en utilisant (iii).
(v) La correspondance M +— H(M) s’inscrit dans le cadre général suivant, qui généralise aussi la dualité
projective 2.3.14 :

(2.7.7) Soit V un espace vectoriel de dimension dim(V') = n+1 > 2. Toute application linéaire f : V. — V*
induit une application projective

g=P(f) : P(V)—P(Ker(f)) — P(V*) = {hyperplans H C P(V)}.
En choisissant une base de V', on identifie
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V=K""={la=|: aw €Ky, Vi =(EK"")={b|be K"} ={(bo,...,bn) | b; € K}

an

m(*(ag,...,an)) = (ap : -+ : ap) et 'accouplement canonique V* x V' — K au produit matriciel ‘b,a —
tba = boag + - -+ + bpay,, donc w(th) € P(V*) correspond & I'hyperplan projectif

{(ag: -+ :an) | boag + -+ +bpa, =0} = {x(a) | ‘ba = 0}.
L’application f deviendra
fra—Y(Fa)="a'F (a € K™,

ou F € M, 1(K) est la matrice de f. Par exemple, si F' = I,, 11, alors f(a) = 'a et Papplication g n’est rien
d’autre que la dualité définie en 2.3.14 ci-dessus.

Sia€ K", f(a) #0, alors g(w(a)) = m(f(a)) est I'hyperplan associé & f(a) = ‘a'F, donc

g:7(a) = {r(v) |ve K" — {0}, ‘a’Fv =0}
(en 2.3.14, on a considéré le cas F = 1I).

(2.7.8) Proposition. Si‘F = +F, alors on a
(VA,B e P(V) — P(Ker(f))) Ae€eg(B) < Beg(A).
Preuve. Soient A= (ag:---:a,) =m(a), B=(bg:---:b,) =m(b). On a
A€ g(B) < W'Fa=0 < 0="("b"Fa) ='aFb=+'a'Fb < B € g(A).

(2.7.9) Le cas symétrique. Si la matrice F' est symétrique (*F = F), on peut décrire I'application g
géométriquement en termes de la quadrique projective

C:{AecP(V)|Aecg(A)} ={n(a)]|aec K" —{0}, ta'Fa =0}.

(i) Silon a‘a'Fa = {(a)l'(a), ou £,¢ sont des formes linéaires, linéairement indépendantes (ce qui entraine
rg(F) = 1), alors C est égale a la réunion des hyperplans H : £ =0 et H' : ¢/ = 0. L’application

g:PV)—(HNH) — PV

dans ce cas n’est rien d’autre que la polarité M +— H (M) par rapport & H et H' (exercice!).
(ii) Si la matrice F' est inversible, alors 'application g : P(V) — P(V*) est bijective. Si M € P(V) — C,
alors on a

CnNg(M)={Q € C|la droite (QM) est tangente & C'}

(les coordonnées de @ ne sont pas forcément définies sur K; par exemple, si K = R, il faut considérer les
points complexes). Si P € C, alors g(M) est ’hyperplan tangent & C en M. La dualité projective de 2.3.14
correspond a la quadrique

C:al+ - +d2=0.

Si d est une droite qui passe par M, on note dNC = {P,P'}, dNg(M) = {M'}. Alors le points M, M’ sont
conjugués harmoniques par rapport & P et P’.
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On peut également considérer le théoreme de Pappus 2.6.6 comme une version dégénérée du résultat suivant.

(2.7.10) Théoréme de Pascal. Si A, B,C,A’, B’ et C' sont six points distincts d’une conique, alors les
trois points d’intersection P = (BC') N (B'C), Q = (CA")N(C'A) et R = (AB’) N (A’B) sont alignés.

(2.7.11) Exercice. Etant donné un triangle LMN et un point P & (LM) U (MN) U (NL), construire
la régle tous les triangles ABC tels que N € (AB), L € (BC), M € (CA) et P = (AL)N (BM) N (CN).

[Un triangle = trois points qui ne sont pas alignés.]

VERSION 9/10,/2008
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