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3. Formes bilinéaires et sesquilinéaires

Convention : Fixons un corps K (commutatif). Les espaces vectoriels seront toujours supposés de dimen-
sion finie (sur K).

3.1 Formes sesquilinéaires : généralités
(3.1.1) Produit scalaire euclidien. Le produit scalaire usuel

1 Y1
n
fPR"XR"—R,  flay) =) ay=1y o= |, y=
j=1

Tn Yn

satisfait aux propriétés suivantes (pour tous z,2’,y,y' € R™ et A\,u € R) :

(3.1.1.1) (Biadditivité :) fle+a'y) = fle,y)+ f(@,y),  fle,y+y) = flz,y) + flz,y).
(3.1.1.2) fOz, py) = A f(,9).
(3.1.1.3) fly,z) = f(x,y).

(3.1.2) Exemples d’autres produits ”naturels” : (i) Le produit pseudo-euclidien

P q
frRPVOXRIM R, f(y) =Y wiy = ) Tpeklpek
j=1 k=1

vérifie (3.1.1.1-3).
(ii) Le produit hermitien

fiC"xC"—C,  flz,y)=> x7; ="
j=1

on a

FAz, py) = M\ f(x,y), fly,z) = f(x,y).

(iii) L’air orienté dans R?

9 5 1 Y1
f:R XR—>R7 f(x7y):

T2 Y2

vérifie

(3.1.3) Le cas général. Fixons un automorphisme de corps o : K — K, i.e. une bijection vérifiant
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VA peK) oltp)=cN)+a(p), o) =0c)o(n)

(ce qui entraine o(0) = 0 et o(£1) = £1). On éerit 02 =g o0 (= d2(A) = a(a(N))).
Exemples : (i) K =C, o(a+ib) =a—1ib (a,b € R).

(i) K=QW2)={a+bv/2|a,beQ},co(a+b/2)=0a—bv2 (a,be Q).

(i) K =Fpn, o(a) =d>.

On écrit souvent A au lieu de o(A).

Pour toute matrice A = (A4;;) € M,,(K) on définit

f K"xK'"— K, fla,y) =A% = ZAijxi"yj.

4,j=1

Ce "produit” est biadditif et on a

fQz, py) = A f(z,y) (z,y € K", A\, p € K).

(3.1.4) Définition. Une forme o-sesquilinéaire sur un espace vectoriel V est une application f : V x
V — K vérifiant

(i) Poury €V fixé, l'application x — f(x,y) est linéaire.

(ii) Pour z € V fixé, application y — f(x,y) est o-semi-linéaire, i.e. on a

(Vy.y' eV.VAEK)  flay+y)=fly)+ fly),  fla, ) ="Af(z,y)

Si 0 = id, on dit que f est une forme bilinéaire. D’ici jusqu’a 3.1.9 on suppose que f est une forme
o-sesquilinéaire sur V.

(3/.1.5) Equivalence entre 3.1.3 et 3.1.4. Siey,...,e, est une base de V et & = Y I wie;,y =
> i—1Yje; €V, ona

Fy) = O miei, Y yje;) = > % fleie;) = > Aija;y; = XAY,
i=1 j=1

ij=1 ij=1
ot A= (A;;) = (fleise;)) € My (K), X =Hx1,...,2,), Y = y1,...,yn), donc f s’écrit sous la forme 3.1.3.

Si on choisit une autre base €},..., e}, on a

»Cno

n n
T = E Tie; = E ziel, X=|:|=P| : | =PX
i=1 i=1

T x,

ou P € GL,(P) est la matrice de passage entre les deux bases (et de méme pour y). Les formules X = PX’,
Y = PY’ entrainent

flz,y) ='XAY ='X""PA°PY' ='X"A"Y’, A" ='PAP.
(3.1.6) Définition. Pour z,y € V, on définit
v Ly:=f(z,y)=0
(on dit que x est perpendiculaire a y). Si S C V, on définit
rlS <« (WebS) zly, Sly < (MzxeS) zLly.
(3.1.7) Définition. Le noyau a gauche (resp. a droite) de f est le sous-espace vectoriel de V
JKer(f) ={z €V [ (e V) flo,y) =0} ={zeV |z 1V}
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resp.
Kerg(f)={y eV |(VzeV) f(z,y)=0}={ycV |V Ly}

Si on utilise 1’écriture matricielle f(z,y) = A%, on obtient

JKer(f) ={z eV |2A=""Az) =0}
Kerg(f) ={y e V| A% =" Ay)=0}={ye V|7 Ay=0},

donc

dim (,Ker(f)) =n —rg(*A) =n —1g(A) =n — rg(”_lA) = dim (Ker4(f))
(voir Exercice 3.1.10 ci-dessous).
(3.1.8) Définition. La forme f est non-dégénérée si ;Ker(f) =0 (<= Kerg(f) =0 <= det(4) #0).

(3.1.9) Définition. Le discriminant de la forme f est I'image de det(A) dans K/{\°X | A € K*}. Ceci
est bien défini, puisqu’un changement de base remplace A par ‘PA°P (P € GL,(K)), et ainsi det(A) est
multiplié par A\, ot A = det(P).

(3.1.10) Exercice. Pour toute matrice B € M, (K) et tout automorphisme o du corps K, on a rg(°B) =
rg(B).

(3.1.11) Définition. Le rang de la forme f est le rang de la matrice A (pour n’importe quel choix de base
€ly.--yEn).

3.2 Propriétés de symétrie
Dans tout ce paragraphe, ¢ : K — K est un automorphisme de corps et f : V x V — K une forme
o-sesquilinéaire.

(3.2.1) Définition. La forme f est réflexive si on a
(Vz,y € V) [ ly < ylua,

i.e. sion a
(Ve,yeV)  [flz,y) =0 = [fly,2)=0].
(3.2.2) Exemple/Définition : La forme f est réflexive dans tous les cas suivants :

(3.2.2.1) f est bilinéaire symétrique, i.e. ona (Va,y € V) fly,z) = f(z,y).
(3.2.2.2) f est bilinéaire antisymétrique, i.e. ona (Va,y € V) fly,z) = —f(x,y).
(3.2.2.3) f est hermitienne, i.e. o #idetona (Vz,yeV) fly,z) =f(z,y).

Si on utilise écriture matricielle, i.e. si eq,..., e, est une base de Vet A = (f(e;,¢e;)) € M,(K), alors on a

f est bilinéaire symétrique <= o=id, A=A
f est bilinéaire antisymétrique <= o=1id, 'A=-A

puisque

fly.x) =Az="yAz) ="2'Ay,  f(z,y) ="zAy

si o =id.



(8.2.3) Proposition. (i) Sila forme f est hermitienne et f # 0, alors o est une involution, i.e. o2 = id.
(i) La forme f est hermitienne et non nulle <= o # id, 0? = id et ‘A = A # 0.

Preuve. (i) Pour tous z,y € V, on a
2
fle,y) =y, z) = °f (z,y)) =7 f(z,y).
En remplacant « par Az (A € K), on obtient

M(x,y) = fOa,y) = fOzy) =7 (A fl@,y) = TN fz,y) = TN f(z,y).

Il existe z,y € V tels que f(z,y) # 0, donc A = o’ pour tout A € K, i.e. 02 =id.
(ii) Sio? =id, alors on a

(VJ?, y c vV ;) Kn) f(y, Z‘) — tyA Jl‘ — t(tyA GJ)) — J(tx)tAy7 ”f(ac, y) — O'(t.r) G’A 02y — J(tl‘)aAy,
donc

(Vz.y e V)  fly,2) ="F(,y)] <= "A="A

(3.2.4) Proposition. Soit f:V x V — K une forme o-sesquilinéaire, non-dégénérée et réflexive. Si
dim(V') > 2, alors on a :

(i) 02 =id, i.e. o est une involution.

(ii) Sio =id, alors f est une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique.

(iii) Sio #id, alors il existe a € K* tel que af soit hermitienne.

Preuve. On utilise I'écriture matricielle, i.e. on choisit une base de V. —» K™ et on écrit f(z,y) = ‘2A%,
ou A € GL,(K) (la forme f étant non-dégénérée). Fixons y € K™, y # 0. Pour tout x € K", on a

rly = WA%Y) =0 <& (2)("A%y) =0, (3.2.4.1)
ce qui est une équation linéaire non nulle pour le vecteur z € K™. Puisque la condition
ylao <= WAT=0 <= 0="yA%)=""2)("Ay) (3.2.4.2)

s’écrit de la méme maniére, la propriété de reflexivité 3.2.1 entraine que les deux équations (3.2.4.1-2) sont
proportionnelles, i.e.

o * oo o?
(Vy € K" —{0}) (3ey € K7) tAy:eyA Y, By=¢,y,

ot 'on a posé B = (A)"1'A € GL,(K). Par hypothese, n > 2; si y, 2 € K™ sont deux vecteurs linéairement
indépendants, on déduit des équations

By=¢,"y, Bz=¢,2, By+Bz=B(y+2) =y (y + 2)
que

€y = Eytz = €.

Sive K ”—{6} est un vecteur colinéaire a y, alors v et z sont linéairement indépendants, donc e, = €4, = ..
En résumé, le scalaire ¢ = ¢, € K* ne dépend pas de y € K™ — {0}, donc on a

(Vy € K™) By = 5"2y.

Preuve de (i) : fixons y € K™ — {0}; pour tout A € K, on a
o2 o2 0%y o2 o? 2 :
eAy=ABy=Bly=e¢(\y) =€ Ay = A=) = o° =id.
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En particulier, on a
(Vye K")  (“A)"''Ay =By =ey,
donc (A)~1tA =¢l, ‘A =¢e°A. On en déduit que
A =Y"A)) =(c A) = %ec"A = %c = 1.

Preuve de (ii) : sioc=id,ona% =¢,donce? =1, ¢ =1 et A= £ A.
Preuve de (iii) : si o0 #1id, on a

[y, @) =A% ="("yA%) = "(2)'Ay = e ('x) "Ay = e (A %) = e ’f (z,y).

D’aprés Lemme 3.2.5 ci-dessous, il existe a € K* tel que “a/a = €. La forme af est alors o-sesquilinéaire
et hermitienne, puisqu’on a

(Vo,y € K")  (af)(y,z) = 0z f(z,y) = " f (z,y) = (af (z,y)).

(3.2.5) Lemme (un cas particulier du Théoréme 90 de Hilbert). Sie € K* vérifie %ce = 1, alors il
existe o € K* tel que “a/a = €.

Preuve. Soit « =a+ %% € K, ot a € K. Comme °a = (°a+¢ca) = e(a + % %) = eq, il faut trouver a € K
tel que 'on ait a #0. Sie# —1,onprenda=1et a =1+% # 0. Sie = —1, on prend a € K vérifiant
%a # a; dans ce cas @ = a — % # 0.

(3.2.6) Définition. La forme f est alternée si on a
VzeV) f(z,z) =0.

(3.2.7) Proposition. Si la forme f est alternée et f # 0, alors 0 = id et f est une forme bilinéaire
antisymétrique.

Preuve. Pour tous z,y € V on a

0=f(z+y,z+y) = flx,2) + f(y,y) + flz,9) + fy,2) = f(2,9) + f(y,2) = f(y,x) = —f(z,y).

11 faut encore démontrer que o = id; fixons z,y € V' tels que f(z,y) # 0. Pour tout A € K, on a

M(zy) = =Af(y,2) = —f(Ay, ) = f(z,\y) = A f(z,y) = A=A,
donc o = id.

(3.2.8) Proposition. Si f est une forme bilinéaire antisymétrique et si la caractéristique du corps K n’est
pas égale a 2 (c’est-a-dire que 2 # 0 dans K ; notation : car(K) # 2), alors f est alternée.

Preuve. Pour tout x € V, on a f(z,x) = —f(z,z), donc 2 f(z,x) = 0; comme 2 est inversible dans K, on
obtient f(z,x)=0.

(3.2.9) Définition. Si f est une forme bilinéaire symétrique, la forme quadratique associée a f est la
fonction q(z) = f(z,z), ¢: V — K (i.e. q(x) = 'wAx, si on utilise I’écriture matricielle). Si car(K) # 2,
alors on a

(Vo,y)  flay) =27 (a(z +y) —alz) —q(y)). (3.2.9.1)

En effet,

qz+y)=flx+y,z+y) = flz,2) + fy,y) + flz,y) + f(y,2) = q(z) + q(y) + 2f(2,9).
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Si car(K') = 2, on peut bien avoir ¢ = 0 méme si f # 0. Ceci est le cas, par exemple, pour

0 1
A= <1 0) , [z, y) = v1y2 + 2291, q(z) = 2r129 = 0.

(3.2.10) Exercice. On suppose que 0 =id, o # id et car(K) # 2. Montrer :

(i) k:=K°=!'={\€ K | o()\) = A} est un sous-corps de K.

(ii) II existe un élément a € K* tel que o(a) = —a; on fixe un tel élément.

(ili) Tout élément \ € K s’écrit, de maniére unique, comme A = u + av, u,v € k. On pose R(\) = u,
I(\) =w.

(iv) Les applications R,I : K — k sont k-linéaires; de plus, R ne dépend pas du choix de a. [Il faut
garder dans sa téte U'exemple "classique” : K = C, o(u+vi) =u—vi, k=R, a=1, R=Re, I =Im.|

(3.2.11) Exercice. Sous les hypothéses de 3.2.10, soit f : VXV — K une forme hermitienne. Montrer que
Papplication g = Rof : VXV — k, g(x,y) = R(f(x,y)) (resp. h=1ITof : VXV — k, h(z,y) = I(f(x,y)))
est une forme k-bilinéaire symétrique (resp. antisymétrique).

(3.2.12) Définition. Si f est une forme hermitienne. la forme quadratique hermitienne associée a
[ est la fonction q(z) = f(z,z), ¢ : V — K (i.e. q(z) = 'wA, si on utilise I'écriture matricielle). Si
car(K) # 2, fixons a € K* comme en 3.2.10(ii). On a

(Vo,y)  flxy) =4 (g(z +y) — q(z — y) + (4a) " (q(az + y) — qlaz — y)). (3.2.12.1)

En effet, on a

gz xty) = flxty,xxy) = f(z,2) + f(y,y) = f(z,y) £ f(y,2),
qlaz £ y) = —a® f(z,2) + f(y,y) £ a f(z,y) Fa f(y,z),
q(+y) —q(x —y) =2(f(z,y) + f(y,2))
q(ar +y) — qlaz —y) = 2a(f(z,y) — f(y,2)).

(3.2.13) Exercice. Déterminer toutes les solutions de ’équation diophantienne
a? +b? = (a,b,c € Z)

a laide de 3.2.5 (pour K = {z +iy | z,y € Q} et o(z +iy) = = — 1y).

3.3 Orthogonalité

Dans tout ce paragraphe, f : V x V. — K une forme o-sesquilinéaire, soit bilinéaire symétrique, soit
bilinéaire antisymétrique, soit hermitienne. En particulier, f est réflexive, i.e. onafx Ly < y L

(3.3.1) Définition. Soient X,Y C V deux sous-ensembles (non-vides). On dit que X est orthogonal &
Y sion a
VreX)(VyeY) xLly.

L’orthogonal de X est I’ensemble
Xt={yeV]ylX}

(X est un sous-espace vectoriel de V — exercice!). Par exemple, {0} =V et V! = Ker(f) (:= ,Ker(f) =
Kerq(f))-

(3.3.2) Exercice. Pour tout sous-ensemble (non-vide) X C V, on a X C (X*)* et X+ = (vect(X))*, ou
on a noté vect(X) le sous-espace vectoriel de V engendré par X .
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(8.3.3) Définition. Une somme directe V.=V @ --- @V, est orthogonale si on a (Vi # j) V; LV
(notation : V=V L ... L V,).

Dans ce cas on a

FOQ mi Y u) = fulwi i), (zi,y: € Vi)
i=1 =1 i=1

ou on a noté f; : V; x V; — K la restriction de f a V; x V;. Si on fixe, pour tout ¢ = 1,..., m, une base de
V;, la matrice A de f dans la réunion de ces bases est égale a

A, 0 - 0
0 Ay -~ 0
0 0 --- A,

ol 4; est la matrice de f;. Par exemple, si V = R" et f(z,y) = 'y est le produit scalaire euclidien, on a
V=Re; L... 1L Re,,ouecy,...,e, est la base canonique de R™, et A = 1.

(3.3.4) Définition. Un vecteur z € V est isotrope si z # 0 et f(x,z) = 0 (si c’est le cas, \x est isotrope,
pour tout A € K*; les vecteurs isotropes (U{0}) forment le cone isotrope C(q) = {x € V' | ¢(x) = 0}).

(3.3.5) Exemples : (i) Si V = R? et f(z,y) = woyo — 71y1, on note W, la droite x; = azg (a # 0).
Le cone isotrope C(q) est égal a la réunion C(g) = Wy UW_;. On a Wi = Wy, donc Wi, = Wiy, Par
contre, si a # +1 (< W, ¢ C(q)), alors on a W, @ W, =V.

(i) SiV = R3 et f(z,y) = zoyo — T1y1 — T2y2, on a q(x) = f(x,z) = 22 — 2% — 23. Les vecteurs isotropes
(U{0}) forment le cone

C = {wo, 71, 72) € R® | 22 — 2} — 23 = 0}.

Soit W C V une droite vectorielle.

(i) Si W ¢ C, alors W+ est un plan vérifiant W N W+ = {6} et WLW+H=V.

(ii) Si W C C, chaque vecteur non nul & € W est isotrope, donc W C W+, Dans ce cas W+ est un plan
tangent au cone C' et l'intersection W+ N C est égale & W.

Si H C V est un hyperplan affine général, la correspondance H N W + H NW+ est la polarité (cf. 2.7.9)
par rapport a la conique H N C' (exercice).

(3.3.6) Définition. Un sous-espace vectoriel W C V est totalement isotrope si on a
(Ve,y € W)  f(z,y)=0 (= WIW — WcWwh).

Par exemple, si X C V est un sous-espace vectoriel, alors W = X N X+ est totalement isotrope. L’indice
de f est défini comme v(f) := max{dim(W) | W C V, W est totalement isotrope}.

Exemple : Sin=2met f(z,y) =x1y1 + - + Tm¥Ym — Tm+1Ym+1 — * - — T2mYam, alors le sous-espace

W={ z1,...,20m) | (Vi=1,...,m) Tpyi=m;}
est totalement isotrope, dim(W) = m = dim(V)/2.

(3.3.7) Proposition. On suppose que la forme f est non-dégénérée. Si X, Y C V sont deux sous-espaces
vectoriels de V', alors on a :

(i) dim(X) + dim(X*) = dim(V).

(i) (XHt=Xx.

(iii) (X +YV)t=Xxtnyt.



(iv) (XNY)t=XLt+vL
(v) SiXNnXt=/{0},alorsV =X 1X"*.

Preuve. (i) On écrit f sous la forme matricielle f(x,y) = A%, ot z,y € K™ (n = dim(V)) et A € GL,(K),
donc

Xt ={yeK"| (Ve € K") 'A% =0}.
Comme {A% |z € X} = A°X est un sous-espace vectoriel de K™ dont la dimension est égale & dim(°X) =
dim(X) (la matrice A est inversible!), on a dim(X~*) = n — dim(X).
(ii) On sait que 'on a X C (X*+)%; comme dim((X+)1) = n — dim(X+) = dim(X), on obtient I’égalité
X =(xhHt.
(iii) Exercice.
(iv) D’apres (ii) et (iii), on a (X+ +YH) L = (XH)tn(YH)Lt =XNY,donec X+ +Y+ =(XNnY)t.
(v) Tl résulte de X N X+ = {0} et de dim(X) + dim(X ') = dim(V) que V est égal & la somme directe
V=X®X" comme X 1 X' par définition, ona V=X 1 X*.
(3.3.8) Proposition. Sila forme f est non-dégénérée, alors v(f) < dim(V)/2 =rg(f)/2.

Preuve. Si W C V est un sous-espace totalement isotrope, alors on a W C W+, donc dim(W) < dim(W+) =
dim(V) — dim(W), d’on 2 dim(W) < dim(V).

(3.3.9) Proposition (réduction au cas non-dégénéré). Si W C V est un sous-espace vectoriel supplé-
mentaire & Ker(f) =V (<= V=Wa@ V') alorsonaV =W L V=, et larestriction g de f a W x W
est non-dégénérée.

Preuve. Par définition de V1, on a W L V=, ce qui entraine que la somme directe V.= W @ V= est
orthogonale : on a V.= W 1 V1. La dimension de W est égale & dim(W) = dim(V) — dim(Ker(f)) =
rg(f) = r. On fixe une base de V- et une base de W. La matrice A de f dans la réunion des deux bases est

égale a
B 0
A= ,
0 O

ou B € M, (K) est la matrice de g. Comme rg(B) = rg(A) = r, la matrice B est inversible, donc la forme g
est non-dégénérée.

3.4 Groupe unitaire, orthogonal et symplectique

(3.4.1) Définition. Soit f:V x V — K une forme o-sesquilinéaire non-dégénérée, soit hermitienne, soit
bilinéaire symétrique, soit bilinéaire alternée. Une isométrie de f est une bijection linéaire v € GL(V)
vérifiant

(Ve,ye V) flu(@),uly) = fz,y). (%)

Les isométries de f forment un sous-groupe de GL(V'), qui est noté, respectivement, U(f) (le groupe
unitaire), resp. O(f) (le groupe orthogonal) resp. Sp(f) (le groupe symplectique).

(3.4.2) Si on utilise I'écriture matricielle, on a f(z,y) = 2A% (A € GL,(K), n =dim(V)) et u:z— Uz
(U € GL,(K)), donc la condition (x) équivaut a

(Ve,y € K™) (Ux)A(Uy) =2 WAU%Y =A% <= WAU = A,
i.e. le groupe des isométries de f s’identifie a

(U € GL.(K) | UAU = A).

Exemples : (i) Produit scalaire euclidien : K = R, ¢ = id, f(x,y) = vy, donc A = I et O(f) = {U €
GL,(R) | 'UU = I} = O(n) est le groupe orthogonal classique.
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(ii) Produit hermitien euclidien : K = C, o(a +1ib) = a —ib, f(z,y) = ¥, donc A = I et U(f) = {U €
GL,(C) |'UU =1} = U(n) est le groupe unitaire classique.
(iii) Si w est une isométrie de f, alors on a : [z Ly = u(z) L u(y)].

(iv) Siw est une isométrie de f et W C V est un sous-espace vectoriel tel que u(W) C W, alors u(W) =W

(u étant injectif, les dimensions de W et de w(WW) sont les mémes) et [ L W ) u(z) L u(W) = W], donc
u(WH) c W (2 u(w) = wh.

(3.4.3) On va démontrer en 3.4.3.4 ci-dessous que la condition (%) seule entraine que application u est une

bijection linéaire.

(3.4.3.1) Voici I'idée de la preuve dans le cas euclidien (K = R, f(x,y) = ‘ry) : sie1,...,e, € R" est un

systeme orthonormé (i.e. si on a f(e;,e;) = d;; pour tous 4,j = 1,...,n), alors on a :

(3.4.3.1.1) eq,...,e, est une base de R™;
(3.4.3.1.2) (Vy € R") y=>1f(y,ei)e.

Siu:R™ — R™ est une application vérifiant (%), alors u(ey),...,u(e,) est aussi un systéme orthonormsé;
en appliquant (3.4.3.1.2) & {u(e;)} et y = u(x) (x € R™), on obtient

) =) flu),ule) u(e) =Y flz,e) ule
i=1 i=1

ce qui est une application linéaire en z.

En général, un systéme orthonormé n’existe pas; néanmoins, on peut démontrer une variante de (3.4.3.1.1-2) :

(3.4.3.2) Proposition. Soit f: V x V — K une forme o-sesquilinéaire non-dégénérée, n = dim(V'). Si

er,...,en € Voetel,... e, €V sont des vecteurs vérifiant f(e;,e;) = d;; (Vi,j=1,...,n), alors on a :
(i) e1,...,en (resp. €},... el ) est une base de V.
. n
(i) (VvyeV) y= Zi:l [y, e;) e
Preuve. (i) 1l suffit de montrer que les vecteurs ey, ..., e, (resp. €},..., el ) sont linéairement indépendants,

puisque n = dim(V).

Z/\ieizo (AzeK) — (ijl,...,n) O:f(Z)\iei,e;):Z)\if(ei,e;):)\J
Zu;e =0 (geK) = (Vi=1,...,n) 0= fle;, Y me;) = u; flei,e)) = .
J J

(ii) Posons z=>_", f(y,€})e;. On va montrer que z —y L V :
(Vji=1,...,n) Zf y,€}) i, €)) Zf y. ;) flei,ef) = fly,€)),

donc z —y L {e},... e}, ce qui entraine que z —y L vect(e),...,e) =V, ie. z—ye V= {6} (puisque
f est non-dégénérée).

(3.4.3.3) On cherche & trouver des vecteurs ey, ..., e, et €, ..., e, vérifiants f(e;, e) = d;5. Soient U, U’ €
M, (K) deux matrices; si on note e; (resp. €}) la i-éme colonne de la matrice U (resp. de U’), alors le produit
matriciel

B=UAU

est égal a
B = (B'L'j)7 Bij = teq;A 06;- = f(ei,e;).
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Il en résulte que la condition f(e;, e}) = d;; équivaut a

B= (5”) =1 — tUA v =1. (34331)

La matrice A étant inversible (puisque la forme f est non-dégénérée), il existe beaucoup de solutions de
(3.4.3.3.1), par exemple U’ = I et U = (*A)~!. On s’apercoit aussi que des matrices U, U’ vérifiant (3.4.3.3.1)
sont forcément inversibles, donc leurs colonnes forment deux bases de K", ce qui donne une autre (7)
démonstration de 3.4.3.2(i).

(3.4.3.4) Proposition. Soit f:V x V — K une forme o-sesquilinéaire non-dégénérée. Siu :V — V
est une application vérifiant

(Ve,ye V) flu@),uly) = f(z,9),

alors u est linéaire et bijective (i.e. u € GL(V)).

Preuve. On fixe des vecteurs ey, ...,e, € Vet ey,... e, € V vérifiant (Vi,j =1,...,n) f(e;e;) =d;;. On
a f(u(e;),u(e)) = f(ei, e}) = dij, donc 3.4.3.2(ii) s’applique a u(e;), u(e}) :

n

(VyeV)  y=> flyule)) ule).

i=1
Siy=wu(z) (x € V), on obtient alors
n n
u(@) =Y flul@),ule)) ule;) = > f(z,ef) ules),
i=1 i=1
ce qui montre que 'application u est linéaire. Elle est bijective, puisque les vecteurs u(ey), ..., u(e,) forment

une base de V, d’apres 3.4.3.2(i).

(3.4.4) Proposition. Si f : V x V — K est une forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) non-
dégénérée et si car(K) # 2, alors le groupe orthogonal O(f) (resp. le groupe unitaire U(f)) est égal a

{ue GL(V) | (Vz e V) q(u(z)) = q(z)},
ot q(x) = f(x,z) est la forme quadratique (resp. la forme quadratique hermitienne) associée a f.

Preuve. Ceci résulte de la formule (3.2.9.1) (resp. (3.2.12.1)).

(3.4.5) Convention. Désormais (jusqu’a la fin du cours) on suppose que, si f est une forme bilinéaire
symétrique (resp. hermitienne), alors car(K) # 2. Grace a 3.4.4, on écrit souvent O(q) (resp. U(q)) au lieu

de O(f) (resp. de U(f)).

(3.4.6) Remarques. (i) Pour A € K*, u € GL(V) est une isométrie de f <= w est une isométrie de Af.
(ii) Pour A € K*, lapplication X -id est une isométrie de f <= A\ =1 (<= A ==+1si o0 =1id). En
particulier, si dim(V) = 1, alors on a

O(f) ={=1},  U()={re K" [A=1]}.

(iii) Si u est une isométrie de f, alors il résulte de I’équation matricielle TV A°A = A que le déterminant de
u satisfait & “det(u) det(u) = 1 (en particulier, det(u) = +1 si o = id).

(iv) On verra (voir 3.5.6 ci-dessous) que si f est une forme non-dégénérée alternée, alors la dimension
dim (V') = 2m est toujours paire et le déterminant de chaque isométrie u € Sp(f) est égal & det(u) = 1.

(v) SiV=K?et
T n
(GG
T2 Y2

alors la forme f est bilinéaire alternée, non-dégénérée, et on a

1 Y1
= T1Y2 — T2Y1,

T2 Y2
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(Vu e GL(V) = GLy(K))  f(u(z),uly)) = det(u) f(z,y),

donc

Sp(f) = SLa(K).

(3.4.7) Définition. On pose SL(V) = {u € GL(V) | det(u) = 1}. Si f : V xV — K est une forme
bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) non-dégénérée, on note SO(f) = O (f) := O(f) N SL(V) le
groupe spécial orthogonal (resp. SU(f) = U"(f):=U(f) N SL(V) Ie groupe spécial unitaire) de f.
On dit qu’un élément de SO(f) (resp. SU(f)) est une isométrie positive.

SiV =R" (resp. V = C") et f(x,y) = ‘zy (resp. f(x,y) = y) est le produit scalaire euclidien (resp. le
produit hermitien euclidien), on utilise la notation O,(R) = O(n) = O(f) et SO,(R) = SO(n) = Ot (n) =
SO(f) (tesp. Un(C) = U(n) = U(f) et SUL(C) = SU(n) = SU(f))

(3.4.8) Définition. Sous les hypothéses de 3.4.1, soit w € GL(V). On dit que u est une similitude de
multiplicateur u € K* (relativement & f) si on a

(Ve,yeV) o flu(@),uy)) = p fz,y).
Le groupe des similitudes est noté GU(f), resp. GO(f) resp. GSp(f). Sous la forme matricielle, ce groupe
s’identifie a
{U € GL,(K) |UAU = ul}.
Le facteur p est déterminé par u; application u +— p est un homomorphisme de groupes GU(f) — K*
(resp. GO(f) — K*, resp. GSp(f) — K*), dont le noyau est égal a U(f) (resp. O(f), resp. Sp(f)).
(3.4.9) Exercice. Si f est une forme bilinéaire symétrique (non-dégénérée) et si 2 4 dim(V'), alors ’applica-
tion canonique SO(f) — PGO(f) est un isomorphisme (ot I'on a noté PGO(f) I'image de GO(f) C GL(V)
dans PGL(V) =GL(V)/K* -id).
(3.4.10) Proposition (Symétries orthogonales). Soit f : V x V — K une forme symétrique bilinéaire
(donc car(K) # 2), non-dégénérée. Siu € GL(V) est un élément vérifiant u? = id, alors on a :
i) V=VteV-, ou
VE=VE@w) ={z eV |u(x)=+z},

donc Ia matrice de v dans la réunion d’une base de VT et d’une base de V~ est égale a

I, 0
( ) (m = dim(VT)).
0 _In—m

(ii) [ueO(f) < V* LV~]. Siclestlecas, alorsonaV =Vt 1L V™ et (V)L =VT; on dit que u
est une symétrie orthogonale.

(iii) Réciproquement, si W C V est un sous-espace vectoriel vérifiant W N W+ = {0}, alors il existe un
unique élément u € O(f) tel que I'on ait u? = id et W = V¥ (u).

Preuwve. (i) Tout z € V s'écrit # = 24 +2_, ot zy = 2(ztu(z)) € VE, donc V =V +V-. Siz e VinV-,
alors = u(z) = —z,donc 20 =0 = =0, doa V=Vt g V.

(ii) Soient z1 € V*. Siu € O(f), alors on a

fley, o) = flu(zq), u(z-)) = flzy, —z-) = —f(a4,2-),
donc f(xy,z_) = 0, ce qui montre que V* 1 V~. Réciproquement, si z,y € V et V¥ L V=, on écrit
r=x,+x_ety=yt+y_ ,otzL,yr € VE Commeu(z) =2y —z_,uly) =y, —y_etVF LV, ona

f@y) = flap,ye) + flamy-) = flog,y4) + fl—ao, —y-) = fu(@), ul(y)),
ie. ue O(f).
(iii) OnaV =W L W+; si on définit u € GL(V) par la formule u(w + w') = w —w' (w € W, w’ € W),
alors on a u? = id, V¥ (u) = W et V~(u) = W, donc u € O(f), d’apres (ii). Réciproquement, si u est une
symétrie orthogonale vérifiant V*(u) = W, alors on a V= (u) = (V*(u))t = W, d’ot u(w + ') = w — v’
(weW,w eWHt).
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(3.4.11) Proposition-Définition (Réflexions orthogonales). Sous les hypothéses de 3.4.10, on dit
qu’une symétrie orthogonale u € O(f) est une réflexion si le sous-espace H = VT (u) C V est un hyperplan
(vérifiant H N H* = {0}); on note u = 7y.

Siz € V —{0} n’est pas isotrope, alors H = (Kx)* est un hyperplan et on a HNH* = (Kz)* N Kz = {0};
la réflexion Ty, qui est souvent notée T,, est égale a

x. (3.4.11.1)

Preuve (de la formule). Un élément y € V se décompose comme y = y; +y_, ol y_ € V7 (1,) = Kz et
yy € VH(r,) = (Kz)t. Sion écrit y_ = Az (\ € K), alors on a

y—dxles = 0= f(z,y—Az) = f(z,y) = Af(z,2) = A= f(z,9)/f(z,2), (3.4.11.2)
donc

flz,y) .
[z, )

(3.4.12) Projections orthogonales. Sous les hypotheéses de 3.4.10, soit W C V' un sous-espace vectoriel
vérifiant WNW+ = {6} Dans ce cas V =W L W+, ce qui signifie qu'un vecteur quelconque y € V' s’écrit,
de maniere unique, comme y =y, +y_, on yy € W et y_ € W. La projection orthogonale & W est
Iapplication linéaire

T (Y) = TYr +y-) =y —y- =y -2 v =y -2

p:V—W, py)=ys.

Si W = H = (Kz)* est un hyperplan (ot # € V n’est pas isotrope), alors le calcul (3.4.11.2) montre que
lon a

f(z,y)
fz,z)

py)=y-y-=y—-Az=y-— z. (3.4.12.1)

3.5 Diagonalisation

(3.5.1) Exemple : Comme

2 2 5,2
2

2 2 1.2 _ 5
$1+$1$2*$2:($1+51’2) — 3Ty =21 — 7Ty,

()

(3.5.2) Théoreme. Soit f : V x V — K une forme symétrique bilinéaire ou une forme hermitienne
(car(K) # 2). Alors il existe une base €},...,el, de V telle que V.= Kej L --- L Ke] (une base
orthogonale de V), ce qui équivaut a

le changement de coordonnées

VR
8 8

SRS
~—

I

VR
o —
= N =

diagonalise la forme quadratique 23 + x1x9 — 3.

d 0 - 0
A= (flele) = 0o 0 Vi=1,....,n) °d—d
- 2] - : : .. : Dt I 1 — Y-
0 0 dy,
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(3.5.3) Formulation matricielle : Si A € M, (K), ‘A = A, alors il existe P € GL,(K) telle que la
matrice !PA °P soit diagonale.

Preuve de 3.5.2. (1) Preuve algorithmique (dans le cas symétrique bilinéaire) : on écrit f(z,y) =
S Ay (A = Aj;), dott

i,j=1

q(a:) = f($,$) = ZAW 7312 +2 Z Aij TiTyj.
=1

1<i<j<n

11 faut trouver un changement de coordonnées qui diagonalise ¢(x). On peut supposer que f # 0 (= ¢ # 0,
grace & (3.2.9.1)).

(1a) S'il existe un terme diagonal non nul, i.e. si (3¢ A;; # 0), on échange z; et x1 pour obtenir Aqq # 0.
La forme ¢(x) s’écrit alors

q(z) = Anxf + 2A12x1z2 + -+ 2A1nx1xn + q1 (132, e ,Jcn) =

A 2
=An (;U1+12x2+~-~+ 1nxn> +q2(m2,...,xn):Allx'12+q2(x2,...,xn),

An A

ou on a noté

Az Ay
Th=r 4 g
LT A Ap "

(Ib) Si tous les termes diagonaux s’annulent, i.e. si (Vi A;; = 0), il existe deux indices i < j tels que
A;; # 0; en échangeant z; et 1 (et ; et x2), on peut supposer que A2 # 0, donc

q(z) =0 27 + 2412122 +0- 23 4+ - = 2Ap 2P + -,
oll on a posé
1 =2} + b, xo = 1) — ), (2} = (z1 + 22), rh = $(z1 — 32)).
Ceci signifie que le cas (1a) s’applique a la forme ¢ exprimée en les variables 2, x5, z3,. .., x,; on obtient
donc q(l’) = d1$/12 + qQ(xl27 Z3,... ,.’En)~

Ensuite, on applique le méme argument a la forme gs, etc.

(2) Preuve abstraite On fixe un sous-espace W C V supplémentaire & V- (V = W @ V1) et on note
g: W x W — K la restriction de f a W x W. La matrice de f dans la réunion d’une base de W et d’une

base de V= est égale a
B 0
0 0/’

ot B est la matrice de g. En remplacant f par ¢, on se raméne au cas d’une forme non-dégénérée (). Dans
cecasona f #0,donc g # 0, i.e. (Ief € V) qle}) #0 =V = Ke} L (Ke})*. Par récurrence, on obtient
V=Ke| L Ke,) L -1 Kel.

(3.5.4) Exercice. Trouver une preuve algorithmique dans le cas d’une forme hermitienne.

(3.5.5) Théoréme. Soit f:V xV — K une forme bilinéaire alternée. Alors il existe une base de V' dans
laquelle la matrice de [ est égale a

0 I, O
_Im 0 0
0 0 O

() La forme g est, en effet, non-dégénérée : siz € WNWL ety € V, alorsy = w+u, on w € W et
u € V4 il en résulte que f(z,y) = f(z,w +u) = f(z,w) + f(x,u) =0+0=0, donc z € WnNV+ = {0}.
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Preuve. Comme dans la preuve abstraite de 3.5.2, on se ramene au cas d’une forme alternée non-dégénérée.
Dans ce cas il existe deux vecteurs ey, e € V tels que f(e1,€}) # 0. Quitte & multiplier ] par un scalaire
A € K*, on peut supposer que f(ej,ej) = 1. La forme f étant alternée, on a f(e1,e1) =0 (= €] # Key),
flel,el) =0 et f(el,e1) = —f(e1,€}) = —1, donc la matrice de la restriction de f au sous-espace Z =
Key + Ke = Key ® Kej CV est égale a

(f(ehel) f(€176'1)> ( 0 1)
fleren) f(el,er) -1.0
Cette matrice est inversible, ce qui signifie que Z N Z+ = {6}, donc la restriction de f & Z+ x Z1 est
non-dégénérée. On applique le méme argument & Z au lieu de V; on obtient, par récurrence, une base
€1y ey lm,y€l,. .. €, de V vérifiant

(Vi,j=1,...,m) fleirej) = flej, €)) =0, flei,ef) = —f(€),ei) = dij.

(3.5.6) Corollaire. Si f : V xV — K est une forme symplectique (= bilinéaire alternée et non-
dégénérée), alors il existe une base de V' dans laquelle la matrice de f est égale a

0 I,
I, 0)
En particulier, la dimension dim (V') = 2m est paire.
(3.5.7) Définition. Deux formes o-sesquilinéaires f : VXV — K et f': V! xV' — K sont équivalentes
(notation : f ~ f') s’il existe une bijection linéaire v : V' — V vérifiant

(va',y' e V') f1(@ ) = flu(@’),u(y)- (3.5.7.1)

(3.5.8) Formulation matricielle : Si A = (f(ei,e;)) € My (K) et A" = (f'(e},€})) € M,(K) sont les
matrices de f et f’ dans les bases respectives eq,...,e, et e],...,el, de V et V', alors on a :
f~f <= (U € GL,(K)) A =AU

(U étant la matrice de u dans les bases {e;} et {e;}).
(3.5.9) Remarques. (i) Soient f:V xV — Ket f/: V' x V' — K des formes bilinéaires symétriques,
q(z) = flz,x), ¢ (') = f'(¢,2") les formes quadratiques associées et u : V' — V une bijection linéaire.
Gréce & (3.2.9.1), la propriété (3.5.7.1) équivaut a

(Va' e V') q (") = q(u(z")). (3.5.9.1)

Au lieu d’équivalence f ~ f’, on parle souvent d’équivalence ¢ ~ ¢’ (qui est définie en remplagant (3.5.7.1)
par (3.5.9.1)).
(ii) Siona f ~ f’, alors un élément g € GL(V') est une isométrie de f/ <= on a

Va'sy' e V) flug(a’),ug(y’) = f'(g(2"), 9(¥)) = f'(«",y) = (f(u(z'),uly)) <
(Ve,yeV)  flugu ' (z),ugu(y)) = f(z,y) <

<= ugu~! est une isométrie de f.
(iii) D’apres 3.5.6, une forme symplectique quelconque f sur K™ est équivalente & la forme ”standard”

0 I,
(l‘,y)l—>t.'L‘Jy7 J = Joy = < ) ($7yeK2m)
-I,, O

(ot n = 2m). La remarque (ii) alors montre que Sp(f) C GLapn (K) est conjugué au groupe
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Sp(Qm,K) = Spgm(K) = {U S GLQm(K) ‘ tUngU = ng}.

(iv) Si f ~ f’, alors on a

rg(f) (=rg(A)) =rg(f)

v(f) =v(f')

disc(f) (= l'image de det(A) dans K/{°A\ | A € K*}) = disc(f).
(3.5.10) Exercice. Soientps,...,py (resp. qi,...,qn)n nombres premiers distincts. Montrer que les formes
quadratiques p1x? + -+ + p,x2 et qx? + - + q,x2 sont équivalentes sur K = Q <= {p1,...,pn} =
{Qh ey qn}
(3.5.11) Exercice. Soient f:V x V — K une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée et u € GL(V).
(i) Ona: we GO(f) < [Vzr,yeV) (zly <= wu(x) Lu(y))
(if) Si le cone isotrope C(q) = {x € V | q(z) = 0} n’est pas égal a {0} (ou q(z) = f(z,z)), alors on a :

ue GO(f) <= u(C(q) =C(q)

(3.5.12) Exercice. Soient f : R?" x R?" — R la forme symplectique

x x
L)) ="y = (z,y,2",y' € R").
v/ \v

A B
(i) En écrivant une matrice quelconque g € Ma, (R) sous la forme g = < ) (A,B,C,D € M,(R)),
C D

caractériser les matrices symplectiques g € Sp(f) en termes d’un systéme d’équations pour A, B,C et D.
(ii) Déterminer toutes les matrices g € Sp(f) vérifiant B = C = 0.

(iii) Déterminer toutes les matrices g € Sp(f) vérifiant A=D = 1I,, et C = 0.
(iv) Déterminer toutes les matrices g € Sp(f) vérifiant C = 0.
(

Qy
v) Déterminer toutes les matrices @ € M, (R) telles que 'espace W = { < Yy € R"} soit totalement

Y
isotrope, c’est-a-dire que 'on ait (Yu,v € W)  f(u,v) = 0. Y a-t-il un lien avec les questions précédentes?

3.6 Diagonalisation simultanée de deux formes quadratiques *

(3.6.1) Exemple : On cherche & trouver un changement de coordonnées qui diagonalise (sur R) & la fois
les formes quadratiques

f(x1,20) = 27 — 23, g(x1,22) = 21172.
Si
x1 = ax’ + bal
P (ad — be # 0),
To = cx] + dxy
alors on a

[y, m0) = A2 4 2(ab — cd) oy xly + Ay’
g(x1,20) = By 2?2 + 2(ad + be) 2wy + Bhoal?,

donc on est amené a résoudre le systeme

* Ce paragraphe est facultatif.
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ab—cd =ad+ bc =0, ad —be # 0.

Comme

(ab— cd)? + (ad + be)* = (a* + ) (b + d?),

il n’y a pas de solutions réelles; par contre, a = d = 1, b = ¢ = 7 est une solution complexe.

En résumé, le changement de coordonnées

/ ") - /
T = x] + 1y, To =1X7 + Tq

diagonalise a la fois f et g :

[y, m0) = 227 — 227, g(x1,20) = 2ix? + 2ixl?,
mais aucune diagonalisation simultanée de f et g a coefficients réels n’est possible.
(3.6.2) Rappel. Soit M € M, (K). Considérons les propriétés suivantes :

(a) La matrice M a n valeurs propres distinctes, toutes contenues dans K.
(b) La matrice M a n vecteurs propres vy, ...,v, € K", linéairement indépendants.
(c) Tl existe P € GL,(K) telle que la matrice P~ M P soit diagonale.

)

(d) Toutes les valeurs propres de M sont contenues dans K.
On a
(o) = (b)) <= (c) = (d).
En effet, si on note vy,...,v, € K™ les colonnes de la matrice P € GL, (K), alors on a

d - 0
PMpP=|: . :|=D < MP=PD < (Vi=1,...,n)  Muv; = d;v,.
0 - d,

(3.6.3) Proposition. Soient F,G : V xV — K (car(K) # 2) des formes bilinéaires symétriques et f(x) =
F(z,z), g(z) = G(z, ) les formes quadratiques associées. Soient A = (F(e;,e;)), B = (G(e;,¢e;)) € M, (K)
les matrices de F' et G dans une base ey, ...,e, de V. Si la forme G est non-dégénérée, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une base e},...,e;, de V telle que les matrices A" = (F'(ej,e})) et B' = (G(e},e};)) soient
diagonales.

(ii) I existe P € GL,(K) telle que la matrice P~1(B~1A)P soit diagonale.

Preuve. 7(i) = (ii)” : On a A’ ='"PAP et B’ ='PBP, ou P € GL,(K) est la matrice de changement de
base. Par hypothese, B est inversible et les matrices A’, B’ sont diagonales, donc la matrice P~1(B~1A)P =
(B')"1A’ est aussi diagonale.

7(ii) = (1)” : Si la matrice P1(B~1A)P = D est diagonale, on peut supposer (quitte & multiplier P par
une matrice de permutation) que

dy I, - 0

0 v dy - I,

ot les valeurs di,...,d, € K sont distinctes et n; + --- + n, = n. On écrit la matrice A’ := ‘PAP sous la
forme
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Ay e Ay
A . .
Ay - AL
ot Aj; € My, n,(K) (i,j =1,...,7), et de méme pour B’ :='PBP. Les équations
A/:B/D tA/:A/ tB/:B/
entrainent, pour tous ¢,j = 1,...,7,
/ / / / / /
ijij = Aij = Aji = diBji = diBij — (dz — dj)Bij =0,
donc Aj; = Bj; =0sii#j:
AL 0 diA, -0
A = B =
0 - A 0 o dy AL
Comme chaque matrice A}, € M, (K) est symétrique, il existe Q; € GL,,(K) telle que ‘Q; A};Q; (donc aussi
Q:Bl;Q; = d;'Q;Al;Q;) soit diagonale. Il en résulte que, si on pose
Qi - 0
Q=1 : . | eqL.K),
0 - Q,

alors les matrices ( PQ)A(PQ) = 'QA’Q et (PQ)B(PQ) = ‘QB’Q seront diagonales.
(3.6.4) Exemple : En 3.6.1,0n a

1 0 01 0 -1
A= ,  B= ,  B'A= ;
0 -1 10 1 0

les valeurs propres de la matrice B~!A sont égales & =4i.
(3.6.5) Exercice. Que se passe-t-il si B=1 et K =R (resp. K =C)?

(3.6.6) Exercice. Trouver un exemple de deux formes quadratiques non-dégénérées réelles f, g sur R? qui
n’admettent pas une diagonalisation simultanée sur C.

3.7 Formes quadratiques et hermitiennes sur R et C

(3.7.1) Rappel. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéme non-constant f € K[X] a
une racine a € K. Par exemple, le corps C est algébriquement clos.

(3.7.2) Théoreme. (i) Si le corps K (car(K) # 2) est algébriquement clos, toute forme bilinéaire
symétrique sur K™ est équivalente a la forme z1y; + -+ + 2y, ou 0 < r = rg(f) < n (= la forme
quadratique associée est équivalente a la forme x3 + - - - + x2).

(ii) (Sylvester) Si K = R, pour toute forme bilinéaire symétrique f sur R™ il existe un unique couple

d’entiers r,s > 0 (r+s=rg(f) <n) tel que on ait f ~ x1y1+ -+ TpYpr — Tri1Yrs1 —** — TrtsYrts (—
la forme quadratique associée est équivalente a la forme x3 + -+ a2 — a2, — -+ — a2, ,).

(iii) Si K = C et o(a + bi) = a — bi, pour toute forme hermitienne f sur C™ il existe un unique couple
d’entiers r,s > 0 (r+ s =rg(f) <n) tel que 'on ait f ~ x197 + -+ + T Yr — Tp41Grg1 — *** — Trt+sYris-

Preuve. (i) D’apres 3.5.9(i), il suffit de démontrer que ¢ ~ 2% + --- + z2. On sait qu'il existe une base
orthogonale de V, ce qui entraine que ¢ ~ a12% + -+ + a,x2, o a; € K* (j = 1,...,7r) et r = rg(f). Le
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corps K étant algébriquement clos, pour tout j = 1,...,r il existe a; € K* tel que a? = ay; le changement
de coordonnées z; := zj/a; montre alors que a1z% + -+ + a,x2 ~ 3 + -+ + 22
(ii) Le méme argument montre qu'on a g ~ » ;_, a;x? — Z;:l aryjriy g, ottar >0 (k=1,...,r+s), donc

g~y at— ijl xzﬂ- (puisque tout nombre réel positif est un carré). On a r + s = rg(f); il reste a

démontrer que l'entier  est déterminé par f. On se ramene d’abord au cas r + s = n comme dans la preuve

abstraite de 3.5.2. Soient eq,...,e, et €],..., e}, deux bases orthogonales de R™ vérifiant
L, 1<i<r 1, 1<i<y
q(e;) = . qle;) =
-1, r+1<i<n -1, r+1<i<n.
On pose
W, =Ke; +---+ Ke, W, =Kei+---+ Kep
W_=Ke. 1+ -+ Ke, W' =Kepi1+---+ Key,

Les inégalités

(Ve e W, —{0})  q(z) >0, (Vze W' —{0}) q(x)<0

entrainent

WynW. ={0} = dim(W})+dim(W.)<n = r <7
—— Y——
T n—r!
En échangeant les roles des bases {e;} et {e}}, on obtient ' <r, d’ou r ="
(iii) Exercice.

(3.7.3) Notation. (i) On note O, (K) le groupe des isométries de la forme symétrique bilinéaire x1y; +
o+ Tpyn, et on pose SO, (K) = O0,(K)NSL,(K).
(ii) Si K =R, on note O, ,,—(R) = O(r,n — r) le groupe des isométries de la forme symétrique bilinéaire

1y + - F el — Trp1Yrt1 — -0 — TpYn, €t on pose SO, p_r(R) = SO(r,n — 1) = O n—r(R) N SL,(R).
(ii) Si K = C, on note Uy ,—(C) = U(r,n — ) le groupe des isométries de la forme hermitienne 197 +
o T Yy — 1 Yrp1 — ¢ — Tnn, €t on pose SU, . (C) = SU(r,n—71) = Uy, (C) N SL, (C).
(3.7.4) Exercice. Soient f : R? x R? — R la forme symétrique bilinéaire dont la forme quadratique est
Tl
égale a q( ) = 2z12.
€2

(i) Déterminer la matrice de f (dans la base canonique) et son groupe des isométries O(f) C GL2(R).
(ii) Montrer que le sous-groupe SO(f) = O(f)™ C O(f) est commutatif.
(iii) Montrer que tout élément g € O(f)" s’écrit g = hihs, h; € O(f)” == O(f) — O(f)™*.
(iv) Montrer : si g € O(f)* et h € O(f)~, alors on a hgh™ = g~ .

(v) Montrer : g € O(f) est une réflexion < g€ O(f)".

(vi) Montrer : six,y € R? et q(x) = q(y) # 0, alors il existe une réflexion T € O(f) telle que 7(x) = y. Que
se passe-t-il si g(x) = q(y) =0 7

(vii) Montrer que tout élément g € O(f) est diagonalisable sur R.

(viii) Peut-on déduire de (ii)-(vii) les énoncés analogues pour un groupe de type O(r,s) ?

3.8 Quadriques projectives

Soit K un corps, car(K) # 2.

(3.8.1) Soit A ="'A € M,1(K), A # 0, une matrice symétrique non nulle; on note ¢ = Z?FO Ai; X X
la forme quadratique associée (on a ¢ # 0, d’apres (3.2.9.1)). L’équation ¢ = 0 définit une quadrique
projective @ C P"™ (sur K). Si n = 2, on parle d’'une conique projective. Pour tout corps L D K,

I’ensemble des points L-rationnels de ) est égal a
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QL) ={(Xo:---: X,) € P*(L) | q(Xo. -+, Xp) = 0} = w(Clqz) — {0}),

ot : L™t — {0} — P™(L) est la projection usuelle (voir 2.3.1) et

C(qr) = le cone isotrope {z € L™ | q(x) = 0}.
On définit

rg(Q) :==1g(q) = rg(A).

(3.8.2) (i) Ilse peut que Q(K) =0 (<= C(q) ={0}) : par exemple, si K =R, n=1et ¢ = X2 + X?.
(ii) Exercice : Soient Q,Q" C P™ des quadriques projectives (sur K) @ : ¢ =0, Q' : ¢’ = 0. Si le corps K
est algébriquement clos (par exemple, si K = C), alors on a :

QUE) = Q(K) <= (Aek’) ¢ =)
(iii) Pour tout corps K il existe un corps algébriquement clos contenant K.

(3.8.3) Définition. Une quadrique projective Q : ¢ = 0 C P™ est non-singuliére (= lisse) si la forme
quadratique q est non-dégénérée (<= det(A) #0 <= rg(Q)=n+1).

Par exemple, si n = 2, les coniques
X2=0 (une droite double), X2-Xt=0 (deux droites distinctes)
sont singulieres, mais la conique
XX} -X3=0
est non-singuliere.

(3.8.4) Définition. Deux quadriques projectives @ : ¢ = 0 et Q' : ¢ = 0 sur K (dans P™) sont
équivalentes (sur K ) s’il existe un changement de coordonnées homogénes qui transforme q en un multiple
scalaire de ¢', i.e. si

(3x e K*) (3P € GLp4+1(K)) IPAP = \A'

(o1 q(z) = 'wAx, ¢/ (x) = wA'x). Sic’est le cas, alors on arg(Q) = rg(Q'); en particulier, Q est non-singuliére
< Q' lest.

(3.8.5) On a une bijection évidente
{classes d’équivalence des formes quadratiques (sur K) ¢(Xo,...,X,) # 0}/K*
|
{classes d’'équivalence des quadriques projectives (sur K) @ C P"}

(3.8.6) Classification sur un corps algébriquement clos. Si K est algébriquement clos (par exemple,
si K = C), les classes d’équivalence

sont représentées par les formes
4= X5+ + X7, (1<r=rg(g-) <n+1)

(d’apres 3.7.2(i)). Pour tout A € K* il existe « € K* vérifiant A = o*>. Comme AX7 = (aX;)?, le changement
de coordonnées aX; — X, montre que I'on a Ag, ~ ¢,, donc il y a n + 1 classes de quadriques projectives
@ C P" sur K, représentées par les équations respectives
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XS+...+X371: (I1<r<n+1).

L’unique classe de quadriques non-singulieres correspond a r =n + 1.

(3.8.7) Classification sur K = R. D’apres 3.7.2(ii), les classes d’équivalence

{a(Xo,..., Xn) # 0}/ ~

sont représentées par les formes

Grs=Xo+ -+ X2 X - = X2, 0<rs1<r+s=rg(qs) <n+1).

Soit A € R*; si A > 0, alors A = (v/A)2, donc Agrs ~ qrs. Par contre, si A < 0, alors A = —(y/=\)?, donc
Ar,s ~ —Qrs ~ s, 1l en résulte que les classes de quadriques projectives () C P" sur R sont représentées
par les équations

X2+ 4+ X2 - X2 X2 =0 (0<s<r1<r+s<n+l).

Les classes des quadriques non-singulieres correspondent aux valeurs 0 < s <r;r+s=n+ 1.
(3.8.8) Classification de coniques (n=2): (i) K=C:

rg=1: X2=0 (une droite double).
rg=2: Xg+X?=(Xo+iX1)(Xo—1iX1) =0 (deux droites).
rg=3: X2+ X?+X2=0 (une conique non-singuliere).

(i) K=R:

rg=1: X2=0 (une droite double).
rg=2: Xg¢+X?=(Xo+iX1)(Xo—1iX1) =0 (deux droites complexes conjuguées)

rg=3: X¢+X}+X2=0

X2 —X?=(Xo+ X1)(Xo—X1) =0 (deux droites réelles).
(une conique non-singuliére sans aucun point réel)
X2+ X?—-X3=0 (une conique non-singuliere ayant un point réel).

(3.8.9) Exercice. (i) Soit Q : q(Xo, X1, X2) = 0 une conique projective non-singuliére (sur K ), O € Q(K)
et D C P?(K) une droite qui ne passe pas par O. Montrer que la projection de centre O induit une bijection

f:Q(K) = D.

Si D' C P?(K) est une autre droite qui ne passe pas par O et si f' : Q(K) — D' est la bijection définie de
la méme facon, montrer que la bijection f' o f~1: D =5 D’ est une homographie.

(ii) En utilisant (i), déterminer toutes les solutions entieres de I'équation a® + b* = c?.
(ili) Que se passe-t-il en dimension supérieure? En particulier, peut-on déterminer toutes les solutions
entiéres de I'équation x3 + -+ + x2 = 237

(3.8.10) Exercice. La quadrique projective
X2+ XP-X2-X2=0 (CcP?

sur un corps K s’écrit aussi
Q:YoYs —Y1Y2 =0,

ot
Yo = Xo + X3, Y; = Xo — Xj, Y1 = Xo + X, Yo = Xo - X1,

Montrer que ’application
(a:b), (c:d)w (ac: ad: bc: bd)
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définit une bijection
PY(K) x PHK) = Q(K).
En particulier, Q(K) contient deux systémes transverses de droites.

(3.8.11) Exercice. (i) Soient dy,ds,d3 C P?(K) trois droites projectives telles que dy Ndy = dy N d3 =
d3z Ndy; = ). Déterminer I’ensemble de points P € P3(K) par lesquels passe au moins une droite projective
qui intersecte toutes les droites dy, ds, d3.

(ii) Déduire de (i) une solution de 2.4.9 pour n =4 et K = R.

(3.8.12) Exercice. (i) Soit Py, Py, Py, P3 un repére projectif d’'un plan projectif réel Y. On choisit un
systéme de coordonnées homogeénes (Xo : X1 : X3) de 'Y et, pour tous 0 < i < j < 3, une équation

éij = ain() + binl + CinQ =0

de la droite d;; = (P;P;). Pour tout A = (a : b) € P}(R) on définit une quadrique (= une conique) projective
réelle Qy C P? par I'équation quadratique suivante :

Qx : alpylag + bl12ly3 = 0.

Déterminer toutes les coniques (0 qui sont singuliéres.
(ii) Montrer que l'on a

{Qx | X € PY(R)} = {coniques projectives réelles Q C P? qui passent par Py, P;, Py, P3}.

(iii) Montrer que pour tout point Py € Y distinct de Py, Py, Py, P il existe une unique conique projective
réelle Q C P? qui passe par Py, Pi, Py, P3 et Py.

(iv) On note L = dg1 Ndaz, M = dia Ndp3 et N = doz N dy3. Montrer que pour tout A € P1(R) les points
L,N, Ry, S, forment une division harmonique, ou I'on a noté (LN) N Qx = {Rx, Sx}.

(v) Soit d C Y une droite projective distincte de doi,...,dss. Montrer qu’il existe une homographie
h:d— d (h #id) qui satisfait a la propriété suivante : pour tout A € P*(R) et tout point d’intersection
Pedn@yonah(P)ednNQ@s.

(vi) Ily a combien de coniques projectives réelles Q C P? qui passent par Py, Py, P2, P3 et qui sont tangentes
ad? [Indication : bien choisir les coordonnées homogénes.]

3.9 Quadriques affines

Soit K un corps, car(K) # 2.

(3.9.1) Quadrique projective —> quadrique affine : Soit @ : ¢(Xo,...,X,) = 0 une quadrique
projective sur K. Les points K-rationnels Q(K) = 7(C(q) — {0}) de la quadrique @ correspondent aux
droites vectorielles D C K™+! contenues dans le cone isotrope
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Cq) = {{(Xo, ..., Xn) € K" | (X0, ..., X,) =0}.

On choisit Hy = {Xo = 0} C P"(K) comme 'hyperplan & l'infini et on identifie I'espace affine P™(K) — Hy
a I'hyperplan affine {Xo = 1} € K™*! comme en 2.3.4 :

~ ~

Pn(K)—HO — {X():l} — K"
(X()Z"‘ZXn),Xo#O = (1,X1/X0,...,Xn/X0) = (Xl/Xo,...,Xn/Xo)
droite vectorielle D ¢ K", D ¢ {Xo =0} ~ Dn{Xy=1}

Il en résulte que Q(K)N(P"(K)— Hp) s’identifie naturellement & l'intersection du céne C(q) et de 'hyperplan
affine {Xo =1} :
Q(E) N (P"(K) — Ho) — C(q) N {Xo =1}
droite vectorielle D C C(q), D ¢ {Xo =0} — DnN{X,=1}

En utilisant les coordonnées affines z; = X;/Xo (i = 1,...,n) dans {Xo = 1}, I'équation de C(q)N{X, = 1}
s’écrit

: X; X; = S
Ly e s =
Z Aij fof{) _A00+22A01x’t+ Z Aljxli =0.

i,j=0 i=1 ij=1

(3.9.2) Quadriques affines. Réciproquement, soit z1,...,z, un systéme de coordonnées cartésiennes
dans un espace affine (de dimension n). Une quadrique affine (sur K) est définie par une équation

Q:q(x) = Z Qij T; %) —l—QZbixi +e="rax+2r+c=0 (x € KM),
ij=1 i=1

ota="ae M,(K)—{0},be K", c € K. La projectivisée de Q est la quadrique projective

Q67<X):0 (@CPH>7 a(XovaX’rL):ng(Xl/XOa7Xn/X0):tXAX7

ou l'on a posé

Q: D ai XiX; 42 b XiXo + cX§ =0, QK)N{X, =1} = Q(K).

i,j=1 i=1

(3.9.3) Changement de coordonnées. Un changement de coordonnées affines © = Pz'+p (P € GL,(K),
p € K™) s’écrit sous la forme matricielle

x [ - P p
=P , P= € GL,11(K)
1 1 0 1
(voir 1.6.4-5). I’équation @ : ¢(z) = 0 est transformée en I’équation

d(z') = (P2’ + p)a(Pz' + p) + 2(Px’ +p) +c = a')d'x’ +2(¥)2’ + =0,
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ou

O A O LR
@ = ='PapP =" :
Wy 0 1 ¢ 0 1

(3.9.4) Définition. Deux quadriques affines
Q: q(z) ="raxr +2%x +c =0, Q :qd(z)="vdx+2'0)r+ =0

(dans un espace affine de dimension n > 1) sont équivalentes (sur K) s’il existe un changement de coor-
données affines qui transforme q en un multiple scalaire de ¢', i.e. si

P p a b P p a b
(3P € GL.(K)) (3p € K™) (3 € K*) t( > ( ) ( ) A( )
0 1 % c 0 1 Wy o

Si c’est le cas, alors les projectivisées @ et @’ sont équivalentes (mais la réciproque est fausse : voir 2.3.12)
et on a'PaP = \a'.

(3.9.5) Définition. Le rang rg(Q) := rg(a) ne dépend que de la classe d’équivalence de Q; on a

rg(Q) = rg(a) <rg(a) = rg(Q).
(3.9.6) Trois familles de quadriques affines. Soit

Q:q(x)="vax +2bx +c=0

une quadrique affine sur K. Pour simplifier cette équation, on diagonalise d’abord la partie quadratique :
d’apres 3.5.2-3, il existe P € GL,(K) tel que la matrice ‘PaP soit diagonale; en remplagant x par Pz, on
peut supposer que @ s’écrit sous la forme diagonale

ks n T
Q:Zaix?+22bixi+c:0 (r=rg(Q), Halqé()).
i=1 i=1 i=1
Ensuite, on écrit, pour tout i =1,...,r,

aix? +2bx; = ai(xi + bi/ai)Q — b?/ai;

en remplagant x; + b;/a; par z; et ¢ par ¢ — Y ._; b?/a;, on obtient équation

I n T
Q:Zaix?+22bixi+c:0, Hai;«éo.
i=1 i=r+1 i=1
Si tous les coefficients b; (i = r + 1,...,n) s’annulent, quitte a multiplier par 1/c (si ¢ # 0), on obtient les
équations respectives
s T
(I) QIZCLZ’%?:O, Hai#07 1STSn
i=1 i=1
(si ¢ =0), resp.
T T
(II) Q:Zaix?—i—l:(), Hai;«é(), 1<r<n
i=1 i=1



(sic#0).

S’il existe j € {r+1,...,n} tel que b; # 0 (on a forcément r» < n — 1 dans ce cas), on échange d’abord z;
et x,, (donc b, deviendra non nul) et ensuite on remplace Z?:T 41 bizi par x,. L’équation de @Q se simplifie
alors en

(II1) Q:Zam?—i—?xnzo, Halqéo, 1<r<n-1.
i=1 i=1

Dans les trois cas respecrifs (I), (IT) et (III), on a

I
“ﬂ
5
=N
O
~—
Il
3

(1) rg(Q)
(Ir  rg(Q)
(I1r) rg(Q)

On en déduit que deux quadriques affines appartenant a deux familles distinctes ne sont pas équivalentes

(puisque rg(Q) et rg(Q) ne dépendent que de la classe d’équivalence de Q).

I
“ﬂ
5
=y
et
I
5
+
—

r, rg(Q) =7 +2

La projectivisée Q est non-singulicre <= on est dans le cas (I), 7 = n (resp. (III), r =n — 1).

(3.9.7) Quadriques affines sur C. Si K = C (plus généralement, si le corps K est algébriquement clos),
il résulte de 3.8.6 et 3.9.6 que les classes d’équivalence de quadriques affines ) C K™ sont representées par
les quadriques suivantes :

I(T):Zx?:O (1<r<n)
j=1
II(T):Zx?-i-l:O (1<r<n)
j=1
III(T):Z$?+2LL’7LZO (1<r<n-1)
j=1

La projectivisée @ est non-singuliere <= on est dans le cas II(n) ou III(n — 1).

(3.9.7) Quadriques affines sur R. Si K = R, on déduit de 3.8.7 et 3.9.7 que les classes d’équivalence de
quadriques affines réelles () C R™ sont representées par les quadriques suivantes :

I(rys): Y af = a7,;=0 (0<s<r 1<r+s=rg(Q) <n)
i=1 j=1
II(ns):Zm?—foﬂ-—i—l:O (r,s>0,1<r+s=rg(Q) <n)
i=1 j=1
ITI(r,s): Zx?—foﬂ—i—%cn:O 0<s<r1<r+s=rg(Q)<n-1)
i=1 j=1

(sion ar < s dans le cas III(r, s), on multiplie I’équation par (—1) et on remplace x,, par —x,).
La projectivisée @ est non-singulitre <= on est dans le cas II(r,n —r) ou (IIL(r,n—1—7), 7 > (n—1)/2).

(3.9.8) Exemple : coniques affines réelles. Si K = R et n =2, on a les classes suivantes :
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2

i -2 4+1=0
il +1=0
ITI(1,0): 23 + 225 =0

I1(1,0) : 22 =0
I(1,1): 22 —22 =0
1(2,0): 27 + 23 =0
I1(0,1): =23 +1=0
I1(0,2): —a2? —224+1=0
I1(1,0): 23 +1=0

(L,1)

(2,0)

Respectivement : une droite réelle double, deux droites réelles non-paralleles, deux droites imaginaires non-
paralleles, deux droites réelles paralleles, une ellipse, deux droites imaginaires paralleles, une hyperbole, une
conique sans points réels dont la projectivisée est non-singuliére, une parabole.

(3.9.9) Exercice. Classifier les quadriques affines réelles Q C R3.

(3.9.10) Exercice. Considérons les quadriques affines réelles Q; C R? suivantes :

Qu:a”+y*+27 =1, Q2: 2t =y —1, Qs: 2> =ay+1,
Q4 : 22 = ay, Qs : 2z =22 + 97, Qq:z=uy.
Décrire le type géométrique de chaque quadrique @);. On note @Z C P3(R) la projectivisée de Q;. Pour
quels couples d’indices i # j les quadriques projectives Q; et Q; sont-elles équivalentes (resp., ne le sont
pas)?
(3.9.11) Exercice. (i) Donner des représentants de toutes les classes d’équivalence de quadriques affines
réelles @ C R* dont les projectivisées sont équivalentes a la quadrique projective Q1 : X& + X7 + X3+ X3 —
X2 =0 (resp., 4 Qo : X2+ X? + X2 — X2 — X? = 0) dans P*(R).
(ii) La projectivisée de la quadrique affine réelle
x% —2x120 +4x123 — 20124 + 295% — 6923 + 4x214 + 5x§ — 2374 — 2xi+
+2x1 — 4152 + 41’3 — 8(174 + 5= 0,

est-elle équivalente a Q1 (resp., a @2) ?

3.10 Le groupe orthogonal euclidien

(3.10.1) Rappel. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel V' muni d’une forme bilinéaire
symétrique f: V x V — R dont la forme quadratique associée q(x) = f(z, z) est définie positive :

(Vz e V —{0}) q(z) >0

(on note, parfois, (z | y) = f(x,y)). Ceci implique, compte tenu de 3.7.2(ii), qu’il existe une base or-
thonormée eq,...,e, de V (n = dim(V)), i.e. une base vérifiant f(e;,e;) = &;; (en particulier, f est
non-dégénérée). En utilisant une telle base, on identifie V' a R"™, f(x,y) au produit scalaire euclidien usuel
lry = 2?21 z;y;, q(x) & Z?Zl :c? et le groupe orthogonal O(q) (resp. le groupe spécial orthogonal SO(q))
au groupe

O(n) = O,(R) = {U € GL,(R) | UU = I}, resp. SO(n) = SO,(R)=0%(n) =0(n) N SL,(R).
On note ||z|| = y/¢(z) > 0 la norme (= la longeur) d’un vecteur z € V.
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(3.10.2) (i) V n’a pas de vecteurs isotropes.

(ii) Tout sous-espace vectoriel W C V' (muni de la restriction fiy de f & W x W) est un espace euclidien;
comme fy est non-dégénérée, on a W N WL = {0}, donc V=W LW+,

(ili) Sin =1, on a O(q) = {£id} et SO(q) = {id}.

(iv) A-id € O(q) <= X=+1.

(v) A ide SO(q) <= [A=zx1AXN"=1] < A=1(resp. A==£1)si2{n (resp. si 2|n).

(vi) On note O~ (n) ={U € O(n) | det(U) = —1}.

(3.10.3) Réflexions. Pour tout hyperplan vectoriel H C V on a V = H 1 H*; la réflexion orthogonale
T € O(q) associée & H (voir 3.4.11 ci-dessus) est caractérisée par la formule suivante :

(Vu € H) (Yv € HT) Ta(u+v) =u—w.

La matrice de 7 dans la réunion des bases respectives de H et H' est égale &
I,., O
0o -1/

det(TH) =—1 = 78 € SO((])

En particulier, on a

(3.10.4) Exercice. Etablir des isomorphismes de groupes

O(q) == SO(q) x {#id}, si2fn
O(q) == SO(q) = {id, 7}, si 2| n,

ou T = Ty est une réflexion arbitraire.

(3.10.5) Proposition. Si z,y € V et q(x) = q(y), alors il existe une réflexion 7 = Ty € O(q) vérifiant
T(z) = y.

Preuve. Si x =y, on prend 7 = 7, ou H est un hyperplan contenant z. Si x # ¥, soit H = (z —y)*; on a

(x+y)/2€ Het (x—y)/2€ H*, donc

tty w-y\_zty z-y
@) =T\t Ty )=y Ty Y

(3.10.6) Théoréme. Pour tout élément u € O(q) il existe des réflexions 71, ..., Ty € O(q) (m < dim(V) =
n) telles que 'on ait w =71 -+ - Ty,

Preuve. Récurrence : si n = 1, alors on a v = id (m = 0, i.e. le produit vide) ou v = —id = 7. Si
n > 1, soit z € V — {0}. D’apres 3.10.5 il existe une réflexion 7 vérifiant 7 (z) = wu(z). L’élément
g =1 'u = miu € O(q) fixe alors la droite R -z, ce qui entraine que I'hyperplan V' = (R -z)* C V est
stable par g; on note ¢’ € O(V’) la restriction de g & V'. Par hypothese de récurrence, il existe des réflexions
=1 €OV (i=2,...,m <n, H C V' un hyperplan) vérifiant ¢' = 75 ---7),. Pour tout i = 2,...,m,
soit 7; = TH, € O(q) la réflexion par rapport a Uhyperplan H; = R-2 @ H; = R-x L H] C V. La restriction
de 7; & R - (vesp. & H!) est égale aid (vesp. & 7)), donc o+ Ty = g = 7] U => U =Ty - Tpn.

(3.10.7) (i) On a det(u) = det(ry - 7m) = (—1)™. En particulier, u € SO(n) <= 2| m.

(ii) Siwue€ 0(2), u g SO(2), alors u = 71 est une réflexion.

(3.10.8) Proposition (les groupes O(2) et SO(2)). On a O(2) = 0% (2) UO~(2), ou

0*(2) = 50(2) = { <a _C>
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Preuve. Soit

On a
UeO2) — TU=1I

a b
= d+E=V+d®=1, €
c d
b —c
= d+E=+d =1, =\ (A €R)
d a

= d+=1, (2) :j:(_C) (det(U) = +1).

3.10.9) Exercice. (i) On sait, grace a 3.10.7(ii) et 3.10.8, que toute matrice
( g
a c
(a,c€R,a* +c2=1)
c —a

représente une réflexion. Décrire géométriquement cette réflexion.
(ii) Décrire géométriquement la composition Ty o g+ de deux réflexions tg, 7 € O(2).

(3.10.10) Proposition. L’application
‘ cos(t) —sin(t)
e — R(t) =

sin(t)  cos(t)

définit un isomorphisme de groupes U(1) = {z € C | 2z = 1} — SO(2). [Géométriqguement, la matrice
R(t) représente la rotation d’angle t € R/27Z.]

Preuve. Cette application est bijective, puisque tout couple a,c € R vérifiant a? + ¢ = 1 s’écrit, de maniere

unique, comme a = cos(t), ¢ = sin(t) (¢t € R/27xZ). 1l s’agit d’un homomorphisme de groupes, car on a
eitels — ei(t+s) et

cos(t) —sin(t) cos(s) —sin(s) cos(t+s) —sin(t+ s)
ROVRG) :( )( ):< ): R+ 9).

sin(t)  cos(t) sin(s)  cos(s) sin(t +s)  cos(t+ s)

(3.10.11) Un plongement C — M(R). Le morphisme e — R(t) provient de la construction générale
suivante. L’anneau C agit sur lui-méme par multiplication : pour tout z = u + vi € C, I'application

m(z): C — C, 2 22
est C-linéaire, en particulier R-linéaire : m(z) € Endg(C). Si on identifie
N a
C = R?, a+ bi— ,
b
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Papplication m(z) est représentée par la matrice

v u

M(2) = M(u + vi) = (

puisqu’on calcule

m(u—+vi) : a+ bi — (u+wvi)(a+bi) = (ua — vb) + (va + ub)i
a ua — vb U —v a
()= (e)- GO0

m(z1 + z2) = m(z1) + m(z2), m(z122) =m(z1) om(z2), (VA €R)mA) =X-id, z#0= m(z)#0,

On a

donc Papplication M : C — M3(R) est un homomorphisme injectif d’anneaux (plus précisement, de R-
algebres).

(3.10.12) L’écriture complexe de O(2). Si on identifie R? & C comme en 3.10.11, alors les éléments de
0O(2) s’écrivent

0% (2)=850(2) = {2z e'z|t € R/27Z}
0~ (2) =0(2) — SO(2) = {z— "z |t € R/27Z}.

(3.10.13) Propriétés de M : C — M(R). (i) L’'image de m : C — Endgr(C) consiste en les applications
qui sont C-linéaires (i.e. telles qui commutent avec m(i)), donc

0 -1
Im (M : C— MxR)) ={g € Ma2(R) | Jg = gJ}, J_M(i)_<1 0>'

(i) On a M(e) = R(t), donc M induit un isomorphisme de groupes

U(1) = SO(2) = O(2) N SLy(R).

(iii) Les valeurs propres de la matrice M (u + vi) sont égales & u & vi. Plus précisement, on a

1 =i\ " fu —v\ [ 1 i utiv 0
—i 1 vou ) \=i 1 0 u—iv)
En particulier, les valeurs propres de R(t) sont égales & e*™ = cos(t) £ isin(t).

(3.10.14) Exercice. (i) L’application

A -B
M : M, (C) — My, (R), A+iBw—
B A

est un homomorphisme injectif d’anneaux, dont I'image est égale a

0 —I,
{g € MQTL(R) ‘ Jng = an}v In = M(Z . In) = ( ) .



(i) M induit un isomorphisme de groupes U(n) — O(2n) N Sp(2n,R). [Indication : wvoir 8.11.9
ci-dessous.|
(iii) Expliquer le lien avec 3.2.11.

(3.10.15) Proposition. (i) SiU € SO(2) et P € O(2), alors on a P~'UP = U*!, ou1 det(P) = +1.

(if) SiV est un espace euclidien de dimension dim(V') = 2 et u € SO(q) une isométrie positive de V, alors la
matrice de u dans une base orthonormée arbitraire de V est égale a R(0) ou R(—0), ot1 e*% sont les valeurs
propres de u.

Preuve. (i) Si det(P) = 1, alors P € SO(2), donc P"'UP = U, puisque le groupe SO(2) — U(1) est
commutatif. Si det(P) = —1, alors on a P = R7, ou R € SO(2) et

1 0
T = ,
0 -1

10 1 0
PWUP=7"'"R'URr =7 'Ur = ( ) R(0) < ) = R(—0) = R()"".
0 -1 0 -1

d’oti (en écrivant U = R(6))

(ii) Dans une base orthonormée fixée de V, l'isométrie u est representée par U = R(f) € SO(2). Un
changement de base orthonormée est défini par une matrice P € O(2), qui transforme U en P'UP =
U*! = R(46), d’apres (i). Les valeurs propres de U sont égales & e (voir 3.10.13(iii)).

(3.10.16) Rappel-Exercice. Si\ € C est une valeur propre d’une matrice unitaire U € U(n), alors |A\| = 1
(ie. A€ U(1)).

(3.10.17) Théoréme. Soit V un espace euclidien. Pour toute isométrie u € O(q) de V, il existe une base
orthonormée de V' dans laquelle u s’écrit

I, 0 0 - 0

0 I, 0 - 0

0 0 R@®) - 0 (3.10.17.1)
0 0 0 R(6,),

ot by,...,0, ¢ Z (<= il existe une décomposition orthogonale V.=V+* L V= L Wy L --- L W,, ot les
sous-espaces VT, V= W, sont stables par u, la restriction de u a VE est égale a +id, dim(W;) = 2 et u agit
sur W; par une rotation plane # +id).

(3.10.18) (i) Reformulation matricielle : pour tout U € O(n) il existe P € O(n) tel que la matrice
P~UP soit de la forme (3.10.17.1).

(ii) Les valeurs propres de u sont égales & +1 (a-fois), —1 (b-fois) et cos(d;) £ isin(;) (j =1,...,7).
(iii) b= dim(V ™) est paire <= u € SO(n).

(iv) a+b=dim(VT & V") =n=dim(V) (mod?2).

(v) On adim(Ker(u — 1)) = a, dim(Im(u — 1)) = dim(V) —a = b+ 2r, d’ou

det(u) — (—l)b — (_1)dim(lm(u—1))7 det(—u) — (_1)b+dim(V) _ (_l)a — (_1)dim(Kcr(u—1)).

Preuve de 3.10.17. Récurrence : le cas n = dim(V) = 1 est trivial. Le cas n = 2 : si u € SO(2),
voir 3.10.15(ii). Si u ¢ SO(2), alors u = 7p est une réflexion, dont la matrice dans la réunion des bases
orthonormées des droites H et H* est égale &
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1 0

0 -1/
Soit n > 3. On choisit une base orthonormée de V', ce qui nous permet d’identifier V-a R™ et O(q) & O(n).
On note Aq,..., A, € U(1) les valeurs propres de u.
(a) (3 =1,...,n) A=A\, ==£1: soit v € R" un vecteur propre orthonormé : u(v) = v, |jv|| = 1. La
décomposition orhogonale V' = Ruv L (Rw)* est stable par u et u agit sur Rv comme +id. L’hypothese de
récurrence alors s’applique & la restriction de u & (Rv)*, ce qui montre le résultat dans ce cas.
(b) Toutes les valeurs propres \; sont imaginaires; on fixe A = \; = ¢, 6 ¢ 7Z. Soit v € C™ un vecteur
propre : u(v) = e"v; on a u(v) = e~7. Les vecteurs = (v+7)/2 € R" et y = i(v —7)/2 € R" engendrent
un plan W = Rax + Ry C V qui est stable par u. On a CW = Cx + Cy = Cv + Cv, donc les valeurs propres
de la restriction de u & W sont égales & €% e~ il en résulte que uly € SO(qlw) est une isométrie directe
de W. D’apres 3.10.15(ii), la matrice de u|y dans une base othonormée arbitraire de W est égale a R(6) ou
R(—0). On écrit V=W L W+ et on applique ’hypothese de récurrence a W+.(1)
(3.10.19) Exemple : dim(V) = 3. (i) Siu € SO(3), alors la matrice de u s’écrit, dans une base
orthonormée convenable,

1 0 0

1 0
( ): 0 cos(f) —sin(f)

0 R(9)
0 sin(d) cos(9)
Si 6 € 2nZ (vesp. 0 € 7+ 2wZ), alors u = id (resp. u = —id). Si § ¢ 7Z, alors u est une rotation d’axe
Ker(u — id) et d’angle 6.
(if) Siu ¢ SO(3), alors la matrice de u s’écrit, dans une base orthonormée convenable,

1 0 0 -1 0 0
01 0 |, 0 cos(f) —sin(h) (0 & 2nZ)
0 0 -1 0 sin(f) cos(h)

(la réflexion par rapport au plan Ker(u — id), resp. le produit de cette réflexion et d’une rotation d’axe
Ker(u —id)* et d’angle 6).

(3.10.20) Proposition. Le groupe SO(n) est connexe par arcs, i.e. pour tous gg, g1 € SO(n) il existe une
application continue 7y : [0,1] — SO(n) vérifiant v(0) = go et v(1) = ¢3.

Preuve. La multiplication matricielle GL,(R) x GL,(R) — GL,(R) est continue; il suffit donc de trouver
une application continue « : [0,1] — SO(n) telle que 'on ait «(0) =1 et a(1) = go_lgl = U; on pose alors
~(t) = goar(t). D’apres 3.10.17-18, il existe P € O(n) vérifiant

—~

I, 0 0 0

R(m) 0 0
0 —I, 0 0

0 R(m) 0

P'UP=|0 0 R(%) 0 , —I, =

0 0 - R(n)

0 0 0 -~ R()
b/2—fois

(Uentier b est pair, puisque U € SO(n)). On définit

(1) On peut vérifier directement que I'on a u(z) = (cos(#))z + (sin(8))y et u(y) = (—sin(8))z + (cos(6))y,
donc la matrice de u dans la base x,y de W est égale & R(#). La formule f(v,v) = f(u(v),u(v)) = €2 f(v,v)
entraine v L v et on obtient de méme T L 7, ce qui montre que 'on a x L y et ¢ := ||z|| = ||y||, donc z/c et
y/c forment une base othonormée de W.
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(3.10.21) Exercice. Déterminer le groupe O(1,1) C GL3(R). Montrer que le sous-groupe SO(1,1) n’est
pas connexe par arcs (il a deux composantes connexes - lesquelles?).

(3.10.22) Proposition. Les groupes O(n), SO(n) sont compacts (en tant que sous-ensembles de 'espace
2

M,(R) = R™).

Preuve. L’équation UU — I,, = 0 exprime O(n) C R™" comme l'ensemble des zéros d'un ensemble (fini) de
fonctions continues R” — R. 1l en résulte que O(n) est fermé dans R"’. Toute colonne de U € O(n) est
un vecteur de longeur 1, donc |U;;| < 1 pour tous 4,5 = 1,...,n. On vient de démontrer que O(n) C R"
est & la fois fermé et borné, donc compact (et de méme pour SO(n)).

(3.10.23) Exercice. Les groupes O(1,1),SO(1,1) sont-ils fermés dans Ma(R) — R*? Sont-ils bornés?

(3.10.24) Proposition. Pour toute isométrie v € O(q) d’un espace euclidien V, on a Ker(u — 1) L
Im(u—1)=V.

Preuve. Sixz € Ker(u—1) et y € Im(u— 1), alorsona (1 —u)z=0,y=(u—1)z (z € V) et

(@ly)=(](w-12)=(@]uz)—(z]2) = 'z|2) = (@] 2) = (w1 -uaz|z) =0,

ce qui entraine que Ker(u —1) L Im(u — 1). En particulier, Ker(u — 1) NIm(u — 1) = 0 (comme il n’y a pas
de vecteurs isotropes). D’apres le théoréme du rang, on a dim(Ker(u — 1)) + dim(Im(u — 1)) = dim(V'), d’ott
Ker(u—1) @ Im(u—1)=V.

(3.10.25) Exercice. Soit ABCD un quadrilatére convexe et P, Q, R et S les centres de quatres carrés

extérieurs a ABC'D, construits sur les cotés de ABC'D. Montrer que les vecteurs PR et Q? sont orthogonaux
x
et de méme longeur. [On pourra utiliser les coordonnées usuelles dans R?, ou, encore mieuz, la

Y
coordonnée complexe z = x + iy.]
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3.11 Groupe unitaire
(3.11.1) On considere 'espace C™ muni du produit hermitien euclidien ‘zy = > j=1%;¥;- On note

Herm,,(C) = {A € M, (C) | 'A = A}
I’ensemble de matrices hermitiennes de degré n.

(3.11.2) Définition. Une matrice A € Herm,,(C) est dite définie positive (notation : A >> 0) si le
produit hermitien ' Ay est, c’est-a-dire que l'on a

(VzeCr—{0}) ‘'wAz > 0.

On note Herm, " (C) = {A € Herm,,(C) | A >> 0}.

n

(3.11.3) Rappel-Exercice. Soit A € Herm,,(C).

(i) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

(ii) Deux vecteurs propres de A dont les valeurs propres sont distinctes sont orthogonaux (par rapport au
produit hermitien 'ry).

(iii) II existe une matrice unitaire U € U(n) telle que la matrice D = U AU = U~ AU soit diagonnalle.
[Les colonnes de U sont des vecteurs propres de A; les éléments diagonauz de D sont les valeurs propres de
Al

(iv) A est définie positive <= toutes ses valeurs propres sont strictement positive.

(v) Si A est définie positive, alors il existe une matrice unique B € Herm, ™ (C) telle que B% = A.

(3.11.4) Exercice. Pour tout U € U(n) il existe P € U(n) tel que l'on ait

e 0 ... 0
0 € ... 0
PlUP = : _— : (0; € R/27Z).
0 0 ... ¢fn



(3.11.5) Exercice. Les groupes U(n) et SU(n) sont connexes par arcs.
(3.11.6) Exercice. Les groupes U(n) et SU(n) sont compacts.

(3.11.7) Proposition (Décomposition polaire). Soit M € GL,(C). Il existe un couple unique (P,U) €
Herm " (C) x U(n) tel que M = PU.

Nombres Matrices
z€C Ae M,(C)
zeC ‘A
z=z€R ‘A = A € Herm,,(C)
u=1 < Ju|=1 TU=1 < UeU(n)
lu=1 < u=¢" teR UecU(n) < U =¢e“ Ac Herm,(C)
2€C* <= z=ru,r € Rsg, Ju|=1 M € GL,(C) <= M = PU, P € Herm!"(C), U € U(n)

Preuve de 3.11.7. La matrice A := MM appartient 4 Herm, (C), puisque ‘A = A et ' AT = t(th)% >0
(pour tout € C™ — {0}). D’apres 3.11.3(v), il existe une matrice unique P € Herm, ™ (C) telle que
A= MM = P% = PP, ce qui entraine que la matrice U = P~!M est unitaire (UU = P~ 1MtMP L=1),
donc M = PU. Réciproquement, la décomposition M = PU est unique, car M‘M = PUTUP =

(3.11.8) Exercice. Si M € GL,(R), alors la matrice P est réelle symétrique (définie positive) et U € O(n).

(3.11.9) Exercice. Soit V un espace vectoriel complexe; soit h : V x V. — C une forme hermitienne. On
note Vg l'espace V en tant que 'espace vectoriel réel (c’est & dire que 'on oublie la multiplication par des
nombres complexes qui ne sont pas réels).

(i) Montrer que la partie réelle de h

g=Reoh: Vg xVr — R, g(z,w) = Re(h(z,w))
est une forme bilinéaire symétrique, et que la partie imaginaire de h
Q=Imoh:Vr xVr — R, Q(z,w) = Im(h(z,w))

est une forme bilinéaire antisymétrique.
(ii) On note J : Vg — VRr D'application z — iz. Montrer que l'on a

g(J(Z),J(w)) :g(sz)v Q(J(Z)v‘](w)) :Q<va)v
g(z, J(w)) ZQ(Z,U)), Q(J(Z),’LU) :g(sz)'

(iii) Montrer : h est non-dégénérée <= ¢ est non-dégénérée <= Q) est non-dégénérée.

(iv) Montrer que, si h est non-dégénérée, alors on a U(h) = O(g) N Sp(Q).

(v) Sih(z,w) =Y ,_, 2wy est le produit hermitien usuel sur V.= C", exprimer g(z,w) et Q(z,w) en
termes de z,y,u,v € R", ol z=x + iy et w = u + iv.

3.12 Quaternions et SO(3)
(3.12.1) Quaternions (rappel). L’anneau des quaternions est égal a

H=RoRi®Rja RE,

ou
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i? =% =1, ij=—ji=k = k®=-1, jk=—kj=1, ki=—ik=j
et

(Vz € H) (Vr € R) xr =rx.

Conjugué : Le conjugué d’un quaternion x =a+bi+cj+dkest T=a —bi —cj —dk;on aTy =y=.

Trace : Tr(z) =2+ 7 = 2a.
Norme : N(z) =27 =Tz = a®> + b? + ¢* + d> € R>¢. On pose |z| = y/N(z). On a
N(zy) =Tyry =yTey =yN(z)y = N(x)gy = N(x) N(y).

H est un corps (non-commutatif) : Si z € H — {0}, alors N(z) € R, donc y := (N(z))7'7Z est
linverse de z : zy = yz = (N(z)) '@z = 1. Le groupe des éléments inversibles H* est donc égal 4 H — {0}.

Quaternions purs : Hg = H"=" = {bi + ¢j + dk}; on a H = R © Hy.

H, est un espace euclidien : On identifie
b
H, = R3, r=bi+cj+dk— | c
d

La restriction de la norme a Hj est égale a

lz||? = N(x) = N(bi +cj + dk) = b* + ¢* + d* = 2T = —2?,

ce qui est la forme quadratique associée au produit scalaire euclidien (z,y) sur R?. Le produit scalaire s’écrit

1 1, . 1 _
(Il +ylI* = ll=]I* = [lylI*) = —5(% +yx) = 5(9529 +yT) = 5”&(9@) (x,y € Hy)

(w.9) =5

Orthogonalité : Il résulte de la formule précedente que l'on a

(Vz,y € Hyp) [ Ly << ay=—yz].

Produit : Sia,a’ € R et x,2’ € Hy, alors on a

(a+z)(a +2') = (ad — (x,2")) + (ax’ + d'x +z AN 2),
ol 'on a noté x A 2’ le produit vectoriel dans Hy — R3.

(3.12.2) Exercice. (i) Le centre Z(H) = {x € H| (Vy € H) zy = yx} de 'anneau H est égal a R.
(ii) Pour toutz € Hyona:2?€R <= x € R ouxc H,.

(3.12.3) Proposition (Plongements C — H). L’application p — I := p(i) induit une bijection
{ homomorphismes d’anneaux

5 S(Hp) ={z € Hy | ||z|| = 1} = 52
p:C—H, plr=1id

Un homomorphisme d’anneaux p : C — H vérifiant p|g = id est forcément injectif et on a (Vz € C) p(z) =
p(Z).

Prewve. Si I € S(Hp), alors on a I? = —N(I) = —1, donc l'application p(u + iv) = u + Iv est un
homomorphisme d’anneaux p : C — H et p|g = id. Réciproquement, étant donné p, 1’élément I := p(i) €
H satisfait & I? = p(i)? = p(i?) = p(—1) = —1. D’apres 3.12.2(ii), I est contenu dans R ou dans Ho; comme
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2?2 > 0 pour tout z € R,on a I € Hy et ||I||> = N(I) = —I> =1, donc I € S(Hy). Si z = u+iv € C, alors
onapiz)=u+Iv=u—Iv=pz).

(3.12.4) Coordonnées polaires. Tout quaternion non nul z € H — {0} s’écrit

z = ||z (cos(9) + I'sin(6)) = [l ™! (I € S(Hy)),
pour un unique couple (I, 0) € (S(Hp) x R/27Z)/{£1} (pour tout y € H, on définit

[e.9]
eY = % y" € H;
n=0
la série est absolument convergente).
(3.12.5) Le groupe U;(H). On note

Ui(H ={zxeH" | N(z)=1} cH"

le groupe multiplicatif des quaternions unitaires.

2. eprésentation adjointe. Pour tout x € H*, I'application
3.12.6) Représentati djointe. Pour tout H*, I’applicati

Ad(z) :H — H, Y= rys

est une bijection R-linéaire. Comme x(2'y(z')"1)a~! = (za’)y(z2") ™!, Papplication

Ad:H" — GLr(H), x +— Ad(x)

est un homomorphisme de groupes, que 'on appelle la représentation adjointe de H*.
Propriétés de Ad : (0) Ad(x)|gr =1id.

(1) Ad(z) =id <= =ze€ H*NZH)=R"

(2) (Vzr € H*) Ad(z7) =id, donc Ad(Z) = Ad(z)~! = Ad(z~1).

3) (Ve e H) (Ve H) Ad(@)y =zga =777 = Adz V)7 2 Ad(2)7.

(4) Siy € Hy et x € H*, alors § = —y, donc Ad(z)y @ Ad(z)y = —Ad(z)y, d’ott Ad(x)y € Hy. Ceci
signifie que Ad(z)(Hy) = Hp.

(5) (Vo € H*)(Vy € H) N(Ad(z)y) = N(x)N(y)N(x~!) = N(y), donc la restriction de Ad(z) & Hy est
un élément de O(Hy, N) = O(3).

(6) L’application

Ad|g, : H* — O(Hy, N) = O(3)

est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est égal a

Ker(Ad|g,) = R*
(grace & (0) et (1)).

(3.12.7) Proposition. Ad|m, induit des isomorphismes de groupes
Adlg, : Ui (H)/{£1} = H*/R* = SO(Hy, N) = SO(3).

Preuve. On a H* = R*-U;(H) et R* N U (H) = {1}, dou U1(H)/{£1} = H*/R*. Gréace a 3.12.6(6),
il suffit de démontrer que I'image de Ad|g, est égale & SO(3). On décrit d’abord 'action de Ad(z) sur Hy
géométriquement : tout x € Uy (H) s’écrit x = €% = cos(#) + I'sin(f), on (I,6) € (S(Hy) x R/27Z)/{+1}.
On choisit un vecteur J € S(Hg) orthogonal & I et on pose K = IJ. On a IJ = —JI, puisque I L J, et
I?=—-N(I) = -1, J% = —=N(J) = —1. Il en résulte que les quaternions I, J, K € S(Hy) satisfont aux méme
propriétés algébriques que 4, j, k. On va calculer 'action de Ad(z) dans la base I, J, K de Hy :
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2l =1z = Ad(x)I=1
xJ = Jcos(#) + K sin(0) = J(cos(h) — Isin(f)) = Je %1 = Ja~1
eK =zlJ=1IzJ =1Je " = Ke7% = K271,
ce qui entraine
Ad(z)J = Je 2T = 21 ] = (cos(26))J + (sin(20)) K
Ad(z)K = Ke™ 2T = 21K = (—sin(20))J + (cos(20)) K,

donc Ad(z) agit trivialement sur la droite RI et par la matrice

cos(20) —sin(20)
R(20) = ( )
sin(26)  cos(20)

sur le plan RJ @ RK = (RI)* (les quaternions J et K forment une base orthonormée de (RI):). Il en
résulte que Ad|m, () est une rotation d’axe RI et d’angle 20. D’apres 3.10.19, tout élément de SO(3) est
une rotation, donc 'image de Ad|g, est égale & SO(3).

(3.12.8) Exercice. Décrire géométriquement les rotations qui correspondent a Ad(q1), Ad(g2) et Ad(q142),
pour

q =141, =147

_1+i+j—k _1+i+j+k
%—72 ) (12—72
1+i—j5—k 1+i4+j5+k

q1 = 9 ) qz2 = ) .

(3.12.9) Proposition (les groupes U(2) et SU(2)). On a

a —c
SU(2) =
c a
a —\C
UQ) =
c Aa
Preuve. On considere le produit hermitien euclidien sur C? : f(x,y) = 2y = 2191 + x2%2. Si

a b
U= ( ) S GLQ(C),

a,c € C, lal* + |c|? = 1}

a,,AEC, |a* + > =1= |)\|}

c d

alors on a :
UeU(2) «— WUu=1I

= |af” +[el* = [b]* + ] = 1,

= |af +[el* = b + d]” = 1,

b
d
b —\e
= |aP+cP=1=|), <d> = ( B ) (det(U) = ).
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(3.12.10) Un plongement H — M5(C). On fait agir 'anneau H sur lui-méme par multiplication &
gauche : pour tout x € H, 'application

m(z): H— H, Y= Ty

est H-linéaire a droite, m(x)(yz) = (m(z)y)z (z,y,z € H). Tout quaternion s’écrit, de maniere unique,
x =u—+jv (u,v € C). L’identification

N U a+ bi
H = C?, T=u-+jvr— , a+bi+cj+dk—
v c—di

est C-linéaire & droite, ce qui nous permet de considérer m(x) comme une matrice M(x) € Endc(C?) =
M5(C). On calcule (en utilisant la regle (Vz € C) zj = jZ)

m(u+ jv) : a+ jb— (u+ jv)(a + jb) = (ua — vb) + j(va + ub)
a ua — vb u -0 a
() ()00 6)

d’out

On a

m(z +2') = m(z) + m(z'), m(zz’) = m(z) o m(x'), (Vr e R) m(r) =r-id,
donc M : H — M5(C) est un homomorphisme d’anneaux (plus précisement, de R-algebres).

~

(3.12.11) Proposition. L’application M : H — M(C) induit un isomorphisme de groupes Uy (H) —
SU(2).

Preuve. D’aprés 3.12.9, M induit une bijection Uy (H) — SU(2) (puisque N(a + jc) = |a|> +|c[?). Comme
M(zy) = M (x)M (y), cette bijection est un homomorphisme (donc un isomorphisme) de groupes.
(3.12.12) Le groupe U,(H). On note

Un(H) = {u € GL,(H) | (Vz,y € H") f(u(z),u(y)) = f(z.y)},
n 1 hn
f(xvy)zzxayj, xr = Y = cH"

Ty Yn

est le produit quaternionique-hermitien sur H™.

(3.12.13) Exercice. (i) L’application
A -B
M : M, (H) — M,(C), A+jB—
B

est un homomorphisme injectif d’anneaux.
(ii) Formuler et démontrer un analogue quaternionique de 3.11.9.
(iii) M induit un isomorphisme de groupes U, (H) — U(2n) N Sp(2n,C).

(3.12.14) (i) Il est plus commode d’écrire I'isomorphisme 3.12.7 comme
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SU(2)/{£I} — SO(3).
(i) Pour tout n > 3, il existe un groupe compact connexe Spin(n) et un isomorphisme Spin(n)/{£1} —
SO(n).
(iii) Si on identifie S(Hy) — S% & C U {oo} par la projection stéréographique, alors I'action induite
de SU(2) — U;(H) — SO(3) sur C U {oo} est conjuguée a l'action ‘usuelle’ par les homographies
(SU(2) € GLy(C) — PGLy(C)).

+1
(3.12.15) Exercice. Soit C C R? le cube dont les sommets sont | £1 |. On admet le fait que le groupe
+1

G ={g€50(3)|g(C)=C}

des rotations qui conservent C a 24 éléments.

(i) Décrire géométriquement tous les éléments de G (donner I'axe et 'angle).

(ii) Déterminer les 48 quaternions de norme 1 qui donnent lieu aux éléments de G, via I’homomorphisme
Ui1(H) — SO(3).

(iii) Montrer que 'on a, effectivement, |G| = 24. [Indication : voir [N].]

(3.12.16) Exercice (Spin(4) = Spin(3) x Spin(3)). On identifie 'espace des quaternions H muni de la
forme quadratique N(q) = ¢ = gq & R* muni de la forme quadratique a® + b*> + ¢*> + d? :

a

b
a+bi+cj+dk—
c

d

(i) Soient q1,q2 € U1(H); on note p(q1,q2) : H — H 'endomorphisme R-linéaire suivant :

pla1,q2) Yy ayas

Montrer que p(q1,q2) est une isométrie de (H, N).
(ii) Montrer que p définit un homomorphisme de groupes

p:Ui(H) x U;(H) — O(H, N) = O(4),

c’est-a-dire que 'on a p(q1, g2) © p(q1, 43) = P(q141, 4243)-

(iii) Déterminer le noyau de p.

(iv) On sait que si I,J € Uy(H) N Hy vérifient JI = —IJ, alors 1,1,J et K = IJ forment une base
orthonormée de H. Soient ¢; = 7 = cos@ + Isinf et go = €1 = cos@’ + Isin@’, on 6,0 € R/27Z.
Déterminer les matrices respectives de p(qi, 1), p(1,q2) et p(q1,qz2) dans la base 1,1, J, K.

(v) Montrer que 'on a p(q1,q2) € SO(4), pour tous ¢1,q2 € U (H).

(vi) Montrer que Im(p) = SO(4) (c’est-a-dire que tout U € SO(4) s’écrit U = p(q1, q2)). [On pourra
utiliser 3.10.17.]

(vii) Que se passe-t-il si 'on remplace H par Ma(R) 7 [Indication : voir 8.13.]

3.13 Quaternions généralisés
(3.13.1) Dictionnaire H «— M>(R). La construction 3.12.6 s’applique aussi & anneau M>(R) :
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H M>(R)
a b
r=a+bi+cj+dk x =
c d
d —b
T=a—bi—cj—dk T =
—c a
R-R ICH R=R I C M(R)
Tr(z) =2 +7=2a Tr(z)=z+T=a+d
N(x)=aZ=a’+ 0>+ +d? N(z) = 2T = ad — bc = det(x)
reH* < N(z)#0 < 2 #0 r € My(R)* < det(z) #0 < z € GL2(R)
zeUi(H) < N(z)=1 x € SLa(R) < det(z) =1
r€Hy < Tr(z) =0 < r € My(R)? < Tr(z)=0 <
U v+ w
r=0bi+cj+dk T =
v—w  —u
Nlu, =02+ 4+ d? det‘Mz(R)o = —u? —v? 4 w?
Ad(z)(y) = ayz~! Ad(z)(y) = ayz~!
Ad:H* — GLr(H) Ad : GLy(R) — GLr(Ms(R))
Tr(zya~') = Tr(y) Tr(zyz~') = Tr(y)
N(zyz~') = N(y) det(zyz~") = det(y)
Ad|g, : H*/R* < O(Ho, N) = 0(3) | Ad|ancmyp : GLao(R)/R*T — O(My(R)°, det) = O(1,2)
Ad|g, : H*/R* — SO(3) Ad|aymyo - PGLy(R) — SO(1,2)
Ad|g, : U1 (H)/{£1} = SO(3) Ad|y, w0 0 SL2(R)/{£I} — SO*(1,2)

Ici, on a noté SO*(1,2) la composante connexe de SO(1,2) qui contient I.
D’ou provient la seconde colonne du dictionnaire?

(3.13.2) Explication algébrique : quaternions généralisés. Soit K un corps, car(K) # 2; fixons
«, 3 € K*. On définit 'anneau des quaternions généralisés comme

H,p = (af’f) =Ko KioKjo Kk,
2

ou

i’ =a, §* =5, k=ij=—ji (= k?®=—af, jk = —kj = —pi, ki = —ik = —aj)
et

(Va € K) (Vx € Hy, ) ar = za.

Le conjugué, la trace et la norme sont définis comme en 3.12.1. En particulier, on a

H)Z ={zi+yj+zk|2yz2€c K}
N(zi+yj + zk) = az® + By* — afz” = aff (aly/a)® + B(z/B)* — 2°).

Propriété principale : Si I'’équation ax? + By? — 22 = 0 admet une solution non nulle (z,y,z) €
K3 —{(0,0,0)}, alors il existe un isomorphisme de K-algebres H, 3 — M>(K) qui transforme Tr (resp.
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N) en la trace (resp. le déterminant). S’il n’y a aucune solution non nulle, alors H, g est un corps (non-
commutatif).

Exemple : Si a = =1, alors I’application

N a+b c+d
H,, — My(K), a+bi+cj+dk—

c—d a-—b»

est un isomorphisme de K-algebres.

En général, la construction 3.12.6 définit un isomorphisme de groupes

H; /K" = SO(HI3",N).

SiK=Reta=0=—1(resp. « =3 = 1), on obtient la premiére (resp. la seconde) colonne du dictionnaire
3.13.1.

(3.13.3) Explication géométrique. Soit K un corps, car(K) # 2. Soit

2
Q : q(XOaXlaXQ) = Z A”X»LXJ =0
1,j=0

une conique projective non-singuliere sur K (i.e. A = (A;;) = AT € GL3(K)). On suppose que Q(K) # 0
(<= le cone isotrope C(q) # {0}).

La conique () satisfait aux propriétés suivantes :

(3.13.3.1) Pour tout point K-rationnel O € Q(K) et toute droite D C P?(K) qui ne passe pas par O, la projection
de centre O induit une bijection f:Q(K) — D (— P!(K)) (voir 3.8.9).

(3.13.3.2) Si 0,0’ € Q(K) sont deux points K-rationnels de Q et D C P?(K) (resp. D' C P?(K)) une droite
qui ne passe pas par O (resp. par O'), alors application f'o f=! : D = Q(K) == D’ est une
homographie (voir 3.8.9).

(3.13.3.3) Soit

GP(Q) := {g € GP(P*(K)) = PGL3(K) = GL3(K) /K" - 1 | 9(Q(K)) = Q(K)}.
D’apreés 3.5.11(ii), on a GP(Q) = PGO(q) = GO(q)/K* - I. D’apreés 3.4.9, I'application canonique
SO(q) — PGO(q) est un isomorphisme.

(3.13.3.4) Fixons O € Q(K) et D C P?(K) comme en (3.13.3.1); soit f : Q(K) — D la bijection correspondante.
11 résulte de (3.13.3.2) que, pour tout g € GP(Q), la bijection

foglouyof™1:D "> Q(K) —~ Q(K) —~ D
est une homographie. L’homomorphisme ainsi défini

GP(Q) — GP(D) — PGLy(K), g foglouyo f

est un isomorphisme.

En résumé, on obtient des isomorphismes de groupes
S0(q) = PGO(q) = GP(Q) = GP(D) = GP(P'(K)) = PGLy(K).
Par exemple, si K = R et ¢ = X — X7 — X2, on obtient un isomorphisme
SO(1,2) = PGO(1,2) — PGLy(R).
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(3.13.4) Exercice. L’action g : X + gXlg de g € SLy(C) sur V = {X € M»(C) | X = X} induit un
homomorphisme de groupes SLy(C) — O(V,det) et un isomorphisme SLy(C)/{£I} — SO™(1,3).

3.14 Linéarisation (= l’algebre de Lie) de O(f),U(f), Sp(f)
(3.14.1) Sous-groupes a un parameétre. (i) L’application

cos(t) —sin(t) >

R — S0(2), — R(t) =
@ t “ (sin(t) cos(t)

est un homomorphisme de groupes (i.e. R(s+t) = R(s) R(t)) différentiable : on a

—sin(t) —cos(t) 0 -1 0 -1
R'(t) = = R(t), = R'(0).
cos(t)  —sin(t) 1 0 1 0
(i) En général, un sous-groupe a un parameétre de GL,(C) est un homomorphisme de groupes
différentiable U : R — GL,(C), c’est a dire une aplication différentiable qui vérifie U(s +t) = U(s) U(¥)

(pour tous s,t € R). On appelle la matrice U’(0) € M,,(C) le générateur infinitésimal de U.

Pour toute matrice X € M, (C), il existe un unique sous-groupe & un parametre U : R — GL,,(C) vérifiant
U’(0) = X. En effet, I'équation U(s +¢t) = U(s) U(t) entraine

_oU(s+1)|  _oU(s)U()

!
U'() Os Os

—U'OU®t)=XU®), U0 =1.
s=0

s=0

Cette équation différentielle a une unique solution, a savoir
Ut) =X U(0) =X =) x* il (X =1),
k=0
ol la série est absolument convergente.

(3.14.2) Exemples : (i) Sila matrice X est diagonale, e D'est aussi :

ai Ce 0 ed11 . 0

0 e Ann 0 e eann
(ii) Sila matrice X est triangulaire, eX 1’est aussi :
a1 a1n et *
0 - app 0 ... elnn
(iii) Si g € GL,(C), alors on a (¢Xg~1)* = gX¥g~! (k> 0), d’ou

elX9™) = g(eX)g

iv) Si X,Y € M, (C) commutent, i.e. si XY = Y X, alors on a eXTY = eXe¥ = ¢¥eX. En particulier, si
Y = —X, on obtient e~ = (eX)~! (donc X € GL,(C)).

(v)
0 1 1t
X:( ) (VE>1) X*=o, etX:< )
0 0 0 1

41



0 -1
X = ( > , X2k, _ (—1)kl, X2k’+1 — (_1)kX7
1 0
X (_1\k42k X (_1\k42k+1
otX — Z ((12)k)t' I+ Z ((21k)Jf1)!X = (cos(t))I + (sin(t))X = R(t) € SO(2).
k=0 k=0
(vii)
0 1
X = ( ) , X2k — I, X2k‘+l — )(7
1 0
X = i I S X = (ch(t))I h(t))X = hl)shit) S0O(1,1
) _;)(%)! +;JW = (hO)T + (h{E)NX = (sh(t) ch(t)) € SOL1).
(viii)

0 1 00 0 1
X = , Y= . X4V = ,
0 0 10 10

1 ¢ 10 ch(t) sh(t)
etX = , ety — ) PHXHY) _ £ XY Y X
0 1 t 1 sh(t) ch(?)

(ix) Si X € M, (C) est une matrice nilpotente (c’est-a-dire que s’il existe un entier N > 1 tel que XV =0
<= toutes les valeurs propres de X sont égales a 0), alors on a X" = 0, d’ou
U=eX=T+X+--X"(n-1), (U-I)"=0.

Réciproquement, si U € GL, (C) est unipotente ( <= il existe un entier N > 1 tel que (U —I)V =0 «=
toutes les valeurs propres de X sont égales & 1 <= (U — I)™ = 0), alors la matrice

X:=logI+U-1)=U-I)—(U-D1?2/2+--+(-1)""YU -D)""/(n—1) € M,(C)

vérifie X* =0 et eX =U.
(x) Plus précisement, si X € M,(C) est une matrice nilpotente, alors il existe g € GL,(C) telle que
X =gYg! on

0 1 0 0
Yn1 0 . 0
0 0 1 0
0 Yo, oo 0 S k
V=1 . . | Y=1: : : " | eM,(C), anZn;
. . . : —
00 0 1 !
0 0 Y,
0 0 O 0
L’exponentielle de tY,, est égale a
1t /2 - tm /m!
01 t - tm Y (m-1)
otYm —
00 O t
0 0 O 1
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(3.14.3) Exercice. (i) Si X € M,,(C), alors det(eX) = ™%,

(ii) Si X € GL,(C), alors il existe Y € M,,(C) vérifiant e¥ = X.

[Utiliser 3.14.2(ii), (ii).]

(iii) Si X € Herm,(C), alors !X € U(n). Réciproquement, si U € U(n), alors il existe X € Herm,,(C)
vérifiant e*X = U.

(3.14.4) Définition. Soient K = R ou C, 0 = id ou la conjugaison complexe, f une forme o-sesquilinéaire
non-dégénérée sur K™, soit hermitienne, soit bilinéaire symétrique, soit bilinéaire antisymétrique. Soit

G = GL,(K), SL.(K), U(f), SU(f), O(f), SO(f) ou Sp(f). On définit

Lie(G) := {X € M,(K) | (Vt € R) ¥ € G}.

(3.14.5) Moralement, Lie(G) est la linéarisation du groupe G dans un voisinage de lidentité I € G,
puisqu’on a
e =T +tX +O(t?).

(3.14.6) Théoréme. (i) Lie(G) C M, (K) est un R-espace vectoriel.
(ii) Pour tous X,Y € Lie(G), leur commutateur [X,Y] := XY — Y X est contenu dans Lie(G) (on dit que
Lie(GQ) est une algébre de Lie réelle).
(iii) L’exponentielle
exp : Lie(G) — G, X e

définit une bijection entre un voisinage convenable % de 0 € Lie(G) et son image exp(%) C G. En fait, G est
muni d’une structure canonique de variété différentiable et la restriction de exp a % est un difféomorphisme
U — exp(%). En particulier, la dimension (réelle) de G est égale a dimg (Lie(G)).

(iv) (Campbell-Hausdorff) 1I existe une série universelle

F(X,Y):X+Y+%[X,Y]+%[X,[X7Y]Hm

(qui ne contient que des commutateurs itérés de X et Y a coefficients rationnels), qui converge absolument

pour tous X, Y € M, (C) et vérifie

CF(XY) _ X Y

En particulier, la multiplication dans exp(%) est déterminée par Lie(G).

(3.14.7) Proposition. Soit K =R ou C.
(i) slp(K) :=Lie(SLy(K)) ={X € M, (K) | Tr(X) = 0}.
(iii) Sif(z,y) ="2A% et G =U(f) ou O(f) ou Sp(f), alors on a

Lie(G) = {X € M,,(K) | 'XA+ A°X = 0}.
Preuve. (i) Trivial. (ii) Pour tout X € M,,(K), on a :
(vt e R) 1=det(e!®) =) «— (VteR) tTr(X)€2miZ = Tr(X)=0.
(iii) On a
G={U€GL,(K)|UAU = A}.
On fixe X € M, (K) et on définit

f:R— M,(K), t— {(etX) A ™).

La fonction f est diférentiable; elle vérifie f(0) = A et
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f/(t) — t(etX)tXA<7<etX) 4 t(etX)AaXa(etX) — t(etX)(tXA+AaX) a(etX),

d’ou

X €Lie(G) < (VteR) f(t)=A <= (VteR) f(t)=0 <= XA+A°X=0.
(3.14.8) On peut reformuler 3.14.4 en utilisant les nombres duaux
Kle)={a+eb|abc K, e* =0}
et les matrices & coefficients & K|[e] :
M, (Kle]) = {A+eB| A, B € M,(K), ¢* =0}.

Silon définit G(K[e]) comme I’ensemble de matrices g € M, (K[e]) qui vérifient les équations qui définissent
G, alors on a

Lie(G) ={X € M,(K) | I + X € G(K[e])}.
Exemples : (1) G = SLa(K) = {g € GLy(K) | det(g) = 1}, ce qui entraine que X € M>(K) appartient &
Lie(SLy(K)) si et seulement si

1+eXny eXi2 )
1 =det(] +eX) = =14 e(X11 + Xa2) + (X1 X2 — X12X01) = 1 + £(X11 + Xo2),
eXo1 1+eXo

ce qui équivaut & Tr(X) = X311 + X2 = 0.
(2) Sous les hypotheses de 3.14.7(iii), on a

G ={g € M,(K)|'gA% = A},
ce qui entraine que X € M, (K) appartient a Lie(G) si et seulement si 'on a
A=Y T+eX)A(T+eX)=A+e('XA+ A°X)+2('XAX) = A+ (XA + A°X),
d’on
Lie(G) = {X € M,(K) | '’XA+ A°X = 0}.
(3.14.9) Exemples : (i) G=0,(K): onaoc=idet A=1I,, donc

on(K) :=Lie(0,(K)) = {X € M,,(K) | 'X + X =0}
sop(K) :=Lie(SO,(K)) = 0,(K) N sl (K) = 0, (K)
et

n(n—l).

dimpc(on(K)) =142+ +(n—1) = ——

(i) G=U,(C)=U(n): onaoc(u+iv) =u—iv et A=1I,, donc
1, (C) := Lie(U,(C)) = {X € M, (C) | 'X + X =0}
dimg u,(C) =n +2(1+2+ -+ (n — 1)) = n’
(ili) G = SUL(C) = SU(n) = Un(C) N SL,(C) : on a
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s, (C) := Lie(SU,(C)) = u,(C) N sl,,(C) = {X € M,,(C) | 'X + X =0, Tr(X) = 0}
dimg su,(C) = n? — 1.

(3.14.10) Exercice. Déterminer les algébres de Lie Lie(O(r, s)), Lie(U(r,s)), Lie(Sp(2n, K)) et leurs di-
mensions.

(3.14.11) Exercice. Définir et déterminer Lie(GO(n)), Lie(GU (n)), Lie(GSp(2n, K)) et Lie(GA,(K)).

(3.14.12) Les algebres de Lie de tous les groupes que l'on a considérés en 3.14.4 sont assez simples : par
exemple, les commutateurs dans slo(K) = Lie(SLy(K)) s’écrivent

X,Y]=H, [HX]=2X, |[HY]=-2Y,

7

S A W R |

(3.14.13) Représentation adjointe. Si, sous les hypotheses de 3.14.4, g € G et X € Lie(G), alors on a

ou

(Vt e R) et(9Xa™) = geXgle G = gXg! € Lie(G).

Les applications

Ad(g) : Lie(G) — Lie(G), X —gXg!

ainsi définies forment alors la représentation adjointe

Ad: G — GLgr(Lie(G)).

Si G = SLy(R), on a Lie(G) = M2(R)°, donc on obtient ’homomorphisme qui intervient dans la seconde
colonne de 3.13.1.

(3.14.14) Exercice. (i) Si A € C est une valeur propre de X € M,,(C), alors e* est une valeur propre de
eX. La réciproque est-elle vraie?
(ii) L’exponentielle exp : slo(R) — SLo(R) n’est pas surjective. Plus précisement, on a

-1 1
(VX € My(R)) X # ( ) .
0 -1

(iii) L’exponentielle exp : slo(C) — SLy(C) est surjective.
(iv) SiG =50(n),U(n) ou SU(n), alors 'exponentielle Lie(G) — G est surjective.
(v) Déterminer I'image de ’exponentielle exp : Lie(O(1,1)) — O(1,1).

a ¢
(3.14.15) Exercice. (i) Montrer que I'on a SU(1,1) = { ) a,c€C, la]* —c]* =1}.
c a

(ii) Existe-t-il U € SU(1,1) qui n’est pas diagonalisable 7
(iil) Déterminer su(1,1) = Lie(SU(1,1)).
(iv) Existe-t-il X € su(1,1) vérifiant X> =0, X #0 ?

1 hn

(3.14.16) Exercice. Soit f : C? x C2 — C la forme hermitienne f(( ) , ( )) = i(z172 — 2271)-
T2 Y2

(i) Déterminer su(f) = Lie(SU(f)).

(ii) Déterminer SU(f).
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(iii) Trouver une base de C? qui soit orthogonale par rapport & f.
(iv) Trouver un changement de coordonnées qui transforme f & une forme standard

T+ T TrYr — Trp1Yr41 — 00— Trgslrts

(v) Trouver une matrice g € GLo(C) telle que gSU(f)g~! = SU(r,s).

(3.14.17) Exercice. (i) Montrer que le groupe G = SO(n) agit naturellement sur la sphére S"~! = {z €
R" | ||lz|| = 1} de telle fagon que 'orbite (resp., le stabilisateur) d’un point est égale a S"~! (resp., a
SO(n —1)). En déduire que

dim(SO(n)) =dim(SO(n—1))+ (n—1)=n—-1)+---+2+1=n(n—-1)/2.
(ii) De méme pour U(n) agissant sur S?"~1 ={z € C" | ||z||> = |z1> + - - - + |2a|*> = 1}; dans ce cas, on a
dim(U(n)) =dim(U(n - 1))+ (2n—1) = (2n— 1) +--- + 3+ 1 =n?
(3.14.18) Exercice. (i) Montrer : siU € O(n) = O,(R) (n>1) et (U—1)2=0, alors U = I.
(ii) Montrer : si X € 03(C) = Lie(O3(C)) et X? =0, alors X = 0.

(iii) Montrer : si U € O3(C) et (U —1)?> =0, alors U = I.
iv) Déterminer I’ensemble de matrices

{X €03(C) | X3 =0} c M3(C).

(v) Yat-ilU € O3(C), U # I, telle que I'on ait (U —1)3=0 7

3.15 Isométries affines

(3.15.1) Définition. Un espace affine euclidien est un espace affine réel X dont I’espace de directions
X est un espace euclidien. La distance de deux points z,y € X est d(z,y) = |TJ||. Une isométrie de X
est une application f : X — X telle que

(Vo,y e X)  d(f(2), f(y)) = d(z,y).

(3.15.2) Proposition. Soit X un espace affine euclidien. Une application f : X — X est une isométrie
de X < f est affine et f € O(X).

Preuve. Si f est affine et fe O(X), alors on a

_ —

d(f (@), f(y)) = 1f @) f)ll = If @I = [|Zg] = d(z,y),

pour tous z,y € X. Réciproquement, soit f : X — X une isométrie. On fixe une origine zy € X; la
translation t(@) par n’importe quel vecteur @ € X étant une isométrie, la composée g = t(f(zo)xg) o f :
X — X est une isométrie qui fixe xg. On identifie X a X a laide de zp; on considére donc g comme une
application g : X — X qui vérifie g(@) =0et

d(g(),9))* = llg(y) — 9(@)I> = (9(w) | 9)) + (9(z) | g(x)) — 2(g(y) | g(x)) =
=d(z,y)’ =z -yl = |y) + (| z) -2y | =),

pour tous z,y € X. Si I'on prend y = 0, on obtient (g(x) | g(z)) = (z | z) (et de méme pour y), d’ot

Ve,ye X (g(y) | 9(x) = (y | 2),

ce qui entraine que 'application g est linéaire et appartient a O()?) (d’apres 3.4.3.4).
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(3.15.3) 1l résulte de 3.15.2 que les isométries de X s’écrivent dans les coordonnées cartésiennes associées
a n’importe quel choix d’origine zg € X et n’importe quel choix de base orthonormée de X de la fagon
suivante :

flx)=Az+a (A€ O(n),u e R").

On sait, d’apres 3.10.24, que le vecteur a € R™ admet une unique décomposition

a=(I—-Ab+ec, (I—A)c=0, b,ce R"

(c € R™ est unique, mais b ne l’est pas, en général). Ceci entraine que 1'on a

f@y=Az+ (I —-Ab+c=A(x—-b)+b+c, fle+b)=Az+b+c, Ac=c.
En particulier, si ’'on remplace les coordonnées cartésiennes x par 2’ = x+b ( <= si 'on remplace lorigine
xo par son translaté par —b), alors Papplication f s’écrit dans les coordonnées a’
f(@') = Ax' + ¢, Ac = c.

On a aussi

f(@)=g(x)+c=g(x+c), g(x)=A(x-b)+b  Fix(g)={r € X |g(x) =12} =0+Ker(l - A).
Voici une version abstraite du méme calcul.

(3.15.4) Proposition. Soit f : X — X une isométrie affine d’un espace affine euclidien. Alors il existe
une unique décomposition f = t(¢)og = got(c), ot g: X — X est une isométrie affine dont I’ensemble de
points fixes Fix(g) = {z € X | g(z) = z} est non vide et & € Fix(g) = Ker(7 — id) = Ker(f — id) (comme
Fix(g) n’est pas vide, c’est un sous-espace affine de X ).

. \ — e . ’ .o, .
Preuve. Soit xy € X. D’apres 3.10.24, le vecteur o f(xo) € X admet une unique décomposition

_— — =

zof(zo) =+ (b— f(b),  fl&)=¢

On pose 1 = x¢ + b; comme

c X.

S

f(a1) = f(wo) + f(b) =z0+E+b— f(b) + f(b) =m0+ E+b=m1 +¢,
lisométrie g := ¢(—¢) o f vérifie g(x1) = x1. Il en résulte que g(x) = ¢ <= §(T12) = 714, donc Fix(g)
est un sous-espace affine de X de direction PT(QS = Ker(§ — id) = Ker(f — id). On a aussi f o t(—&)(z) =
flx—23) = f(z) = f(©) = flz) —E=t(—T) o f(z), don f =1t(&)og = got(é). L'unicité résulte de 3.10.24.
(3.15.5) Exemple (dim(X)=2) : Soit f: X — X une isométrie affine d’un plan affine euclidien.
(i) Si f=1id, alors f = t(¢) est une translation, g = id et Fix(g) = X.
(if) Si fe O+()?) est une rotation (f;ﬁ id), alors Ker(f— id) =0, =0 et f = g admet un unique point
fixe P (f est une rotation autour de P).
(ili) Si f € O~ (X) est une réflexion, alors f = £(é) 0 g = g o t(Z), olt g est une réflexion affine par rapport
A une droite affine d C X de direction d = Ker(f— id), et ¢ € d est parallele a d. On dit que f est une
symétrie glissée.
(3.15.6) Exercice. Classifier les isométries affines en dimension 3.

(3.15.7) Exercice. Soient

1 -2 -2 1

!
=g |2 1 2|, a=|2
—2 -2 1 3



(i) Montrer que I'application x — Az (x € R3) est une isométrie de R® (ot R? est muni du produit scalaire
usuel).

(i) Déterminer les sous-espaces Ei = {z € R?® | Az = +z}.

(iii) Décrire géometriquement I'isométrie x — Az (v € R?).

(iv) Ecrire I'isométrie affine f(z) = Az +a (z € R3) comme f = got(b) = t(b) o g, ot g est une isométrie
affine dont I’ensemble de points fixes Fix(g) = {z € R? | g(x) = 2} n’est pas vide, et t(b) est la translation
par un vecteur b € R? qui est faiblement paralléle a Fix(g).

(v) Décrire géometriquement I'isométrie affine g.

(3.15.8) Exercice. On considére R?® muni du produit scalaire usuel. Soient

-1 1 1 5/3 1 1
P=|1|, R=|-1|, Ps=| 1|, Qq=|-2/3], Q=]|0|, Q=12
1 1 -1 1/3 3 1

(i) Déterminer toutes les isométries affines f(z) = Az +a de R (ot A € O(3) et a € R3) telles que
Vji=1,2,3 f(P;) =P

(ii) Déterminer toutes les isométries affines g(x) = Bx + b de R® (ou B € O(3) et b € R?) telles que
v] = 1a2a3 g(P]) = Qj'

(iii) Si B € SO(3), alors on a g = hot =toh, ot h est une rotation d’angle 3 autour une droite affine d et
t est une translation par un vecteur @ paralléle & d; déterminer d, cos(f3) et .

(iv) Siz — Bux est une réflexion, alors on a g = h' ot’ =t o b/, ott I/ est une réflexion par rapport a un
hyperplan affine H' et t' est une translation par un vecteur @' paralléle & H'; déterminer H' et ¢’ .

(3.15.9) Exercice. Soit n > 2 un entier.
(i) Déterminer I'image de I'application exponentielle exp : o(n) — O(n).
(i) Soit

A a

an{mHAx+a|A€O(n),a€R"}:{(
0 1

) ‘ A€On),ac R"} C GLnyi (R)

(x € R™) le groupe des isométries affines de R™. On sait que 'on a

B b
Lie(G,) = {(O 0) ’B €o(n), be R”} C M,41(R).

Déterminer I'image de ’application exponentielle exp : Lie(G,,) — G,,.
(ili) Pour n = 2 et 3, décrire géométriquement les orbites des sous-groupes a un parameétre de G,, agissant
sur R", a savoir les ensembles

{(e")(2) |t € R},
ot X € Lie(G,), x € R" et ot I'on a noté

A a
( )(z)Aera.
0 1
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