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4. Algeébre multilinéaire

Convention: Les espaces vectoriels seront toujours sur un corps K fixé. Dans ce chapitre on autorise des
espaces de dimension quelconque (méme infinie).

4.1 Produit tensoriel

(4.1.1) Définition. Soient U,V et W des espaces vectoriels. Une application f : V x W — U est dite
bilinéaire si on a:

pour tout v € V, I'application  f(v,-): W — U, ww f(v,w) est lindaire;

pour tout w € W, lapplication  f(-,w):V — U, v f(v,w) est linéaire.

(4.1.2) Exemples: (i) U = K, f une forme bilinéaire.

(i) K=R, U=V =W =R3, f(v,w) =vAw (le produit vectoriel).

(iii) Sif:V — K et g: W — U sont des applications linéaires, alors leurs ”produit” f(v,w) = £(v)g(w)
est une application bilinéaire f: V x W — U.

(4.1.3) Théoréme. Pour tout couple V,W d’espaces vectoriels il existe une application bilinéaire uni-

verselle
P VXW —VeW (=VegW)

(v,w) — VR w,

c’est-a~dire que, pour toute application bilinéaire f : V xW — U, il existe une unique application linéaire
f: VW — U vérifiant f = foi, ie. f(v,w)=fv@w) VveV,YweW).

VxW—>Ve

G

)
U

(4.1.4) On peut aussi exprimer la propriété universelle du produit tensoriel V'@ W de la maniére suivante:
pour tout espace vectoriel U, I’application

{f:Ve@W — U linéaire} — {f : V x W — U bilinéaire}, ffoi
est bijective (i.e. I'espace V @ W "classifie” les applications bilinéaires f: V x W — U).
(4.1.5) (i) La bilinéarité de I’application i équivaut a
v (w+w)=vw+veuw

w+r)w=vw+1 @w
MWRw=v\w = Av®w)
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(pour tous v,v' € V, w,w’ € W, X € K).

(ii) Tout élément de V @ W s’écrit v1 @ wy + -+ +v, @ wy, (n >0, v; € V, w; € W); voir 4.1.6(i) ci-dessous.
(ili) L’universalité de i signifie que toutes les relations linéaires valables dans V' @ W se déduisent des
relations 4.1.5(3).

(4.1.6) On admet d’abord que le produit tensoriel V @ W qui vérifie la propriété universelle 4.1.3-4 existe.
(i) V ® W est engendré par I'image de i, i.e. par les produits v®@w (v €V, w e W).

Preuve. Soit Z = {vi @ wy + -+ + v, @wy, | n >0, v; € V, w; € W} le sous-espace de V @ W engendré par
I'image ded. Si Z # VW, alors il existe deux applications linéaires distinctes f1, f5 : VoW — (VoW)/Z
(a savoir f; =0 et fo = la projection canonique) vérifiant f, oi = f, 04 =0, ce qui contredit 4.1.4.

(ii) Unicité du produit tensoriel: Sii : V x W — V ® W est une autre application qui satisfait &
la propriété universelle 4.1.3-4, alors il existe des applications linéaires (uniques) j: V@ W — V @ W et
J VW — VW vérifiant joi =14 et j ot =4i,ie. jv@w)=v@ wet j (v w)=v@w. La
linéarité entraine

n n n n
j<zvi®wi>_zvi®/wia J (Zvi@)/wi)_zvz’@wi (v; €V, w; € W).
im1 im1 i1 )

En utilisant (i), on déduit que les applications j et j' sont bijectives, inverses 'une de autre.

(iii) Un cas particulier: Il est facile de voir que le produit K x W — W, (A\,w) — Aw satisfait & la
propriété universelle; il résulte de (ii) que application j : A@w +— Aw définit un isomorphisme K@W — W
(de méme, le produit (v, \) — Av donne lieu & I'isomorphisme V @ K — V).

(iv) Fonctorialité: Soient f:V — V' et g: W — W’ des applications linéaires.

i

VxW VeWw
lf\ .
. \
VIXW ——=V' oW

L’application

h=io(fxg):VxW —V @W, (v,w) — f(v) @ g(w)

étant bilinéaire, il existe une unique application linéaire

h: VoW —V oW

vérifiant

(v @ w) = f(v) ® g(w) <=> E(Z v @ w;) = Z flvi) @ g(wi)) ;
on le note f ® g := h.

(v) Siles vecteurs vy,...,v, € V (resp. wi,...,w, € W) sont linéairement indépendants dans V (resp.
dans W), alors les produits tensoriels v; @ w; (1 <i <m, 1 < j < n) sont linéairement indépendants dans
VeoWw.

Preuve. On suppose qu’on a

Z/\Z‘j’Uz‘@wj:O ()\WEK)
,J
On fixe a € {1,...,m}. Il existe une forme linéaire ¢ : V. — K vérifiant £(v;) = s (= 1sii = «, resp. =0

si i # «). L’application



f:VXW—W, fv,w) =~L(v)w

est bilinéaire, donc il existe une (unique) application linéaire f: V@ W — W telle que l'on ait f(v @ w) =
L)w (v eV, weW). Légalité

montre que 'on a A\n; = 0 pour tout j; comme « était arbitraire, on obtient que tous les coeflicients A;; = 0
s’annulent.

(vi) Si{va} (resp. {wg}) est une base de V (resp. de W), alors {v, ® wg} est une base de V@ W. En
particulier, un élément t € V @ W s’écrit, de maniére unique, t =y 3 lapla @ Wg, oll la somme est finie
ettog € K.

Preuve. Les éléments v, @ wg engendrent V@ W, d’apres (i) (en utilisant les relations de bilinéarité 4.1.5(1));
ils sont linéairement indépendants, grace a (v).

(vii) On adim(V @ W) = dim(V)dim(W), Vo (WaeW')=VeoW)e (VeoW), VeV)eW =
VoW e (V' eaW).

Preuve. Ceci est une conséquence de (vi).
Preuve de 4.1.3 (esquisse). On utilise la construction suivante: pour tout ensemble S, il existe un espace
vectoriel K5) dont la base est en bijection avec S. Par exemple, on peut définir
K) = {les applications o : S — K dont le support supp(a) est fini}
(on supp(a) = {s € S| a(s) # 0}). En effet, les éléments

es: S — K, 3’»—>{ (se€s)
0, s'# s

forment une base de K (%), puisqu’on a, pour tout o € K5,
o= Z a(s)es = Za(s) €s.
sesupp(a) ses

L’espace K (%) classifie les applications S — U vers des espaces vectoriels, au sens suivant: pour tout espace
vectoriel U, la correspondance

{applications f : S — U} —> {applications linéaires F : K(*) — U/}

f e~ (F : Za(s) es Za(s)f(s))

S

est bijective. Si I'on applique cette construction & I'ensemble S = V x W, on obtient I'espace vectoriel
X = KVXW) qui classifie les applications f : V x W — U. Une telle application est bilinéaire <=
F: X — U vérifie

F (et w) = €ww) — €wraw)) = f0+ 0, w) = fv,w) = f(v',w) =0,
F (e(uwtw) — €ow) — €ww)) = fo,w+w) = f(v,w) = f(v,w') =0,
F (e(Avyw) - )\e(v,w)) = f(Av,w) — Af(v,w) =0,

F (e(U’Aw) — )\e(v)w)) = f(v, \w) — A\f(v,w) = 0.

Si 'on note Y C X le sous-espace vectoriel engendré par les éléments

3



E(v+v’,w) — E(v,w) — (v ,w)> E(v,wtw’) — E(v,w) — E(v,w’); E(Av,w) — A €(v,w)» €(v, \w) — A €(v,w)
(v,v' €V, w,w’ € W, X € K), il en résulte que I'espace V@ W := X/Y et application

1 VxW—VeW=X/Y, (v,w) — v @ w :=1'image de e, .
satisfont a la propriété universelle 4.1.3-4.

(4.1.7) Définition. Soient U, Vi,...,V, (n > 2) des espaces vectoriels. Une application f : Vi x---xV, —
U est dite n-linéaire si, pour tout i € {1,...,n} et tout v € V;, 'application

Vix- - xViq X‘/i+l XX Vg —>Ua (U17~-~)'Ui—1avi+17~-~7vn) '_)f(vla"'avi—l7v7vi+1;-~-avn)

est (n — 1)-linéaire.

(4.1.8) Théoréme. Soient U,V1,...,V, (n > 2) des espaces vectoriels. On définit

MNe -V, ::Vl®(‘/2®"'®(anl®vn)"')7 U1®"'®vn::/UI®(’02®"'®(vn71®vn)"')
1 VixeooxV, —Vi® -V, (V1,0 Un) P V1 Q- Uy (v; € V;).

L’application i satisfait a la propriété universelle suivante: toute application n-linéaire f : Vi x---xV,, — U
il existe une unique application linéaire f : V1 ® --- ® V,, — U vérifiant f = foi, ie. f(vi,...,v,) =

f(?)l ®®”Un) (’Ui S ‘/2)
Vi xVy,——>V® 0V,

\

i
\
U
Preuve. Récurrence (exercice).
(4.1.9) Le produit tensoriel de Vi, ..., V,, (dans cet ordre) avec une autre distribution de parentheses satisfait
& la méme propriété universelle. L’argument de 4.1.6(ii) montre que les deux produits sont canoniquement
isomorphes; par exemple, 'application (v; ®vs) ® (v3Qv4) — ((v1 ®@v2) ®v3) ®vy identifie (V1 @V2)® (V3@ V)
a (V1 ®V,) ®V3) ® V4. On peut donc supprimer les parentheses, ce qui justifie la notation de 4.1.8.
(4.1.10) Proposition. Soient Vi,...,V, (n > 1) des espaces vectoriels. Si {eﬁff}aieh (i=1,...,n) est
une base de V;, alors {e&ll) Q@ et(l?}(ozl,m.,ozn)ehx-~xln est une base de V1 ® - - - ® V,,.

Preuve. Récurrence.

(4.1.11) Fonctorialité. Soient f;:V; — V/ (i =1,...,n) des application linéaires.

Vi xV,— >V, @ -0V,

‘/fl X\\ %ﬁ:f1®---®fn
y v

Vix-xV,i——=V/® -V,

L’application

h:ilo(fl X X fn) : Vl X X Vn —7V1I®®Vr;v (017"‘70%)’_)fl(vl)®"'®fn(vn)
est n-linéaire, donc il existe une unique application linéaire
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hVi@ -V, — Ve eV
vérifiant

o1 ® -+ ®@vy) = fi(v1) ® -+ @ fn(vn);

onlanote fi® - ® fn:=h.
(4.1.12) Exemple: Soient V un espace vectoriel de dimension dim(V') = 2et f,g: V — V des applications

a b A B
linéaires. On fixe une base e1,es de V' et on note ( ) resp. ( ) la matrice de f resp. de g dans
c d C D
la base {e;}. On a
fle1) = aey + cea, f(e2) = beq + dea, gler) = Aey + Cey, g(e2) = Bey + Dey,

d’olt

(f®g)le1 ®er) = (aer + ce2) @ (Aey + Ces) =adAeg ®e; +aCe; Qes+ cAes ®ep +cCes R ey
(f®g)(e1 ®eqz) = (aey + cea) ® (Bey + Dey) =aBey ®e; +aDey ®es +cBea®ep +cDes ® ey
(f®g)(ea®er) = (bey + dez) ® (Aey + Cez) =bAe; @e; +bCe; Qex+dAez @er +dCex @ ey
(f®g)(e2 ®ez) = (bey +des) @ (Bey + Des) =bBey ® e; +bDey ® ea +dBes ® e; +dD ey ® ea,

ce qui signifie que la matrice de f @ g: V®V — V ® V dans la base e; ® e1,e1 ® e3,e2 @ €1, ® es de

V ®V est égale a
aA aB bA bB A B A B
aC aD bC bD “(C D) b<c D)
cA cB dA dB | C<A B) d<A B)_
¢C ¢D dC dD ¢ D ¢ D
(4.1.13) Complexification d’un espace vectoriel réel. Soit V' un R-espace vectoriel; on définit

W :=CerV.

A priori, W est un R-espace vectoriel; si {e,} est une R-base de V, {1 ® e,, i ® e, } est une R-base de W.
On peut munir W d’une structure naturelle de C-espace vectoriel:

CxV—>CorV

pour tout A € C, 'application

my:CxV —CerYV, (1, 0) = (Ap) @ v

est R-bilinéaire, donc il existe une unique application R-linéaire my : C g V — C ®gr V vérifiant
my ®1=my, i.e.

M [ D s @us | =D (Aus) ©vg.
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Pour tous w € CQr V et A € C, on définit A - w = M) (w). Comme

(VvreR) m,.=r-id, Mgy = My + My, My = Ty © My,

on obtient bien une structure de C-espace vectoriel sur W = C g V. Les formules

i-(1®ey) =i®eq, i-(i®eq)=(i?)Reqa=(-1)Rey=—-1®eq
entrainent que {1 ® e, } est une C-base de W.

Par exemple, si V = RJt] est I'espace des polyndmes réels, alors W = C ®gr V s’identifie & 1'espace des
polynémes complexes CJ[t].

(4.1.14) Exercice. Soient V,W des espaces vectoriels; on note V* = Hompg (V, K) I'espace dual de V.
L’application

V*x W — Homg (V,W) = {f:V — W | f linéaire}, (Lyw) — (v L(v)w)
est bilinéaire, donc il existe une unique application linéaire ¢ : V* @ g W — Homg (V, W) vérifiant

(ZS(Z&,@U)(]) UHZEQ(U)’WQ (é(, GV*,U)(, GW)

[e3

Montrer que I'application ¢ est injective et que son image est égale a
Im(¢) ={f:V — W | f linéaire, dim(f(V)) < oo}.

En particulier, si dim(W) < oo, alors ¢ : V* @ W — Hompg (V, W) est un isomorphisme.

4.2 Algebre tensorielle d’un espace vectoriel

On fixe un espace vectoriel V.
(4.2.1) Notation. Pour n > 0, on pose

K, n=>0
W)=y =ven.= )" n=t
VeV, n>2.
—_————
n—fois

Sieq (o € I) est une base de V, alors eq, @ -+ - ® €4, (o; € I) est une base de ™V
(4.2.2) Exemples: (i) dim(V)=1:siV =Kz, alorsona @"V=Kzr® - - ®@z.
(i) dim(V) = 2: si 2,y est une base de V, alors 2 ®z, 1 ®y, y @z, y @y est une base de @2V et

rTRTRX, TRTRY, TRy, yRre, TRYRY, YyRrRyY, YRy, yRYyY

est une base de ®3V. Pour simplifier la notation, on écrit souvent les éléments de cette base comme des
”monomes non-commutatifs”

LTxT, Txy, Yz, yrzx, LYy, yry, yyx, Yyy.
(4.2.3) Le produit

(V)@ T™(V) — T™(V)
(U1®"'®U7n)®(vl®"'®vn) = U R QU QU R R Uy,

est associatif (voir 4.1.9 ci-dessus), mais il n’est pas commutatif (sauf si dim(V) <1 ou mn = 0).
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(4.2.4) Définition. L’algébre tensorielle de V est I'anneau
o0
T(V)=a'V:i=@T"(V) = {t = (to,t1,...) [ tn € T*(V), 3n(t)) (¥n > n(t)) t, =0}

(on écrit aussi t =3 -,t, (la somme étant finie) au lieu de t = (to,t1,...)). Plus précisement, T(V) est
une K-algébre N-graduée (v01r 4.2.6 ci-dessous).

(4.2.5) Exemple: Si dim(V) =1,V = Kz, on a T"(V) = Ka" et 2™ ® 2" = 2™*"; anneau T(V)
s’identifie alors & I’anneau de polynémes K|z].

(4.2.6) Définition. Une K-algébre N-graduée est un anneau A tel que

(i) K est un sous-anneau de A.

(i) KCZ(A),ie. VAeK)NVzxeA) Ix=zl\

(i) A=®2,A, comme espace vectoriel (on dit qu'un élément x € A,, est homogéne de degré n).

(IV) K C Ayp.

(v) (VYm,n>0) A, A, C Amin (<= (VxeA,)Vye A, zycAmnin)

(4.2.7) Exemples: (i) L’anneau de polynémes A = K[X,..., X4],

n={ D caX{X§1|ca € K}

a1+ ag=n

(ii) L’algebre tensorielle A = T'(V), A, = T"(V). Moralement, les éléments de T'(V') sont des ”polynémes
non-commutatifs” (cf. 4.2.2(ii)).

(iii) L’algebre T'(V') consiste en les ”tenseurs covariants”; il est utile de travailler aussi avec des ”tenseurs
contravariants” ¢’ € T'(V*) et, plus généralement, avec des éléments de 1'algebre N x N-graduée

T(V) @ T(V*) = é (V) @ T (V).
m,n=0

(4.2.8) Si A est une K-algebre N-graduée, alors le produit

Am X An I Am+na ($7y) = Y

est bilinéaire; il est donc induit par une unique gpplication linéaire A,, ® A,, — A4, vérifiant

Zxa X Yo — Zxaya (Ia € Ama Ya € An)-
« «

4.3 Tenseurs symétriques et antisymétriques

On fixe un espace vectoriel V.

(4.3.1) Exemple: L’application

o VeV—VaV, URU— v R U,

qui échange les deux facteurs, est un isomorphisme. Un élément ¢ € V ® V est dit symétrique (resp.
antisymétrique) si on a o(t) =t (resp. o(t) = —t). Par exemple, les tenseurs u @ u et ©u ® v + v ® u sont
symétriques, alors que u ® v — v ® u est antisymétrique (pour tous u,v € V).

(4.3.2) Groupe symétrique S,, (rappel). Une permutation de {1,...,n} (n > 1) est une application
bijective o : {1,...,n} — {1,...,n}. Les permutations de {1,...,n} forment un groupe S,, avec 'opération
oT = o oT, cest-a-dire (o7)(¢) = o(7(7)). L’ordre du groupe S, est égal & nl. On écrit un élément o € S,
soit sous la forme



1 2 ... n
o) o(2) - oln))
soit comme un produit de cycles (= orbites sous l'action de o). Par exemple, I’élément

1 2 3 4 5 6
4 5 3 6 2 1

1—4—6—1, 252, 33,

est le produit des cycles

donc

o = (146)(25)(3).

Une transposition est une permutation qui échange deux éléments i # j, par exemple (14)(2)(3)(5)(6) € S.

On associe & chaque permutation o € S,, la signature sgn(o) € {£1}. L’application sgn : S, — {£1} est
caractérisée par les propriétés suivantes:

sgn(oT) = sgn(o) sgn(r), sgn(transposition) = —1.

(4.3.3) Action du groupe symétrique S, sur 77(V). Soit n > 1. Pour toute permutation o € S,
I’application

he : VX XxXV—0V® --QV, ('Ul,...,'Un)'—>UU(1)®~'~®UU(H)

est n-linéaire,

VXXV —sVg -V
\ _
heo
\
Ve -V,

donc il existe une unique application linéaire

ho‘ . ®’I’LV g ®nV
vérifiant

hU(U1 ® "'®'Un) = Vg (1) Q- ®v0(n).

Pour tout tenseur ¢ € ®"V, on écrit t * o au lieu de h,(t). Cette construction définit une action de S, a
droite sur ®"V: on a

(Vo,7 € Sp) (Vt € @™V) (txo)xT=tx*(oT).
On peut aussi définir une action de S,, & gauche: si on pose o xt :=t* o1, alors on a o (T *t) = (o7) * t.

(4.3.4) Définition. Un tenseur t € "V est dit symétrique (resp. antisymétrique) si on a, pour tout
o €S, txo=1t (resp. t*xo =sgn(o)t).

(4.3.5) Exemples: (i) Pour tout v € V| le tenseur v ® - - - ® v € @™V est symétrique.
(i) dim(V) = 2: si x,y est une base de V, alors les tenseurs 2 =2 @z, 1y = 2Ry, yr =y, Y> =y Ry
forment une base de ®@2?V. Les éléments x2, zy+yx, y? sont symétriques, alors que xy—yx est antisymétrique.
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Dans ®3V, les éléments 3, 2%y + zyx + ya?, vy? + yoy + y2x, y® sont symétriques. Si car(K) # 2,3, il n’y
a aucun élément antisymétrique non nul dans @3V (voir 4.4.13 et 4.4.15 ci-dessous).

(iii) Sicar(K) =2, alors —1 = 1 dans K, ce qui signifie qu'un tenseur ¢t € @™V est symétrique <= il est
antisymétrique.

(iv) Sicar(K) # 2, alors il n’y a aucun tenseur non nul ¢t € "V (n > 2) qui soit simultanément symétrique
et antisymétrique.

3. ymétrisation, antisymétrisation. n suppose que car n!l. On définit 'opérateur
4.3.6) Symétrisati ti Strisati (0] K . On définit Popérat
”symétrisation” s: @™V — @™V (resp. ”antisymétrisation” a : @V — ®"V) par les formules

1 1
s(t) :== ] E t*o, a(t) :== ] E sgn(o)t*o (te®"V).
T oE€Sn T oES,

(4.3.6.1) Par exemple, si n =2 (et car(K) # 2), on a
1 1
S(U®U):§(U®U+v®u), a(u®v):§(u®v—v®u).

(4.3.6.2) Pour tout t € "V, le tenseur s(t) (resp. a(t)) est symétrique (resp. antisymétrique).
(4.3.6.3) Sit e ®"V est symétrique (resp. antisymétrique), alors on a s(t) =t (resp. a(t) = ¢).
(4.3.6.4) 1l résulte de 4.3.6.2-3 que l'on a

s(®"V) = {t € ®"V | t symétrique}
a(®"V) = {t € "V | t antisymétrique}.

(4.3.7) Exemple (n =2): Sicar(K) # 2, alors tout tenseur t € V ®V s’écrit t = s(t) +a(t), ce qui définit
une décomposition

VeV=sVaV)adaV V)
(la somme est directe; voir 4.3.5(iv)). Sieq,...,eq est une base de V (ou d = dim(V') < 00), alors les tenseurs
1
s(ei®ej):§(ei®€j+€j®€i) (1<i<j<d)

forment une base de s(V ® V) et les tenseurs

1
a(e¢®ej):§(ei®ejfej®ei) (I1<i<yj<d)

forment une base de a(V ® V). En particulier, on a

dim(s(VeV))=1+2+---+d=d(d+1)/2, dim(a(VeV))=1+24---+(d-1)=d(d—-1)/2.

(4.3.8) Sin >3, car(K){n! et dim(V) > 1, alors on a s(@"V) @ a(®™"V) C @"V.

(4.3.9) Sicar(K)tnletsif:V — W est une application linéaire, alors les opérateurs s, a commutent
avec I'application

®nf:®nv_>®nv[/’ ’U1®"'®’UnHf(vl)®"'®f(vn>7
donc ®" f induit des applications
s(@"f) : s(@"V) — s(@"W),  a(®@"f) 1 a(@"V) — a(@"W).

(4.3.10) Exemple: On suppose que dim(V) = 2, n = 2, car(K) # 2. Fixons une base z,y de V;
Papplication f:V — V g’écrit alors



a b
f(z) = ax + cy, f(y) = bx + dy, la matrice de f = < > .
c d
Les éléments 22 = z @z, (zy + y1)/2 = (x @y +y @ x)/2 et y? = y ® y forment une base de s(V ®@ V);
Pélément (zy —yx)/2 = (x @ y — y ® )/2 est une base de a(V ® V). On calcule laction de a(f ® f) et
s(f® [f):

aff): Ty —yr (azx + cy)(bx + dy) — (bz + dy)(azx + cy) — (ad — be) Ty —yx
2 2 2
:1:2»—>(am+cy)(ax+cy):a2x2+2acw+02y2
b d b d
s(fef): Ty tyr | (az + cy)(bz + dy) + (bx + dy)(az + cy) :abx2+2(ad+bc)w+cdy2

2 2

Y2 s (b + dy) (b + dy) = b2 + 2bd w

+ d2y2

Les matrices respectives de a(f ® f) et s(f ® f) sont donc égales a

a? ab b?
(ad —be) 2ac  2(ad + bc) 2bd
c? cd d?

(4.3.11) Plus généralement, si dim(V) = d < oo et car(K) ¢t d!, alors on a

1
a@V) =K -afer® - @ed) = K- 3 sml0)epn @@ = K Y smn(o) eqy @ © o
oESy o€Sy

oil e1,...,eq est une base de V, et a(®7f) agit par multiplication par det(f) (voir 4.4.13 et 4.4.17(iv)
ci-dessous).

4.4 Algebre extérieure, algebre symétrique d’un espace vectoriel

On fixe un espace vectoriel V.
(4.4.1) Rappel. Pour tout n > 1, 'application

VXXV = @, (01, Up) =01 @ @ U

est une application n-linéaire universelle, c’est-a-dire que, pour tout espace vectoriel U, la correspondance

{f:@"V — U | f lindaire} — {f:V x --- x V — U | f n—linbaire}
[ f=Foi [fr,on) = f01 ® - @ )]
est bijective.
(4.4.2) Définition. Soit n > 1. Une application n-lindaire f : V x -+ x V. — U est dite:
symétrique <= (Vo€ S,)(Vv,; €V) F(Wo(1ys 3 Vo(m)) = f(U1,..,00);
antisymétrique <= (Yo € S5,) (Vv; € V) F(Wa(1)s -+ s Ven)) = sgn(o) f(vr,...,v0);
alternée <= [(Fi#j, vi =v;) = f(v1,...,vn) =0].

(4.4.3) Exercice. (i) f est alternée = f est antisymétrique.
(if) Sicar(K) # 2 et si f est antisymétrique = f est alternée.
(iii) f est alternée <= (Vi€ {1,...,n—1})(Vv; € V) flor, ..o 0,0, Vg9, ..., 0n) = 0.

(4.4.4) Exemples: (i) Sidim(V) =d < oo, fixons une base ey,...,eq de V. L’application d-linéaire (non
nulle)
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d
fZVX~~'XV*>K, f(vl,...,vd):det((vij)lgingd), vj:Zvijei

i=1

est alternée.

(ii) Si car(K) {n!, alors application soi:V x -+« xV — s(®"V) (resp. aoi: V x -+ xV — a(®"V))
est symétrique (resp. alternée).

(4.4.5) But: On aimerait définir une application n-linéaire symétrique universelle

Vx o x V@'V — 5"V
et une application n-linéaire alternée universelle
VX x V=@ Vo —s AV

(4.4.6) Le cas symétrique. Soient f et f comme en 4.4.1. Le groupe symétrique S,, est engendré par les
transpositions i «—— i+ 1 (i =1,...,n — 1), ce qui entraine que application f est symétrique <

Mie{l,...,n—1})(Vv; € V) Flor, o v, Vg1, ooy n) — F01, 00 01,V ey Up) =0 <=

— (Vie{l,...,n—1})(Vv; €V) Fn1®@ - ®@vi—1 @ (V; @Vig1 —Vit1 QV;) @Vi42 Q- Quy,) =0 <=
<~ ?(In>:07

ou 'on a noté

I,=vect{a®@ (u@v—-—v@u)@blu,veV, a,beT(V)}NR"V.

(4.4.7) Le cas alterné. D’apres 4.4.3(iii), Iapplication f est alternée <=

(Vie{l,...,n—1}) (Vv € V) f1 @ @v_ 100,00 QV42® - Quv,) =0 <= f(J,) =0,

ou 'on a noté

Jp=vect{a®@ (v®v)®b|lveV,a,be T(V)}NQ"V.
(4.4.8) Théoreme-Définition. On définit

SV = (@"V)/I,, SV)=s"V

(S°(V)=K,SY(V)=V).
(i) (Vm,n >0) I, "V C Lnyn, "V &1, C ILyin, donc le produit @™V @ @™V — ™"V induit
un produit associatif

SV @ 8"V —s STV, TR Y 1Y,

qui est aussi commutatif. Ceci signifie que S(V) est une K-algébre N-gradude commutative; on I'appelle
I’algébre symétrique de V' [on verra que S(V') est une algébre de polynémes; voir 4.4.12 ci-dessous].
(ii) Pour toute application n-linéaire symétrique f :V x --- x V — U il existe une unique application

linéaire f': S™V — U vérifiant f(v1,...,v,) = f/(v1--vp).
VX xV-tsgnV SV
S
A
U



Preuve. (i) Les inclusions I;, ® @™V C Iy yn €t @™V ® I, C Ijpip sont immédiates. Pour démontrer que le
produit zy dans S(V') est commutatif, il suffit de remarquer que l'on a
(Vu,v € V) UV —v@u€El, = uv—vu=0¢cS*V)

(ou que l'application V' x V-V eV — S2(V) est symétrique).
(ii) Ceci est une conséquence de 4.4.1 et 4.4.6.

(4.4.9) Théoreéme-Définition. On définit
A"V = (@"V) /T, AV)=EPA"V
n=0

(AN°(V)=K,AY(V)=V).
(i) (Vm,n > 0) Im @ @™V C Jman, @™V & Ju C Jmin, donc le produit @™V @ @V — @minY
induit un produit associatif

A"V @ A"V — ATV, TRYy— Ay,
qui vérifie
(Vxz € A™(V)) (Vy € A™(V)) yAz=(=1)""zAy.

Il en résulte que A(V') est une K-algebre N-graduée; on 'appelle I’algébre extérieure de V. On appelle
un élément x € A" (V) un n-vecteur. On dit que x est décomposable siz =vi A--- Av, (v; €V).

(ii) Pour toute application n-linéaire alternée f : V x --- x V. — U il existe une unique application
linéaire f': A"V — U vérifiant f(v1,...,v,) = f'(v1 A+ Awy).

Vx...xV "V AV

YA

U

Preuve. (i) Les inclusions J,,, ® @™V C Jpqn et @™V ® J,, C Jy4n sont immédiates. L’application
V x V-5V @V — A2V étant alternée (= antisymétrique), on a

(Vu,v € V) uAv=—vAu,

ce qui entraine

(Vug, vy € V) ULA AU AV A Avy = (1)1 Ao AU Aug A A Uy,

(ii) Ceci est une conséquence de 4.4.1 et 4.4.7.

(4.4.10) Fonctorialité. Si g:V — W est une application linéaire, alors I'image de I, C Q™V (resp.
Jn C @™V par 'application ®"g : @™V — "W est contenue dans le sous-espace correspondant de @"W.
Il en résulte que ®™g induit des applications linéaires

S™(f): SV — S"W, A*(f) : A™M(V) — A™(W).
(4.4.11) Reformulation algébrique. (i) Un idéal bilatére d’un anneau A est un sous-groupe abélien
I C (A,+) du groupe additif de A qui vérifie AT CTet IACIT (< (MacA)(Vicl) aicl, iacl).
(ii) On définit, pour z,y € A,
x=y (modl) < x—yel.

Ceci est une relation d’équivalence qui conserve les opérations dans A: on a, pour tous z,y,x’,y’ € A,
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x =2 (modl) . x+y=a"+y (modl)

y=1vy (modI) zy =2’y (modI)
(par exemple, on a vy — 2’y = (x — 2 )y +2'(y—y) e A+ AT C I+ 1=1).
(iii) On définit ’anneau quotient A/l (= une généralisation de Z/nZ) comme l'ensemble des classes
d’équivalence A/ =, muni des opérations T+ 7 =z + y et Ty = Ty, ol on I'a noté T I'image de x € A dans
A/l
(iv) Si¢: A — B est un homomorphisme d’anneaux, alors le noyau Ker(¢) = {a € A | ¢(a) = 0} est un
idéal bilatere de A et I'application @ +— ¢(a) induit un isomorphisme d’anneaux A/Ker(¢) — Im(¢).
(v) Si S C A est un sous-ensemble, alors le plus petit idéal bilatere I de A contenant S est égal au sous-
groupe abélien de (A, +) engendré par les produits asa’, olt a,a’ € A et s € S. On dit que I est I’idéal
bilatére engendré par S.
(vi) Si A =@ A, est une K-algebre N-graduée, un idéal bilatere I C A et dit gradué si

(VaczZmnGI,mneAn) T, € 1.

n=0

Si c’est le cas, alors on a I = &2 1, ou [,, = I N A, et Panneau quotient

AJT = é An/I,
n=0

est N-gradué (si K NI = {0}, alors A/I est une K-algebre N-graduée).

(vii) Exemple clef: Si A = T(V), soit I (resp. J) idéal bilatere de T'(V) engendré par l’ensemble
{u®@v—-—v®u|u,v €V} (resp. par {v®@wv | v € V}). D’apres (v), les sous-espaces I, J, C @™V = A,, sont
égaux & I, = INA, et J, =JNA,. Il est facile de voir que les idéaux I et J sont gradués au sens de (vi).
Il en résulte que 'on a

S(V)=T(V)/I, AV)y=T(V)/J.

(4.4.12) Proposition (Algebre symétrique = algébre de polynémes). Si dim(V) = d < oo, fixons
une base ey, ...,eq de V. L’application

d d
¢:T(V) — K[Xy,..., X4, Z Z Caea1®"'®ean’_>z Z CaXay + Xa,
n>0a1,...,0n=1 n>0 aq,...,an=1

est un homomorphisme surjectif de K -algébres N-graduées dont le noyau est égal a Ker(¢) = I; il en résulte
que ¢ induit un isomorphisme de K-algébres N-graduées T(V)/I = S(V) = K[X1, ..., X4].

Preuve. Par construction, ¢ est un homomorphisme surjectif de K-algebres N-graduées. 1l est facile de voir
que 'on a

Ker(¢) = vect{a ® (ea @ eg —eg®ea) @b |a,beT(V), 1 <a,f<d}=1.
(4.4.13) Proposition. Si car(K) tn!, alors les applications linéaires canoniques
g:8(@"V) = "V — S"V, h:a(@"V)— "V — A"V
sont des isomorphismes.
Preuve. D’apres 4.4.4(ii) et 4.4.8, il existe une unique application linéaire f': S™V — s(®"V) vérifiant
(Vv; € V) fllog-v)=s(v1 @ @),
ce qui entraine que f’ est inverse & g (et de méme pour h).
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(4.4.14) Algebre extérieure: formulaire. Comme

Vx - xV—Q"V— A"V, (V1. ,0p) > VLA Ay

est une application n-linéaire alternée, on a, pour tous u,v,v; € V,

vAv =0, uAv=—vAu, (Vo € Sn) Vo) A AUgm) =sgn(o) vi A--- Avp,
(Fi#j,vi=v;) = niA---Av, =0.

(4.4.15) Théoréme-Définition. Si dim(V) = d < oo, fixons une base ey, ...,eq de V. Si I C {1,...,d},
I={iy<---<iy} (n=1I|), onposeer:=e;;, N---Ne;, €A (V) (sin=0,¢ep=1€ K =AV)).

(i) Pour tout n > 0, les n-vecteurs {ey | I C {1,...,d}, |I| =n} forment une base de A"(V).

(i) (vn>0)  dimA™*(V)=(%).
(iii) (Yn>d)  A™(V)=0.

Preuve. 11 suffit de démontrer (i). Les tenseurs e;, ® - ®¢€;, (1 < iy,...,i, < d) engendrent "V, donc
leurs images e;, A--- Ae; engendrent A”(V); comme
0, (Fk#D i =1
61'1 /\--~/\ein =
:|:€]7 {ilv"'ain}zla |I|:’ﬂ,

les n-vecteurs {ey | I C {1,...,d}, |I| =n} engendrent A”(V'). En particulier, on a dim A™(V) < (i), d’ou
(Yn>d) A™(V)=0.

Pour démontrer que les éléments {e; | |I| = n} sont linéairement indépendants, on peut supposer que
d>mn>1. Si d=n, on vient de démontrer que A%(V) est engendrée par e; A --- A eq. L'exemple 4.4.4(i) et
I'universalité de A%(V) entrainent A4(V) # 0, d’'ott ey A--- Aeg # 0.

Si d > n, on suppose qu’il existe une relation linéaire

> Arer=0€AN(V) (A1 € K). (%)
[I|l=n
On fixe J C {1,...,d} tel que |[J| =d—mn;si I C{l,...,d}, |I| =n, alors on a
+er A Aeg, sil=J°:={1,...,d}—J
erNej=
0, sil#J°.

En multipliant (%) par Ae;, on obtient +A . = 0.

(4.4.16) Exemples: (i) dim(V) = 2: une base de V: eq, ea; une base de A%(V): e; Aea = —ea Ae.

(i) dim(V) = 3: une base de V: e1, €3, e3; une base de A%2(V): e1 A ea, €1 A ez, €2 A eg; une base de A3(V):
(] N €9 AN €3.

(4.4.17) Coordonnées dans A"(V). (i) Sin=2et d =4, les 2-vecteurs {e; Ae; |1 <i < j <4}, ie.

€1 /\627 €1 /\637 €1 /\647 62/\637 62/\647 63/\64,

. . 4 4
forment une base de A%(V'). Soient v1, vy € V des vecteurs; on les écrit v; = D i Vil € et vg = ijl vj2 €5,
i.e.

V11 V12

V21 V22
U s Vg <

V31 V32

V41 V42

Le 2-vecteur décomposé v, A vy est égal a
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v1 N\ vg = V1052 €4 A €; = E + E + E V1052 €4 A €; = E (U“Ujg - 'l}leiQ) e; N\ €; =

ij=1 i<j  i=j  i>j i<j
Uil Vi2
= E e; N ej.
i<j | Uj1 V52
.. o . . d :
(i) En général, si vq,...,v, € V, on écrit v; = > ;_ vije; (j=1,...,n) et on calcule

T =01 N Aoy = (va ei1> ARRRNA (va em) =
i1

in

= E e, N Nej, E sgn(o) Vigyl " Vig(myn = E xrer,
I={i1< - <in} er ogEeS, IC‘{Il‘,;..,d}

ou

rr = Z sgn(0) Vi, )1 Vi yn = det (vig)ier1<ji<n) -
gESy

(iii) En particulier, si n = d = dim(V'), on a A4(V) = Key A -+ Aeq et, pour tous v; € V,

VLA Avg = (det(vij)lgingd) e1 N+ Aeg.
(iv) Si f:V — V est une application linéaire et d = dim(V'), alors I'application A%(f) : A4(V) — A%(V)

est la multiplication par det(f), puisqu’on a, d’apres (iii),

A()ex Ave Aea) = fler) Ao A flea) = (det (F(ei)s)cijeq) € Ao Aea = det(f)er v A

(4.4.18) Variété de Grassmann. On suppose que d = dim(V) < oo; on fixe n € {0,...,d} et on définit

Gr(n, V) ={W C V | W sous — espace vectoriel, dim(W) = n}, Gr(n,d)(K) = Gr(n, K%).

(i) Sin=1,ona Gr(n,V)=P(V), Gr(l,d)(K) =PI (K).
(ii) Si on fixe une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée f : V x V — K, alors l'application

Gr(n,V) =5 Gr(d—n,V), W—Wt
est bijective.
(4.4.19) Proposition-Définition. (i) SiW € Gr(n,V), alors A"(W) C A™(V) est une droite vectorielle.
Elle est engendrée par un n-vecteur décomposable wy A --- A wy, ou wi,...,w, est une base de W.
(ii) La droite A™(W') détermine W; plus précisement,
W={veV|VeeA"(W) zAv=0¢c A" (V)]
(iii) On appelle application injective ainsi définie

p:Gr(n,V) — P(A"(V)) =5 PO)-Y(K)
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le plongement de Pliicker. L’image de p correspond aux n-vecteurs décomposables.

Preuve. (i) Ceci résulte de 4.4.15.

(ii) Soit wy, ..., w, une base de W; A™(W) est engendré par x = wy A--- Aw,. Siv eV, v & W, alors on
peut compléter 'ensemble libre wy, ..., w,,v & une base wy, ..., w,,v,v1,...,V4—n—1 de V. En particulier,
TANUVANVIA AV 1 =W A AWy AVAVI A - AVg_pp1 #0 € Ad(V), ce qui entraine que z Av # 0.
Réciproquement, si v =" hw; € W (\; € K), alorsonaxz Av =73 Nz Aw; =0.

(4.4.20) Coordonnées de Pliicker. Fixons une base ej,...,eq de V. On appelle les coordonnées
homogenes pr (W) de p(W) par rapport a la base {e; | I C {1,...,d}, |I| =n} de A™(V) les coordonnées
de Pliicker de l'espace W € Gr(n,V).

Si on fixe une base wy, ..., w, de W, alors on a (voir 4.4.17(ii))
d
T=w A AWy = Z ey, xr = det ((wij)ier1<j<n) , wj = Zwijeia
| I|=n i=1
d’ou
p1(W) = cxr = ¢ det ((wij)ier1<j<n) (ce K7)

(les coordonnées homogenes ne sont définies qu’a une constante ¢ € K* pres).

(4.4.21) Propriétés de Gr(n,V). (i) On sait que I'espace projectif PV (K) est égal & la réunion des
espaces affines

PY(K)—H; ={(Xo: - Xn) e PY(K) | X; 0} — K~ (i=0,...,N).

De méme, Gr(n, V) est la réunion des sous-ensembles

Gr(n,V); ={W € Gr(n,V) | p1(W) # 0} C Gr(n,V) (Ic{1,...,d}, |I| =n).
En utilisant la notation de la preuve de 4.4.15, on a, pour W € Gr(n, V),

W e Gr(n,V); <= laprojection g; : W — W est bijective.

Il en résulte que chaque élément W € Gr(n, V) s’écrit, de maniére unique, comme le graphe d’une application
linéaire ay : Wy — Wy, ou I° = {1,...,d} — I

V=Wre W, W ={(z,aw(x)) | x € Wr}.

En fait, Gr(n, V) admet une structure naturelle d’espace affine et la bijection

GT(TL, V)[ LHomK(WI,WIo), W = QW

est un isomorphisme d’espaces affines. En particulier, on a

dim Gr(n,V); = dim Homg (Wy, Wyo) = dim(W;) dim(Wjo) = n(d — n)

(ce qui est compatible avec la "dualité” Gr(n,V) — Gr(d —n,V); voir 4.4.18(ii)).

(ii) L’image du plongement de Pliicker p(Gr(n,V)) Cc P(A"(V)) =~ P(;‘D*l(K) est une variété algébrique
projective, c’est-a~dire que p(Gr(n,V)) est défini par un systéme d’équations polynomiales homogenes.
Plus précisement, il existe un systéme d’équations quadratiques (les ”équations de Pliicker”) qui définit
p(Gr(n,V)).

(iii) Voici 'exemple le plus simple: n =2, d = 4, car(K) # 2. Dans ce cas, on a
p:Gr(2,4)(K) — P(A*(K*)) = P5(K), dim(Gr(2,4)(K)) =2-(4—2) = 4.
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L’image de p correspond aux 2-vecteurs décomposables
T =w Nwg = E Tije;Nej =x1a€1 Neg+ -+ Tgge3z N\ ey;
1<i<j<4

comime

O=wi Aws Awi Awg = Nx = 2(.%‘121‘34 — X13%24 + l‘14l‘23) er Neg ANes ey,

I’équation de Pliicker s’écrit

T12%34 — T13T24 + T14T23 = 0.

En fait, un 2-vecteur x € A?(K*) est décomposable <= z Az =0, d’ol

p(GT(2,4)(K)) = {(3312 X131 X14 - X23 L T4 - 3334) S PS(K) | L1234 — L1324 + L1493 = O},

i.e. p(Gr(2,4)) est une quadrique projective (non-singuliere) dans P°.

(4.4.22) Exercice. Y a-t-il un lien entre 1.2.16 et 4.4.217 [Indication: utiliser 1.4.12.]
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