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Exercice 1. Soit k = F,(X), et K :=k[Y]/(Y? — X).

1.

ii.

Montrer que K est un corps et que dimy_o, (K) = p.

Comme vu en cours, K est un k-module libre de base 1,---,Y?~!. De plus, k est un corps,
donc k[Y] est un anneau principal. Pour voir que K est un corps, il suffit donc de montrer
que Y? — X est irréductible dans F),(X)[Y]. Comme k = FracA avec A = Fp[X] un anneau
principal, et comme Y? — X est de contenu 1 dans A[Y], il suffit de montrer que Y? — X
est irréductible dans A[Y] = F,[X, Y], ce qui découle du fait qu'il est de degré 1 en X.

Calculer la k-algebre K ®;, K et en déduire qu’elle n’est pas réduite.

Ona K@pK ~k[Y]/(YP=X)@rk[Y']/(Y?-X) ~ K[Y']/(Y?-X) = K[Y']/(Y'P-YP) =
K[Y'l/(Y' —Y)P. L’élément Y’ —Y du dernier terme est donc nilpotent d’ordre p. 1l
correspond a I'élément ¥ ® 1 —1® Y de K ®; K.

Exercice 2. Soit A un anneau commutatif unitaire et B une A-algebre. Pour tout B-
module M, on note Ders(B, M) := {d € Homu (B, M), ¥b,b' € B, d(bb') = b.dV’ + b'.db}.
Les éléments de Der4(B, M) sont appelés A-dérivations de B a valeurs dans M.

i.

ii.

Montrer que Dery (B, M) est un sous A-module de Homy (B, M) et que, pour tout
morphisme ¢ € Homp(M, M'), T'application d — ¢ o d envoie Ders(B, M) dans
Der4 (B, M').

Vérification de routine.

Supposons ici B = A[X]. Montrer que I'application Ders(B, M) — M, d — d(X)
est bijective. Exprimer d(f) en fonction de dX := d(X) pour tout f € A[X].

Soit d € Ders (B, M). En tant qu’application A-linéaire, d est uniquement déterminée par
ses valeurs sur les puissances X" n € N de X, puisque celles-ci forment une A-base de B.
Par définition d'une dérivation, on voit par récurrence que d(X") = nX""1.dX (ot le . est
Paction de B sur M). Ainsi d est uniquement déterminée par dX € M. De plus, on voit
que df = f'(X).dX, en notant f le polynome dérivé. Etant donné m € M, on peut alors
poser d,, f := f'.m, cela définit une dérivation B — M telle que dX = m.
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iii. Supposons ici B = A[Xy, -+, X,

(a) Montrer que pour tout i = 1,...,n, il existe une unique dérivation aixi €
Dery (B, B) qui envoie X; sur 1 et X; sur 0.
Fixons i et notons A4; := A[Xq,--- ,3(\1-,--- , Xn], de sorte que B = A;[X;]. Par la
propriété d(bb') = bdb' + b'db, une A-dérivation d : B — B est A;-linéaire (i.e. est
une Aj;-dérivation) si et seulement si elle est nulle sur A;, i.e. d|4, = 0. D’apres la
question précédente, il existe une unique A;-dérivation 8%(1- : B — B qui envoie X;
sur 1.

(b) Montrer que I'application Ders(B, M) — M", d — (dX3,...,dX,) est bijec-
tive. Exprimer df en fonction des dX; pour tout f € A[Xy, -, X,].
Comme a la question ii, on calcule que df = > ", %.dXi pour toute dérivation
B - M, et que la formule dpy, ... m, = [ > i ;—)é.mi définit une dérivation pour

tout n-uplet (mq,---,my) € M™.

iv. Supposons la A-algebre B engendrée par une famille (x;);c;. Montrer qu'une dérivation
d € Ders(B, M) est déterminée par l'image des x;.

Soit b € B. 1l existe un sous-ensemble {iy, - ,i,} C I et un polynéme f € A[Xq, -+, X,)]
tel que b = f (iy, -+ ,x;,). Comme au point précédent, on a alors la formule db =
Py %(%1, o xy).drg, qui exprime db comme combinaison B-linéaire des dxy..

v. Revenons a B générale. Posons I := Ker(B ®4 B — B) ot m(b; ® by) = bibs, qui
est un idéal de B ®4 B, puis posons {)p|4 1= I/I?, qui est un B ®4 B-module.

(a) Montrer que les deux structures de B-modules sur {254 obtenues par restriction
des scalaires via 1 ® id et id®1, B — B ®4 B, coincident.
Soit w € Qg4 et w € I un relevement de w dans I, de sorte que w = @. On a alors
bRDNw—-(1)w=0x1)w—-1Ho=0b®1l-1xbw. Orb®1—-1®bc I,
donc (b® 1 —1®b)w = 0. Les deux actions de b € B coincident donc.

(b) Pour b € B, posons dgab = (b®1—1®b) (mod I?) € Qp4. Montrer que
dB\A S DerA(B,QB|A).

Grace a la question précédente, on a

bdpa(t)) +V.dpad) = Gl -1ab)+(1et)bol—100b)
= W RL—bRV +bR — 1o bb)
= (V@1 —1@b) = dpa(bV).

(c) Montrer que I'application Homp(2pja, M) — Dery(B, M), ¢ — @ odpja est
bijective, pour tout B-module M. [Partant de d € Dery (B, M), on pourra d’abord montrer
l’existence d’un morphisme de B-modules ¢ : B ®4 B — M tel que ¢(b ® b’) = b.db/, puis montrer
que @ ;2 = 0 et en déduire un ¢ : 1/12 — M| Expliquer en quoi ceci fait de dpja une
“dérivation universelle”.
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Soit d € Dery(B,M). En particulier, d € Homa(B,M). Comme M est un B-
module, le théoréeme d’adjonction nous fournit un unique ¢ € Homp(B ®4 B, M)
tel que $(b®b') = bdb'. Soit ¢ = >, b; @ b; et v = >, B; ® B; deux éléments de
I C B®a B. Alors ¢(c.y) = th bzﬁjd(b;ﬁé) = th bzﬁjb;d(ﬁé) + Zi,j bzﬁj,@;d(bi)
Comme c € I, on a ), bjb; = 0, donc Z” biﬁjbg.d(ﬂg) = 0. De méme, puisque v € I,
on a >, B;8; = 0, donc >, i b;B;B5.d(b;) = 0. On en déduit $(cy) = 0, et donc
@lr2 = 0. Par propriété universelle des quotients, ¢ se factorise par un morphisme
de B-modules ¢ = ¢4 : 0gj4 —> M. On a ainsi construit une application A-linéaire
Dera(B, M) — Homp(Qpa, M), d+— pq:= —¢.

On calcule alors que pg 0 dpja(b) = —p(b® 1 -1®0b) = —(b.dl — 1.db) = db, ce qui
montre que la composée d — @4 — @q 0 dp|a est 'identité. Dans l'autre sens, soit
¢ € Homp(Qp(a, M) et notons d := @ o dpjs. Pour tout ¢ = 37, b; @b, € I, on a
Galc) = =Y bidb] = =3, bt @1 = 1@ V) = o3, bi1 @V, — bV, ® 1). dans M.
Or, dans Qpa,ona ) b.1@b; —b; @1 =3 (b @b, —1®b;b;) =¢car ), b;b; = 0.
Il s’ensuit que la composée p — d := p o dp|4 > @q est aussi I'identité.

(d) Si B = A[Xy,---,X,], montrer que le B-module Qg4 est libre de base les
dB\A(Xi)a 1= 1, oy n.
D’apres v)(c) et iii), pour tout B-module M, l'application Homp(Qpa, M) —
M, o = (p(dpa(X1)), -+, p(dpja(Xn))) est bijective. Autrement dit, si A :
B™ — Qg4 désigne I'application B-linéaire qui envoie le i-eme vecteur de la base
canonique de B™ sur dp A(X;), alors pour tout B-module M, l'application induite
Homp(2pja, M) — Homp(B", M), ¢ = ¢ o A est bijective. Cela implique que
A est un isomorphisme. En effet, faisons M = B" et soit V € Homp(Qp4, B")
correspondant & idgn € Homp(B™, B"). On a donc Vo A = idgn. Il s’ensuit que
(AoV)oA=A= idoy , ©A. Donc, par la bijection dans le cas M = p|4, on en
déduit AoV =idgy,.

(e) Si B est engendrée par une famille (z;);c; comme A-algebre, montrer que Qg4
est engendré par les dpja(x;), i € I comme B-module.
Dans ce cas, v)(c) et iv) nous disent que pour tout B-module M, Dapplication
Homp(Qpa, M) — M", ¢ — (p(dpja(z1)), - s p(dpja(zn))) est injective. Autrement
dit, si D : B" — Qp|4 désigne 'application B-linéaire qui envoie le i-tme vecteur
de la base canonique de B"™ sur dp, A(z;), alors pour tout B-module M, I’application
induite Homp(Qpj4, M) — Homp(B", M) est injective. Pour M = Qp4, cette ap-
plication envoie idg pia SUr D. 11 s’ensuit que pour M = coker(D), cette application

envoie la projection canonique 7 : Qg4 — M sur 0. Par injectivité, on a m = 0, et
donc M = {0}.

(f) Si B est un quotient ou une localisation de A, montrer que g4 = 0.
SiB=A/J,onaB®sB=(A/J)®4(A)J)=A/J = B, tandis que si B = S"'A4,
alors B4 B = S"1(S71A) = S~'A = B. Dans les deux cas, I'idéal Ker(B®4 B —
B) est nul, donc Qg4 = 0.

vi. Soit C' une B-algebre.

TSVP



(a) Montrer que la suite 0 — Derp(C, M) “=5 Der4(C, M) aall Dery(B, M) est
exacte pour tout C-module M.

la fleche d — d est clairement injective. De plus, pour d € Der4(C, M), un calcul
montre que d € Derg(C, M) < d|p = 0.

(b) Montrer qu’il existe des morphismes de C-modules 3 et 7, uniques, rendant
commutatif le diagramme suivant :

B
C®pQpa-->Qpa-~>Qp—>0
ide ®dBAT dcmT dCBT

C®pB——(C=——=—=(C

puis montrer que la ligne du haut de ce diagramme est une suite exacte.

Il y a deux maniere de contruire 8 et . Soit en revenant a la définition de €2, soit en
utilisant sa propriété universelle v)(c).

A partir de la définition, S s’obtient par adjonction du morphisme de B-modules
Qpja — Q|4 induit par le morphisme B @4 B — C' @4 C, et 7 est induit par le
morphisme C ®4 C — C ®p C.

A vpartir de la propriété universelle v)(c) : pour tout C-module M, ’application
d— d

Derp(C, M) — Dera(C, M) fournit par v)(c) une application Home (¢, M) —
Home (Q¢)a, M). Celle-ci est de la forme ¢ — ¢ o~ pour 7 correspondant a idog 4 (et

d—dpg

M = Qg¢)p). De méme on a pour tout C-module M une application Der 4 (C, M)
Der (B, M) qui fournit par v)(c) une application

Home (Qc)4, M) — Homp(Q2p)4, M) = Home (C ®@p Qpa, M),

laquelle est de la forme ¢ — ¢ o 8 pour 8 correspondant a idQC| A

L’avantage de la construction avec la propriété universelle est que I'exactitude découle
de celle de vi)(a).

(¢) Supposons C'= B/J pour un idéal J de B. Montrer que la suite

id®dg| 4

J/P=C®pJ — C@BQB|AL>QC|A—>O

est exacte. [On pourra d’abord montrer que pour tout C-module M, la suite 0 — Dera(C, M) —
Der4 (B, M) — Homp(J, M) est exacte. ]

vii. Soit C' = A[Xq, -+, X,]/J ou J = (f1,-++, fm). Notons C" LN Q¢4 lapplication
C-linéaire qui envoie le vecteur e; de la base canonique sur dX;, et C™ 25 o
I'application C-linéaire dont la matrice est (%(X 1,-,Xn))ij- Montrer que la

suite C™ 2% C™ 25 Qepa — 0

viii. Soit K/k une extension de corps engendrée par un élément «.
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(a) Si a est transcendant sur k, montrer que le K-ev Qg est de dimension 1, de
base dg .
On applique vi)(b) avec A =k, B = k[a] et C = K. D’aprés v)(f), on a Q¢p = 0, et
d’apres v)(d), Qg4 est un B-module libre de base dpjsa. Alors vi)(b) implique que
Qi est engendré, comme K-ev, par dg,a.

(b) Si « est algébrique, notons f, son polynéome minimal et f! le polynome dérivé
0sifl,#0

de fo. Montrer que dimg Qg = { 1sif =0

ix. Montrer {dg;g = 0 et Q¢g # 0.



