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Résumé

Un groupe de Lie est une variété différentielle munie d’une structure de groupe
lisse. L’espace tangent en ’élément neutre se voit alors muni d’une structure d’algébre
de Lie. Dans ce cours on introduit ces notions et on étudie leurs interactions.
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1 Groupes de Lie

Dans ce chapitre, nous utilisons le vocabulaire et les concepts basiques de la Géométrie
Différentielle. Toutes les variétés et morphismes de variétés seront de classe C*°, et nous
dirons simplement /isse pour “de classe C°°”.

1.1 Définitions

1.1.1 DEFINITION.— Un groupe de Lie est un ensemble G muni de deux structures
compatibles :
— Une structure de groupe donnée par une loi de compositionm : GXG — G, (z,y) —
xy, et dont on note i : G — G,z +— x~! Uapplication “passage & l'inverse”.
— Une structure de variété lisse (donnée par une classe d’équivalence d’atlas de classe
C®, mais nous n’avons pas besoin d’introduire de notation pour ceuz-ci).
— Compatibilité : Les application m et i sont lisses.

Remarque : le caractére C'*° de m n’implique pas celui de 7. On peut trouver des contre-
exemples tordus.

Premiers exemples :

— Tout groupe discret (disons dénombrable).

— Le groupe additif (R, +).

— Le groupe multiplicatif (R, -), son analogue complexe (C*, ), et le cercle unité (S, -).

— Les groupes généraux linéaires

1.1.2 Groupes généraux linéaires. Ce sont en quelque sorte les exemples fondamentaux
de groupes de Lie. Nous les rencontrerons sous deux formes.
Forme matricielle. G = GL,(R), muni de la structure O d’ouvert de M, (R) ~ R".

La multiplication (A, B) — AB est polynomiale en les entrées de A et B, donc C*.
[’application inverse A — A~! = deltAcom(A) est analytique, donc en particulier C*°.

Forme intrinséque. Si'V est un R-espace vectoriel de dimension finie, GL(V) := Autg(V).

Bien siir, si n est la dimension de V, un choix de base de V' fournit une bijection GL(V) —
GL,(R) qui est un isomorphisme de groupes de Lie au sens de la définition suivante.

De méme, GL, (C) est naturellement un groupe de Lie, et si V' est un C-espace vectoriel,
alors GL(V) := Autc(V) est un groupe de Lie.

1.1.3 REMARQUE.— Soit G' un groupe de Lie et g € G. Notons L, : G — G,z — gx
la “translation a gauche” par g. C’est un difféomorphisme de G, qui induit donc un isomor-
phisme d.L, : T.G = T,G des espaces tangents. En particulier toutes les composantes
connexes de G ont méme dimension.

1.1.4 DEFINITION.— Un morphisme de groupes de Lie (parfois on dira simplement
morphisme lisse ) est une application G — G’ qui est lisse et commute auz lois de groupe.
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Un tel morphisme est appelé plongement, immersion, submersion, s’il ['est en tant qu’ap-
plication C*°. C’est un isomorphisme, s’il admet un inverse.

Exemples.

— Le déterminant det : GL,(R) — R*.

— L’exponentielle (R, +) = (RZ,,-) est un isomorphisme d’inverse le log.

— L’enroulement de la droite sur le cercle : § € (R,+) — exp(2inf) € S' est un
difféeomorphisme local surjectif.

— Les enroulements d’une droite sur le tore : 6 € (R, +) — (exp(2in0), exp(2imha)) €
St x St Sia € R\ Q, c’est une immersion injective, mais pas un plongement car

I'image est dense.

Cas particuliers remarquables.

— Les morphismes X\ : (R,+) — G sont appelés (abusivement) sous-groupes a 1
parameétre.

— Un morphisme du type p : G — GL(V) est appelé représentation (linéaire) de G
sur V. L’espace V est aussi appelé “espace sous-jacent” a la représentation p.

1.1.5 REMARQUE.— Si ¢ est un morphisme de groupes de Lie, la formule dnp =
der Lpny 0 detp 0 (d.Ly)~! montre que ¢ est de rang constant.

1.1.6 DEFINITION.— Un sous-groupe de Lie H d’un groupe de Lie G est une sous-
variété qui est aussi un sous-groupe. De maniére équivalente, 'injection H — G est un
plongement de groupes de Lie.

Exemples.
— H =7 dans G = R.
— H = S' dans G = C*.

Attention ! Ne pas confondre sous-groupe de Lie et groupe de Lie immergé (i.e. 'image
d’une immersion de groupes de Lie i : H — ). Par exemple 'enroulement d’une droite
sur le tore associé a « irrationnel comme ci-dessus fournit un groupe de Lie immergé de
St x St isomorphe a (R, +) mais qui n’est pas un sous-groupe de Lie.

1.1.7 PROPOSITION.— Tout sous-groupe de Lie H de G est fermé.

Démonstration. Cela découle des deux points ci-dessous.
i) Puisque H est une sous-variété, H est localement fermé (i.e. tout point h de H admet
un voisinage U dans G tel que H NU soit fermé dans U).
ii) Supposons plus généralement que G est un groupe topologique et H un sous-groupe
localement fermé. Alors H est fermé. En effet, soit g dans 'adhérence H de H dans G :
— choisissons U voisinage ouvert de e dans G t.q. U N H soit fermé dans U. Quitte a
remplacer U par U N U~ on peut supposer que U = U~ (on dit alors que U est
symétrique).
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— gU est un voisinage ouvert de g donc gid N H # (). Choisissons h dans cette inter-
section; on a donc g € hU~' N H = hid N H. Puisque hld est ouvert, hiid N H est
I’adhérence de htd N H dans hid.

— Or, lUNH = h(UN H) est fermé dans hiA par choix de U.

O

Le théoréme suivant donne une réciproque assez spectaculaire, qui est source de nom-
breux exemples.

1.1.8 THEOREME. (Cartan, Von-Neumann)— Tout sous-groupe fermé H d’un groupe
de Lie G est un sous-groupe de Lie. Plus précisément, il existe une structure de groupe de
Lie sur H (nécessairement unique) qui fait de H une sous-variété de G.

Nous démontrerons ce théoréme plus tard. Donnons-en un corollaire tout aussi spec-
taculaire :

1.1.9 COROLLAIRE.— Soient H et G deux groupes de Lie. Tout homomorphisme de
groupes continu @ : H — G est lisse.

Démonstration. Considérons 'application graphe de ¢ :

r,: H — HxG
h = (h,p(h)) "

C’est un homéomorphisme de H sur son image I',(H) dont l'inverse est donné par la
restriction pryr_y) de la premiere projection H x G =% H. De plus, 'égalitée I',(H) =
{(h,9) € H x G,¢(h) = g} montre que I',(H) est fermé. D’aprés le théoréme précédent,
c’est donc un sous-groupe de Lie de H x G. Or pry est manifestement lisse, donc Prir, (#)
est un homéomorphisme lisse et de rang constant (cf remarque plus haut). Le théoréme du
rang constant implique que c’est un difféomorphisme. Il s’ensuit que I',, est un morphisme
lisse et donc, en notant pry la seconde projection, ¢ = pry o I', aussi. 0]

1.1.10 REMARQUE.— Il est intéressant de souligner la conséquence suivante du théoréme
du rang qui est utilisée dans la preuve ci-dessus : tout morphisme bijectif de groupes de Lie
est un isomorphisme. En effet, il suffit de prouver que la différentielle d.p : T.H — T.G
de ¢ au point e est inversible (auquel cas elle est inversible en tout point). Or, si d.¢ n’était
pas injective, le théoréme du rang constant impliquerait immédiatement que ¢ n’est pas
injective au voisinage de e, contredisant l'injectivité de ¢. Par ailleurs, di d.¢ n’était pas
surjective, le théoréme du rang constant impliquerait que I'image d’un voisinage conven-
able de e par ¢ est d’intérieur vide. Par le théoréme de Baire, il s’ensuit que 'image de ¢
est d’intérieur vide, contredisant la surjectivité de .

1.2 Groupes classiques

Comme autre conséquence intéressante du théoréme 1.1.8, tous les “groupes classiques”
sont des groupes de Lie. Comme ce sont les exemples les plus intéressants, nous en rappelons

4
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la liste ci-dessous. La lettre K désigne indifféremment les corps R et C, et V désigne un
K-espace vectoriel de dimension finie n.

1.2.1 Groupes spéciaux linéaires. Le déterminant GL(V) — GL;(K) étant un ho-
momorphisme continu de groupes topologiques, son noyau SL(V') est fermé donc un sous-
groupe de Lie. On I'appelle groupe spécial linéaire de V. Un choix de base de V I'identifie
a SL,(K).

Fzercice. — Le centre de SL, (K) est formé des homothéties de déterminant 1, donc il
est isomorphe au groupe p, (K) des racines n-iémes de I'unité dans K* (d’ordre n si K = C,
d’ordre 1 ou 2 si K = R).

1.2.2 Groupes orthogonauz. Notons Symy (V) le K-espace vectoriel des formes K-
bilinéaires symétriques ® : V x V. — K. On a une action linéaire, donc continue, de
GL(V) sur Sym(V), donnée par g®(v,w) := ®(¢g'v, g~ 'w). Le stabilisateur de ® pour
cette action est donc fermé dans GL(V'), donc un sous-groupe de Lie. On le note

O(®) :={g € GL(V), ®(gv, gw) = ®(v,w),Vv,w € V'}.

Si ® est non-dégénérée, on 'appelle groupe orthogonal de P.

Rappelons que deux formes quadratiques sont équivalentes si elles appartiennent &
la méme orbite sous GL(V'). Il s’ensuit que leurs groupes orthogonaux sont conjugués
dans GL(V), et en particulier isomorphes. Lorsque K = C, on sait que toutes les formes
quadratiques sont équivalentes, de sorte que O(®) est isomorphe au groupe orthogonal

complexe usuel
O(n,C) ={M € M,,(C), '"MM = 1,,}.

Lorsque K = R, le théoréme de Sylvester affirme ’existence d’un entier p < n et d’une
base eq, - - -, e, dans laquelle

n n p n
" (z zy> Y= Y
=1 =1 =1

i=p+1

Le couple d’entiers (p,q := n — p) s’appelle la signature de ®. Ainsi O(®P) est isomorphe
au groupe matriciel

O(p7 Q) = {M € Mp+q(R)a tM-Dp,q'M = Dp,q}

ou D,,=D(1,---,1,—1,---,—1) est la matrice diagonale ot 1 est répété p fois et —1 l'est
q fois. Pour p = n et p = 0, on retrouve le groupe orthogonal euclidien O(n,0) = O(n) qui,
comme on le sait bien, est compact. Les autres groupes orthogonaux ne sont pas compacts.
On a O(p,q) = O(gq,p) et on montre que les O(p,q) pour ¢ < p sont deux & deux non
isomorphes.

Ezemple. — Pour la forme xa’ + yy’ + 22’ — tt’ sur Pespace-temps R*, on obtient ainsi
le groupe de Lorentz O(3,1) qui intervient dans la théorie de la relativité générale.

5
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Par ailleurs, on définit les groupes spéciaux orthogonaux par
SO(p, q) == O(p,q) N SL,+,(R).

1.2.3 Groupes unitaires. Ici K = C. Notons Herm (V') le R-espace vectoriel des formes
hermitiennes ¥ : V' x V' — C. On a une action linéaire, donc continue, de GL(V') sur
Herm(V), donnée par g¥ (v, w) := ¥(g v, g 'w). Le stabilisateur de ¥ pour cette action
est donc fermé dans GL(V'), donc un sous-groupe de Lie. On le note

U(V) :={g € GL(V/C), ¥(gv, gw) = ¥(v,w),Vv,w € V'}.

Si U est non-dégénérée, on 'appelle groupe unitaire de V.

Comme dans le cas symétrique, deux formes hermitiennes sont équivalentes si elles sont
dans la méme orbite sous GL(V'). Dans ce cas, leurs groupes unitaires sont isomorphes et
méme conjugués. Ici aussi, les formes hermitiennes sont classifiées par leur signature : le

théoréme de Sylvester affirme D'existence d’un entier p < n et d’une base ey, -, e, dans
laquelle
n n P n
09275 S B SR ED ot
i=1 i=1 i=1 i=p+1

Ainsi, posant ¢ = n — p, le groupe topologique U(V) est isomorphe au groupe matriciel
U(p,q) == {M € M,14(C), tH-Dp,trM = Dp,q}

Pour pg = 0, on retrouve le groupe unitaire habituel U(n,0) = U(n) qui, comme on le sait,
est compact. Les autres groupes unitaires ne sont pas compacts. On a U(p, q) = U(q, p) et
on montre que les U(p, q) pour ¢ < p sont deux a deux non isomorphes.

Remarque. — Les groupes U(1,n — 1) jouent un réle prépondérant dans des problémes
actuels de théorie des nombres.

De méme que précédemment, on a le groupe spécial unitaire

SU(p, q) := U(p, q) N SL,+,(C).
FEzercice. — Déterminer les centres de U(n), SU(n), O(n), SO(n).

1.2.4 Groupes symplectiques. A nouveau, K désigne R ou C. Notons Altg (V) le K-
espace vectoriel des formes K-bilinéaires alternées ¢ : V x V — K. On a une action
linéaire, donc continue, de GL(V) sur Altg(V'), donnée par g (v, w) := (g~ v, g7 w). Le
stabilisateur de ¢ pour cette action est donc fermé dans GL(V'), donc un sous-groupe de
Lie. On le note

Sp(¢) = {g € GL<V)7 w(gv,gw) = ¢(U7w)7vvvw € V}

Si 1 est non-dégénérée (on parle alors de forme symplectique), on 'appelle groupe symplec-
tique de 1. La dimension de V' est alors nécessairement paire, et on change la notation en
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dimg (V) = 2n. Comme plus haut, ce groupe ne dépend, a isomorphisme prés, que de la
classe d’équivalence de 9. Or, on sait que toutes les formes symplectiques sont équivalentes.
En particulier, il existe une base eq,---,es, de V dans laquelle on a

L (Z Li€, Z yiei) = Z(%‘ynﬂ — Tpyili)-

i=1
En d’autres termes, la matrice de i) dans cette base est la matrice antisymétrique J =

I . . 4
Jop = (_()f O" ) On voit alors que Sp(v) est isomorphe au groupe symplectique

Spoy (K) = {M € GLay(K),"MJM = J}.

Ainsi, Spy(K) = SLo(K). Plus généralement, on démontre que le déterminant d’une matrice
symplectique vaut toujours 1, de sorte que pour tout n, Sp,, (K) est un sous-groupe fermé,
non compact, de SLo, (K).

FEzercice. — Montrer que la partie réelle (resp. imaginaire) d’une forme hermitienne sur
un espace vectoriel V/C est une forme R-bilinéaire symétrique (resp. alternée) sur le R-
espace vectoriel sous-jacent V. En déduire que dans GL,,(C) ~ {P € GLy,(R), P~'J,,P =
Jon} C GLg,(R), on a U(n) = O(2n) N Spy, (R).

1.2.5 Groupes quaternioniques. Rappelons que le corps des quaternions de Hamilton
H est une algébre a division de centre R qui admet une R-base 1,7, 7, k dans laquelle la
multiplication est donnée par ij = k,jk = i,ki = j,i> = j> = k> = 1. En envoyant C
dans H via 7 +— i, on peut aussi voir HH = C @ Cj ~ C? comme un C-espace vectoriel de
dimension 2, mais la multiplication n’est pas C-linéaire.

Considérons H™ comme un espace vectoriel a droite sur H, et soit GL,,(H) le groupe des
automorphismes H-linéaires de H". Avec identification H" = C" 4 jC", on a GL,(H) =
{P € GLy,(C), PJy, = Jo, P}. C’est donc un sous-groupe fermé de G Ly, (C) et par 13 un
groupe de Lie.

On peut aussi munir H de l'anti-involution o telle que o (i) = —i,0(j) = —j,0(k) = —k,
et H" de la forme o-hermitienne canonique. Le sous-groupe d’isotropie U, (H) C GL,, (H)
de cette forme est encore un groupe de Lie, et comme dans ’exercice ci-dessus, on peut
Iidentifier & U(2n) N Sp,,,(C).

1.2.6 Importance des groupes classiques. Ils interviennent dans des domaines assez
variés.

Géométrie. C'est leur domaine de prédilection. Ces groupes sont souvent des groupes
de symeétries d’espaces remarquables (sphéres, hyperboloides...), et en tant que tels sont
des modéles pour des géométries non-euclidiennes.

Théorie des Nombres. Voila une application un peu plus surprenante, mais depuis une
centaine d’années, on étudie des espaces de fonctions, formes différentielles etc sur des

7



Université Pierre et Marie Curie Master de Mathématiques

espaces de la forme G(Z)\G(R)/K ou G est un groupe classique réel et K un sous-
groupe compact maximal de G. Par exemple pour G = GLi, on obtient les fonctions
trigonométriques, pour G = Gl les formes modulaires, pour G général on parle de “formes
automorphes”. Ces objets interviennent de maniére cruciale dans la preuve du théoréme de
Fermat, par exemple.

Physique.

— Le groupe de Lorentz de la relativité générale est O(1,3). C’est le groupe “associé a
la géométrie de I'espace-temps”.

— Certaines particules élémentaires sont classifiées par des représentations “irréductibles”
de SU(3).

— Les niveaux d’énergie d’un atome d’hydrogéne sont donnés par les valeurs propres
du Laplacien sphérique sur la sphére S?, que 'on calculera plus tard en utilisant la
“décomposition spectrale” de C*°(S?) sous I'action de SO3(R).

1.3 Propriétés topologiques

1.3.1 Composante neutre. Soit G un groupe de Lie (ou plus généralement un groupe
topologique). La composante connexe de G qui contient I’élément neutre e est souvent
notée G et appelée “composante neutre”.

PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie (ou plus généralement un groupe localement
connexe). Alors G est un sous-groupe distingué ouvert et fermé dans G, et engendré par
tout voisinage connexe de e.

Démonstration. G° est fermé comme toute composante connexe, et ouvert car G est lo-
calement connexe. L’application x + 27! est continue et envoie e sur e, donc envoie G°
dans G°. De méme Dapplication (x,y) — xy envoie G x G° dans G°. 1l s’ensuit que G°
est un groupe. Toujours par le méme argument, pour tout g € G, application x +— grg~!
envoie G° dans G, donc G est distingué.

Soit maintenant U un voisinage connexe de e dans G, et posons V := [J,— U™, on
U™ =U-U" 1. Cest une union de connexes d’intersection non vide, donc ¢’est un voisinage
connexe de e, donc V C G°. Posons W := U NU! qui est un voisinage symétrique de e.
Alors V contient [ J 7, W™ qui est un sous-groupe ouvert de G et donc contient G°. Puisque
VY = G U engendre bien G°. O

Le quotient G /G° est donc un groupe discret, noté souvent mo(G) et appelé “groupe des
composantes connexes de G”.
A ce propos, il est utile de faire ou refaire I’exercice suivant :

Ezxercice. — Rappelons que si on a une surjection 7 : X — Y avec X espace topologique,
on définit la topologie quotient de Y comme la plus fine topologie de Y pour laquelle 7 est
continue. Ceci permet de topologiser les espaces quotients G/ H pour H sous-groupe d’un
groupe topologique G. Vérifier alors que

— 7 est une application ouverte.



Université Pierre et Marie Curie Master de Mathématiques

— G/H est séparé si et seulement si H est fermé dans G.
— G/H est discret si et seulement si H est ouvert dans G.

Comme on I'a déja remarqué, la classe des groupes de Lie contient celle des groupes
discrets et en particulier celle des groupes finis. Les techniques différentielles n’apporteront
évidemment rien a ’étude de ces groupes, et ne donneront donc généralement que des infor-
mations sur les composantes neutres des groupes de Lie étudiés. Par exemple la proposition
ci-dessus implique :

COROLLAIRE. — Soit ¢ : G — H un morphisme lisse avec H connexe. Si d.p :
T.G — T.H est surjective, alors ¢ est surjective.

Démonstration. Par le théoréme du rang, Im(y) contient un voisinage de e. Comme c’est,
un groupe et H est connexe, la proposition donne Im(y) = H. O

Rappelons que la réciproque est vraie : ¢ surjective = d.p surjective, ¢f remarque
1.1.10.

1.3.2 Connexité des groupes classiques.

Groupes linéaires. GL,(C), SL,(C) et SL,(R) sont connexes. Par contre, GL,,(R)? =
{9 € GL,(R),det(g) > 0} et my(GL,(R)) = Z/27Z.

Groupes orthogonauz. Pour K =R ou C, on a O(n, K)° = SO(n, K) et my(O(n, K)) =
Z)2Z. Sur K = R et pour pg # 0, on a mo(SO(p, q)) = Z/27Z et 7o(O(p, q)) ~ Z/27 x | 27Z.

Groupes unitaires et symplectiques. Ils sont tous connexes.
Voici un exercice pour montrer la connexité de SO(n, R).

Ezercice. — On considére I’action naturelle de SO(n, R) sur la sphére S"~! C R™.

— Vérifier que le fixateur du vecteur (0,---,0, 1) s’identifie & SO(n — 1, R).

— Montrer que I'application SO(n,R)/SO(n—1,R) — S ainsi obtenue est un homéo-
morphisme (utiliser la compacité de SO(n,R) et S™~1).

— Montrer que si H est un sous-groupe fermé connexe de G, I'application quotient
induit une bijection mo(G) ~ mo(G/H). En déduire la connexité de SO(n,R) par
récurrence.

On peut procéder de la méme maniére pour U(n) (agissant sur S?*~ 1) ou GL,, (agissant
sur K™). Dans ce dernier cas, le troisiéme point est plus délicat par manque de compacité,
¢f notes de M1, Thm 1.1.10.

1.3.3 Simple connexité. Rappelons quelques définitions de topologie algébrique. Soit
X un espace topologique.
— Un revétement trivial de X est une application de la forme Y = X x I X% X avec
I un ensemble discret.
— Un revétement (localement trivial) de X est une application Y — X telle que tout
point x € X admet un voisinage U tel que -1 soit un revétement trivial de U.
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— Si X est connexe, il est dit simplement connezxe si tout revétement de X est trivial.

— Si X est connexe par arcs et localement simplement connexe (par exemple une variété
topologique), il existe un revétement X = X de source X simplement connexe.
On l'appelle abusivement revétement universel de X bien qu’il ne soit unique qu’a
isomorphisme non-unique prés (cf ci-dessous). Le groupe Autx(X) (qui n’est donc
défini qu’a isomorphisme prés) est le groupe fondamental de X.

— Fixons un point # € X et choisissons un relévement = € X de . Le revétement
“pointé” (X, 7) de (X, x) posséde alors la propriété universelle suivante : pour tout
revétement pointé (Y, y) — (X, z) il existe un unique revétement pointé ()?, T) —
(Y,y) tel que m = pogq. Ainsi la paire ()?, T) est unique a isomorphisme unique pres.

— Par la propriété universelle, Iapplication Auty(X) — 7 (z), ¢ — ©(F) est bijec-
tive et munit donc 7! (z) d’une structure de groupe. Le groupe ainsi obtenu est noté
m1(X, ) et est bien défini & isomorphisme unique prés.

Lorsque X est une variété lisse, tout revétement de X est canoniquement une applica-

tion lisse entre variétés lisses. En particulier le revétement universel de X est une variété

lisse.

Exemples. — — Pour n entier non nul, C* — C*, z +— 2" est un revétement.

— L’exponentielle C == C* est un revétement universel de C*.

— Si un groupe fini I' agit librement sur un espace topologique, le quotient 7 : X —
X/I' est un revétement (exemple : X = SL,(C), I' = Z(SL,(C)) = p,, X/I' =
PSL,(C)). Si X est simplement connexe, alors m;(X/I') ~T.

— Si X et Y sont simplement connexes, alors X x Y l’est aussi.

Remarque. — Le groupe fondamental 71(X, z) peut aussi étre défini comme 1’ensemble
des classes d’homotopie de lacets basés en x, muni de la loi induite par la concaténation des
lacets. On pourra le vérifier a titre d’exercice ou consulter un livre de topologie algébrique.

1.3.4 PROPOSITION.— Soit G un groupe de Lie connezxe et G = G un revétement
universel de G. Choisissons un élément ¢ dans la fibre 7= '(e). Alors il existe une unique
structure de groupe de Lie sur G ayant € pour élément neutre, et faisant de m un morphisme
de groupes de Lie. De plus Ker(m) ~ m(G) est un sous-groupe discret et central de G.

Démonstration. Choisissons un élément ¢ € 7 '(e) dans la fibre de e, et remarquons que
G x G est simplement connexe. Il existe donc un unique relévement m de m, i.e. une unique
application continue m rendant commutatif le diagramme

TN
G

qui envoie (€, €) sur e. On constate que mo (idg xm) : G x G x G — G est un relévement
de m o (idg xm) qui envoie (€, ¢,¢€) sur e. De méme m o (m X idz) est un relévement de

GxG ™o

WXW\L

Gx G-~

Y
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mo (m X idg) qui envoie (€, €, €) sur e. Or, puisque m est associative, on a mo (m X idg)
m o (idg xm). Par unicité des relevements “pointés”, on en déduit que m o (idg xm)

mo (m x idg) et donc que m est un loi associative sur G.

De méme l'application inverse ¢ : G — G admet un unique relévement i G— G
envoyant € sur e. Le fait que ¢ est 'application inverse associée a m est équivalent a I'égalité
m o (idg xi) = idg. L’application m o (idg xi) reléve m o (idg xi) et envoie € sur e, tout
comme l’eg)plication id5. L'unicité du reléevement implique alors que m o (idg x7) = idg et
donc que 4 est une application “inverse” pour m, qui est donc une loi de groupe. B

Par construction, 7 est surjective de noyau discret et distingué dans G. Comme G
est connexe, son action par conjugaison sur Kerm est nécessairement triviale, i.e. Kerm
est central. Comme dans le troisiéme exemple ci-dessus et puisque G = G/ Kerw, on a
Kerm ~ m (G). O

1.3.5 Groupe fondamental des groupes classiques. Si H C G sont des groupes de Lie
connexes avec H fermé, on montrera plus tard que I'application quotient G — G/H est
une fibration topologique (et méme une fibration lisse) de fibre H. Dans ces conditions, la
suite exacte longue associée a une fibration (cf cours ou livre de topologie algébrique) nous
donne une suite exacte

m(H) — m(G) — m(G/H) — {1}

(ici les groupes fondamentaux sont basés en 1’élément neutre). Ceci permet de calculer
les m; des groupes SU(n) et SO(n) par la méme stratégie que pour le my (action sur une
sphére, etc.) En utilisant la décomposition polaire (cf notes de M1 1.2.4) on peut passer
aux groupes linéaires. Voici ce qu’on obtient.

Groupes unitaires. Le groupe SU(n) est simplement connexe, et le déterminant montre

que w1 (U(n)) =~ m(U(1)) =~ Z.

Groupes orthogonauz. 7 (SO(2)) ~ Z (facile). Un exercice classique (voir plus loin)
montre que SU(2) est un revétement a 2 feuillets de SO(3), ce qui implique que 7 (SO(3)) ~
Z,/27. On en déduit par récurrence que m(SO(n)) = Z/27Z pour n > 3, mais il faut
compléter la suite exacte ci-dessus par un m(G/H) a gauche, et savoir que m(S™) = 0
pour n > 3. Le revétement universel de SO(n) est noté Spin(n) (groupe spinoriel). On a
par exemple Spin(3) ~ SU(2).

Groupes linéaires. Le groupe SL, (C) est simplement connexe et le déterminant fournit
71 (GL,(C)) =~ 7, (C*) ~ Z. Par contre, m (SL,(R)) ~ 7;(GL,(R)°) = Z/2Z. On montrera
plus tard que le revétement universel de SL, (R) est un groupe de Lie non linéaire, i.e. qui
ne se plonge dans aucun GL,,(R).

Groupes symplectiques. Sp,,, (C) est simplement connexe, mais 7 (Sp,,(R)) ~ Z. En
particulier Sp,,, (R) posséde un unique revétement connexe a 2 feuillets. On 'appelle “groupe
métaplectique” ; ¢’est aussi un exemple de groupes de Lie non-linéaire.

11
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1.4 Algébres de Lie abstraites

Comme on le verra par la suite, I'outil principal qui permet d’étudier les groupes de Lie
connexes, est leur algébre de Lie. Nous définissons ici cette structure de maniére abstraite.

1.4.1 DEFINITION.— Soit K un corps commutatif. Une K-algébre de Lie est un K-ev
L muni d’une application K-bilinéaire

[,]: LxL — L
(X,Y) = [X,Y]

appelée “crochet de Lie” et satisfaisant les deux ariomes :
i) [X, X] = 0 pour tout X € L (ce qui équivaut o [X,Y] = —[Y, X] pour tous X,Y si
car(K) # 2).
i) [X Y, Z)) + [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] =0 pour tous X,Y,Z € L. (identité de Jacobi)

Remarque. — Le role du second axiome est le méme que celui de ’axiome d’associativité
dans la définition des algébres associatives.

Exemple. — Tout K-ev muni du crochet nul!

Voici quelques exemples moins triviaux.

1.4.2 Algebre de Lie sous-jacente & une algébre associative. Si A est une K-algébre
associative, alors [z, y| := zy — yx définit un crochet de Lie sur A (exercice). L’exemple le
plus important est ici A = M, (K) ou plus intrinséquement A = Endg (V). Pour une raison
qui apparaitra plus tard, on note 1’algébre de Lie ainsi obtenue gl,, (K), resp. gl(V).

1.4.3 Dériwations d’une algebre. Soit A une K-algébre associative. Une dérivation O
de A est un endomorphisme du K-espace vectoriel sous-jacent & A vérifiant la formule
de Leibniz : d(ab) = (0a)b + a(0b). L’ensemble Der(A) des dérivations de A est un sous-
espace vectoriel de Endg(A). Le composé 000’ de deux dérivations 0, 0" n’est en général pas
une dérivation (autrement dit, Der(A) n’est pas une sous-algebre de 1’algébre associative
Endg (A)), mais [0,0] := 000 — 0" 00 est encore une dérivation de A. Ainsi, Der(A) est
une sous-algébre de Lie de 'algébre de Lie gl(A).

De méme, on définit une dérivation d'une K-algébre de Lie L comme un élément 0 de
Endg (L) vérifiant 0([X,Y]) = [0X, Y]+ [X, 9Y]. Ici encore, le sous-K-ev Der(L) n’est pas
stable par produit (composition) mais est stable par crochet. C’est donc une sous-algébre
de Lie de lalgébre de Lie gl(L)

Ezxemple. — Voici un exemple trés important de dérivation d’une algébre de Lie. Pour
Z € L, notons
adZ : L — L
X = adz(X):=[2,X]"
Compte tenu de 'antisymétrie du crochet, l'identité de Jacobi nous dit exactement que
ad, est une dérivation de L.

12
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1.4.4 DEFINITION.— Un morphisme d’algébres de Lie est une application K-linéaire
f: L — L qui commute au crochet, ie VX,Y € L, f([X,Y]) = [f(X), f(Y)].

Fremple. — La trace tr : gl(V) — K est un morphisme d’algébres de Lie. (Sur K on
met 'unique crochet de Lie possible, a savoir le crochet nul).

Cas particulier remarquable : représentations. Un morphisme d’algébres de Lier : L —
gl,,(K) est appelé “représentation matricielle de L”. Plus intrinséquement, si V' est un K-ev,
un morphisme d’algébres de Lie r : L — gl(V) est appelé “représentation linéaire de L”.
On dit alors que V est 'espace de la représentation r. Voici un exemple trés important.

1.4.5 Représentation adjointe d’une algébre de Lie. L’identité de Jacobi montre que
I’application
ad: L — gl(L)
Z adz

est un morphisme d’algébres de Lie. On I'appelle représentation adjointe de L.

1.5 L’algébre de Lie d’un groupe de Lie

On s’intéresse ici aux propriétés différentielles des groupes de Lie. On va notamment
munir Pespace tangent T,G d’'un groupe de Lie en son ¢élément neutre d’une structure de
R-algébre de Lie.

1.5.1 Différentielle de la loi et de linverse. Soit G un groupe de Lie de loi notée
m, d’application “inverse” ¢, et d’élément neutre e. En différentiant la loi m en (e,e),
on obtient une application R-linéaire dm : T.G x T,G — T,G. L’associativité de
m implique immédiatement que d..) est une loi associative. En différentiant la relation
m(g,e) = g on constate que 0 est élément neutre de cette loi. Enfin, en différentiant i au
point e on obtient un endomorphisme d.i de T,G dont on voit immédiatement qu’il fournit
Iapplication “inverse” de la loi T.G, laquelle est donc une loi de groupe.

Quelle est cette loi 7 Tout simplement 1'addition du R-ev T.G. En effet

deeym(X,Y) = dcfx = m(z, e)](X)+dely = m(e,y)|(V) = deida(X) +dcidg(Y) = X4V

En conséquence, d.i(X) = —X pour tout X € T.G.

1.5.2 Représentation adjointe d’un groupe de Lie. Pour un élément z € (G, on note

Int,: G — G

y o zyal et Ad, :=d.(Int,) : T.G — T.G.

Puisque Int, o Int,, = Int,,/, on a aussi Ad, o Ad,s = Ad,,, si bien que Ad, est inversible
et que 'application
Ad: G — GL(T.G)
r — Ad,

13
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est un homomorphisme de groupes. Comme lapplication G x G — G, (z,y) — xyz~! est

lisse, 'application obtenue par différentiation G x T.G — T.G, (z,Y) — Ad,(Y") est lisse
aussi, et par conséquent le morphisme Ad est lisse. On 'appelle représentation adjointe de
(. Son espace sous-jacent est donc 'espace tangent en e.

1.5.3 Construction du crochet. Comme GL(T.G) est un ouvert du R-espace vectoriel
Endg (T.G), on peut identifier ce dernier a I’espace tangent en tout point de GL(7.G) et
en particulier au point e. En différentiant Ad au point e on obtient alors une application
R-linéaire

ad :=d.,Ad: T.G — Endg(T.G)
X = adX

Il ne reste plus qu’a définir le crochet par :
[X,Y] :=adx(Y), pour X,Y € T.G.

Par construction, c’est bien une application bilinéaire L X L — L, mais il reste encore a
prouver les axiomes i) et ii) des crochets de Lie.

1.5.4 PROPOSITION.— Le crochet défini ci-dessus sur T.G est antisymétrique.

Démonstration. Considérons 'application commutateur ¢ : GxG — G, (z,y) — zyx 'y~
C’est une application lisse qui envoie G x {e} et {e} x G sur {e}.

Différentions ¢ selon y au point e. On obtient application lisse GXT.G — T.G, (z,Y) —
Ad.(Y) — Y. (Remarquer que ¢(x,y) = Int,(y)i(y)). En différentiant cette derniére appli-
cation selon x au point e, on obtient 'application bilinéaire

0,0yc: T.G x T.G — T,G, (X,Y) — adx(Y).

Maintenant, différentions d’abord ¢ selon z au point e. On obtient "application lisse
T.G x G — T.G, (X,y) —» X — Ady(X). (Remarquer que c(z,y) = zInt,(i(x))). En
différentiant cette derniére selon y au point e, on obtient ’application bilinéaire

0y0yc: T,G x T.G — T,G, (X,Y) — —ady (X).

Comme toutes nos applications sont lisses, le théoréme de Schwarz sur la commutation
des dérivées partielles nous assure que 0,0,c = 0,0,¢, d’ott antisymétrie voulue.
]

Avant de prouver I'identité de Jacobi, nous allons d’abord vérifier la fonctorialité de la
construction du crochet.

1.5.5 PROPOSITION.— Soit ¢ : G —> G’ un morphisme de groupes de Lie.
i) Pour tout x € G, on a dep o Ady = Ady(y) 0 degp.
ii) Pour tout X € T.G, on a dep o adx = adg, ,(x) © dep.

14
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Démonstration. i) Puisque ¢ est un morphisme de groupes, on a pour tout = € G 'égalité
@ o Int, = Inty(,) 0 . On obtient i) en différentiant cette égalité au point e.

ii) L’égalité i) est une égalité de fonctions lisses G — Homg (7. G, T.G’). En différen-
tiant cette égalité au point e, on obtient ii). O

Appliquons cette proposition dans le cas oi G = G’ et ¢ = Int, pour un élément g € G.
Le point ii) nous donne alors Ad, o ady = adaq,(x) © Ady, ce qui s’écrit encore

Ady([X,Y]) = [Ad, X, Ad,Y], VY € T.G.

1.5.6 COROLLAIRE.— Le crochet défini ci-dessus sur T,G vérifie l'identité de Jacobi.

Démonstration. En différentiant I'identité ci-dessus au point ¢ = e, on obtient pour tout
ZeT.G:

adz([X,Y]) = dio ((g,h) — [AdyX,Ad,Y]) (Z, Z)
ladz X, Ad. Y] + [Ad. X, adY]
= Jadz(X), Y]+ [X,adz(Y)]

ce qui équivaut a l'identité de Jacobi (au moins lorsqu’on aura prouvé I'antisymétrie du
crochet). O

1.5.7 L’algebre de Lie de G. Récapitulons ce que nous avons obtenu :

i) I'espace tangent 7.G muni du crochet 1.5.3 est une R-algébre de Lie, que nous
noterons Lie(G).

ii) tout morphisme de groupes de Lie ¢ : G — G’ induit un morphisme d’algébres de
Lie dy : Lie(G) — Lie(G) par dérivation en I’élément neutre.

iii) Lie(G x G') = Lie(G) x Lie(G") (clair).

iv) Lie(G) = Lie(G") (clair).

v) Lie(G) est l'espace de la représentation adjointe Adg : G — Lie(G).

FEzemples. — 1) L’algébre de Lie d’un groupe discret est nulle.

ii) Lie(R) = Lie(R*) = Lie(S') = R (muni du crochet nul). Plus généralement, le
crochet de Lie d’un groupe de Lie abélien est nul.

iii) Lie(GL,(R)) = gl,,(R) (cf notation plus haut) et la représentation adjointe est donnée
par la conjugaison. En effet, 'espace tangent en I, s’'identifie a M, (R). Soient z,y €
GL,(R) et supposons y = I, + Y avec ||[Y]|| < 1. L’égalité zyz~! = I,, + aYVz ™!
montre que Ad, est la conjugaison par x sur M,(R). Supposons x = [, + X avec
| X]| < 1. On a alors Ad,(Y) = (L, + X)Y (I, — X)+0o(X) =Y + [X, Y]+ 0o(X), ce
qui montre que adx(Y) = [X,Y].

iv) Plus intrinséquement, Lie(GL(V)) = gl(V).

15
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FEzercice. — Montrer que la différentielle du déterminant det : GL,(R) — R* est la
trace tr: gl,(R) — R.

Voici un exemple d’interaction entre propriétés des groupes et de leurs algébres de Lie.

1.5.8 PROPOSITION.— Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes de Lie.
i) dy est surjective < ¢(G) D G"°,
ii) dy est injective < Ker(p) est discret,

i) Si G' est connexe, alors dp est bijective < ¢ est un revétement.

Démonstration. Nous avons déja vu que le i) découle du théoréme du rang constant. Le
ii) en découle aussi : si dep est injective, elle I'est dans un voisinage de e et le théoréme
du rang constant nous donne I'existence d’un voisinage de e dans lequel la restriction de ¢
est injective. Le noyau Ker(dy) est alors discret. La réciproque est aussi claire. Enfin le iii)
découle de i) et ii) : soit V est un voisinage de e tel que V N Ker(p) = {e}. Par continuité
de la multiplication et de l'inverse on peut trouver un voisinage de e tel que U.U~! C V.
Alors pour = # y € Ker(p), on a ad Nyl = 0. Soit U’ := ¢(U). C’est un voisinage ouvert
de ¢’ dans G’ (car dp est bijective) et o1 (U") ~ Ker(p) x U. Par translation on obtient
e Y gU") ~ Ker(p) x g pour tout ¢ € G’ et g € v (g'), ce qui montre que ¢ est un
revétement. UJ

1.6 Sous-groupes fermés de GL,(R)

Notre but ici est de prouver que tout sous-groupe fermé de GL,, (R) est canoniquement
un sous-groupe de Lie (cas particulier du théoréme de Cartan-Von Neumann), et de donner
un moyen de calculer son algeébre de Lie. Ceci s’appliquera donc aux groupes classiques
présentés plus haut. Notre outil principal sera I’exponentielle de matrices.

1.6.1 Exponentielle. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Choisissons une
norme sur V' et munissons Endg(V') de la norme ||.|| du sup sur la boule unité. Cette norme
est sous-multiplicative : ||uv|| < [|u||.||v]|. Il Sensuit que la série

exp(u) := Z %u”

neN

est normalement convergente et définit une application analytique, donc lisse de Endg (V')
dans lui-méme. Si u et v commutent, on a exp(u+v) = exp(u)exp(v). En particulier, exp(u)
est inversible d’inverse exp(—u). On a exp(0) = idy et doexp = idpg; g, (v) €st inversible.
Ainsi, exp réalise un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans Endg (V') sur un voisinage
de idy dans GL(V).

Dans toute cette discussion, on peut bien-sir remplacer Endg (V') par M, (R) et GL(V)
par GL,(R).
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1.6.2 Sous-groupes a 1 parametre de GL,(R). Les propriétés de 'exponentielle mon-
trent que pour tout X € M, (R), 'application ¢t € R — exp(tX) € GL,(R) est un sous-
groupe a 1 paramétre. En fait, tous les sous-groupes a 1 paramétre de GL,(R) sont de
cette forme. Plus précisément :

PROPOSITION. — Soit A : R — GL,,(R) un sous-groupe & 1 parameétre, et soit N'(0) €
M, (R) sa dérivée en 0. Alors pour tout t € R on a A(t) = exp(t\'(0)).

Démonstration. Puisque A est un morphisme de groupe, on a X (t) = A(t)\'(0) pour tout
t € R. De méme on a 2L(t — exp(tN'(0))) = exp(tX'(0))N(0) pour tout ¢. Ainsi X et
t — exp(tN'(0)) satisfont la méme équation différentielle linéaire, et la méme condition
initiale A(0) = exp(0N'(0)) = e. Par unicité des solutions d’une telle équation, on a bien
égalité de ces deux fonctions sur R. ]

Nous noterons X(G) ’ensemble des sous-groupes a 1 paramétre d’un groupe de Lie G.
La proposition montre que ’application

X(GL,(R)) — gl,,(R), A — X (0)

est une bijection, d’inverse X +— (¢t — exp(tX)). On peut alors se demander comment
exprimer la structure vectorielle et le crochet de gl,(R) en termes de sous-groupes a 1
parametre.

1.6.3 PROPOSITION.— La structure de R-algébre de Lie sur X(GL,(R)) est donnée par
les formules suivantes :

— (rA)(t) = Xrt) pour r € R,

= (A p)(t) = limy oo (A(/R)p(t/R))F,

= DA Al(E) = g AR RN (=1 /) =t/ R))
Démonstration. La formule pour la multiplication par r est claire. Pour I'addition et le
crochet, il suffit de prouver les deux formules suivantes :

~ limy oo (exp(5)exp(F))" = exp(X +Y);

. _ _ 2
— limyy oo (exp(%)exp(%)(exp(TX)eXp(TY))k = exp([X, Y]).
Celles-ci s’obtiennent en faisant un développement limité, ¢f notes de mon cours de M1
2.1.2. ]

1.6.4 THEOREME.— Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R). Alors G est un sous-
groupe de Lie et Lie(G) = {X € M,(R), Vt € R,exp(tX) € G}.

Démonstration. Posons L := {X € M,(R), ¥Vt € R,exp(tX) € G}. Le point crucial est
que, d’aprés la proposition suivante, cet ensemble est un sous-R-espace vectoriel.
Choisissons un supplémentaire £ de L dans M, (R) et considérons I’application

F:LxE— GL,(R), (X,Y) — exp(X)exp(Y).

Sa différentielle d( o) F est inversible (c’est simplement l'application somme L & E —
M, (R)). Donc il existe
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— un voisinage U de 0 dans L,
— un voisinage V de 0 dans F,
— et un voisinage W de I,, dans GL,(R)

tels que F réalise un diffecomorphisme U x V —— W. Noter que F(U x {0}) Cc WNG.
Nous allons montrer qu’il existe un voisinage V' C V de 0 dans F, tel que, posant
W =FUxV'), ona
(x): FUx{0}) =W NAG.

Ceci montrera que YW N G est une sous-variété de W' et identifiera 'espace tangent en e

de cette sous-variété a l’espace tangent en 0 de U, c’est-a-dire L. Par translation, on en

déduira finalement que G est une sous-variété de GL,(R) avec T.G = L, comme annoncé.
Admettons un instant que

(**) : il existe un voisinage V' C V de 0 dans E tel que exp(V') NG = {I,}.

Posons alors W = F(U x V'). Pour tout ¢ € W NG, il existe X € U,Y € V' tels que
g = F(X,Y). Mais alors, exp(Y) = exp(—X)g € exp(V') NG = {I,,}, donc g = exp(X). Il
s’ensuit que I'égalité () est vérifiee pour V'.

Reste a prouver (**). Supposons le contraire. On peut alors trouver une suite (Y,),en
d’éléments non nuls de E tendant vers 0, telle que exp(Y;,) € G pour tout n. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut aussi supposer que la suite (Y, /||Yyn||)nen a une limite YV
dans E (compacité de la sphére). Notons que Y # 0. Nous allons montrer que Y € L, ce
qui contredira le fait que L N E = {0}. Pour cela nous devons prouver que exp(tY) € G
pour tout ¢t € R. Notons [z] la partie entiére d’un réel x, et écrivons

exp(t/|[Yal] - Ya) = exp(Yo) M- exp((t/][Yall = [t/1[Yall]) Ya)-

Comme le terme exp((t/||Y,|| — [t/||Yn]]])Yy) tend vers 1 lorsque n tend vers +oo, on voit
que
eXp(tY) = lim exp(Yn)[t/HYnH] c G.

n——+oo

[

1.6.5 Algébres de Lie classiques. Nous savons maintenant que les groupes classiques
sont bien des groupes de Lie et nous avons un moyen de calculer leur algébre de Lie. Tous
les groupes classiques sont définis dans un GL,,(K) ou un GL(V') convenable, et le crochet
de leur algébre de Lie est induit par celui de gl,, ou de gl(V'). Il nous suffit donc de décrire
les conditions qui définissent les R-ev sous-jacents.

Par exemple, I’égalité exp(tr(u)) = det(exp(u)) montre que

sl(V') := Lie(SL(V) = {u € gl(V), tr(u) = 0}.

Remarquons que c’est toujours un K-sev (pas seulement un R-sev). En termes matriciels,
cela donne

i) sl,(R) ={X € gl,(R), tr(X) = 0} (matrices de trace nulle). Sa dimension est n? — 1.

18
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ii) sl,(C) ={X € gl,,(C),tr(X) = 0}. Sa dimension réelle est 2n* — 2.

Par ailleurs, supposons G = {g € GL(V), ¥(gv, gw), Vv, w € V} défini par une forme
bilinéaire non dégénérée W (qu’elle soit symétrique, alternée ou hermitienne). En d’autres
termes, si g* désigne 1'adjoint de g pour ¥, on a G = {g € GL(V), g¢* = idy }. Comme
exp(u)* = exp(u*) (par passage a la limite), on constate que

g={uegl(V), u+u =0}

Notons d’ailleurs que c’est toujours un K-espace vectoriel, sauf dans le cas unitaire, ou
K = C mais g n’est qu’'un R-espace vectoriel. En termes matriciels, cela donne :
iii) s0,(R) = Lie(O(n)) = Lie(SO(n)) = {X € gl,(R),X + ‘X = 0} est 'ensemble des
matrices antisymétriques. Sa dimension est n(n —1)/2.
iv) $0,(C) = Lie(O(n,C)) = {X € gl,(C), X +'X = 0}. Sa dimension réelle est n(n—1)
v) u, = Lie(U(n)) = {X € gl,(C), X + ‘X = 0}. Par exemple, u; = iR C gl;(C) = C
Sa dimension est n?.
vi) su, = Lie(SU(n)) = u, N sl,(C). Sa dimension est n? — 1.

vil) sp,, (K) = Lie(Spy,(K)) = {X € g, (K)," X Jo, + J2, X = 0}. Pour calculer la
dimension on remarque que ‘X Jo, + Jo, X = 0 & (Jo, X antisymétrique). On trouve
que la dimension réelle est n(n +1)/2si K =Ret n(n+1) si K = C.

1.6.6 Bilan. Pour un sous-groupe fermé G de GL, (R), on sait maintenant que :
i) G est un groupe de Lie.
ii) L’application X(G) — Lie(G), A — X (0) est bijective.
iii) La structure de R-algébre de Lie sur X(G) est donnée par les formules de la propo-
sition 1.6.3.
iv) L’application exp, : Lie(G) ~ X(G) — G, A — A(1) induit un difféomorphisme
d’un voisinage de 0 dans Lie(G) sur un voisinage de e dans G.

v) Si ¢ : G — G’ est un morphisme vers un autre sous-groupe fermé d’un GL,, (R),
alors dy s’identifie & Papplication de composition X(G) — X(G’), A — @ o A. En
particulier, on a expg o dp = @ o expg;.

FEzemples. — i) Pour ¢ = Int,, on obtient Int, o exps = exp o Ad,.

ii) Pour o = Ad: G — GL(Lie(G)), on obtient Adeyp,,(x) = eXpgr7,¢)(adx) pour tout
X € Lie(G). Méme dans le cas G = GL,(R), I'égalité de matrices (pour Y € M,,(R))
exp(X)Yexp(—X) = exp(adx)(Y) est difficile & prouver directement.

iii) Si ¢ est un plongement G — GL,(R), alors dy est un plongement Lie(G) — gl,(R)
et Pexponentielle de G est la restriction de 'exponentielle de matrices dans GL,(R).

On remarquera que les énoncés de ces propriétés n’utilisent pas de plongement de G
dans un GL,(R) (seule I'existence d'un tel plongement a été utilisée pour les prouver). On
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peut donc espérer les généraliser & un groupe de Lie quelconque, et c’est ce que nous ferons
dans la prochaine section.

Terminologie : un groupe de Lie qui admet un plongement dans un GL,(R) est appelé
groupe de Lie linéaire.

Voici un exemple de conséquence des propriétés ci-dessus :

1.6.7 PROPOSITION.— Soit G un groupe de Lie linéaire connexe. Le moyau de la
représentation adjointe Adg : G — GL(Lie(G)) est le centre Z(G) de G.

Démonstration. Le fait que Z(G) C Ker(Adg) est facile : si z € Z(G), on a Int, = idg,
donc Ad, = idr,g. Reéciproquement, soit © € Ker(Adg). D’aprés la propriété v) on a
expg 0 Ad, = Int, oexpg. D’aprés la propriété iv), on en déduit que Int, agit par 'identité
sur un voisinage U de e. Puisque '’ensemble des éléments de G qui sont fixes par Int, est
un groupe, il contient le groupe engendré par le voisinage U, ie G tout entier car celui-ci
est connexe. Donc Int, = idg et z € Z(G). O

FEzercice. — On veut montrer que SU(2) est le revétement universel de SO(3,R).

i) Montrer que SU(2) agit simplement transitivement sur la sphére S® et en déduire
qu’il est simplement connexe.

ii) Montrer que I'algébre de Lie su(2) a pour base 01 01 et .

-1 0"\ i 0 )’ 0 —i )~

iii) Considérons la représentation Adgy() : SU(2) — GL(su(2)). Identifions GL(su(2))
avec GL3(R) via la base ci-dessus. Montrer alors que I'image Ad(SU(2)) est contenue
dans SO(3,R) C GL3(R).

iv) Montrer que Ker Adgy2) = {£I>}. En déduire que adgy) induit un isomorphisme
su(2) — so(3,R), puis que Adgy(2) induit un isomorphisme SU(2)/{%I} =
SO(3,R).

Pour une autre construction du morphisme SU(2) — SO(3,R) a partir des quaternions
H, ¢f notes de M1 1.3.6.

1.7 L’exponentielle d’un groupe de Lie

On voudrait généraliser les propriétés 1.6.6 & tout groupe de Lie G, pas nécessairement
linéaire. Pour s’assurer que ce travail est bien nécessaire, voici un exemple de groupe de
Lie non linéaire.

1.7.1 Un groupe de Lie non linéaire. Notons Uj le groupe des matrices réelles unipo-

tentes supérieures de taille 3 x 3. C’est un sous-groupe fermé de GL3(R) de dimension 3.
10 =z

Soit I' := 0 0 |,z€Z } Clest un sous-groupe central et discret de Us. Notons
0 1

1
0
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H := U;/I", muni de la topologie quotient. La projection 7 : U3 — H est alors un revéte-
ment de H. Il existe donc une seule structure de variété lisse sur H telle que 7 soit lisse.
Ceci fait de H un groupe de Lie.

PROPOSITION. — Il n’existe pas de plongement de H dans un GL,(R).

Démonstration. Identifions Lie(H) a Lie(Us) par 'application dr. L’algébre Lie(Us) a pour
base les trois matrices élémentaires (FEi2, F13, Fo3). Nous allons montrer que pour tout
morphisme de groupes de Lie ¢ : H — GL,(C), on a dp(E;3) = 0. Ceci impliquera
évidemment que H ne se plonge dans aucun GL,,(R).

Montrons d’abord que dp(F13) est une matrice nilpotente dans gl,,(C) = M, (C). Soit
A une valeur propre de do(E13) et V), C C" son espace propre. Comme [dp(E13), dp(E12)] =
[dp(F13), dp(Eq3)] = 0, espace V), est stable par dp(F12) et dp(FEag). Or, [do(E12), dp(Fag)]
do([Ehg, Eas]) = do(Ehs), done [do(Ei2) v, , de(Eas)v,] = de(Eis)y, = mult. par A. T
s'ensuit que Adimc(Vy) = tr([de(Ei2)v,, do(Eas)y,]) = 0 (trace d’'un commutateur) et
finalement que A = 0. Ainsi dp(E13) est bien nilpotente.

Montrons maintenant que exp(dy(FEi3)) = I,. On a exp(de(E13)) = w(expy(Fi3)). Or,
on a aussi

o = O

1 1
expy(FEr3) = W(eXpUS(Elg)) =7l 0 0 | =en,
0 1

donc finalement exp(dy(E13)) = p(en) = In.

Pour conclure que dp(E;3) = 0, il nous reste a remarquer que lexponentielle (de
matrices) induit un difféomorphisme du “cone nilpotent” de M, (C) défini comme {X €
M, (C), X™ = 0} sur le lieu unipotent de GL,,(C) défini par {g € GL,(C), (¢9—1,)" = 0}. En
effet, le difféomorphisme inverse est simplement donné parlelog: g+ > _, %(g—[n)”. ]

1.7.2 Equations différentielles. L’outil principal pour obtenir ces propriétés était Iex-
ponentielle, laquelle était induite par I’exponentielle de matrices, une fois le groupe plongé
dans un GL,(R). Nous devons donc trouver une définition intrinséque de I’exponentielle.
Plus précisément, considérons 'application X(G) — Lie(G), A — N'(0). On veut montrer
que :

i) Elle est bijective. Notons alors X — Ay son inverse et posons expgs(X) := Ax(1).

ii) L’application X +— exps(X) induit un diffeomorphisme d’un voisinage de 0 dans
Lie(G) sur un voisinage de e dans G.

Comme A est un morphisme de groupe, tout A\ € X(G) satisfait 1’équation différentielle

(%) N(t) = deLyu)(X) avec N'(0) = X
A(0) = e (condition initiale)

. On voit donc que :

— L’injectivité de A — N'(0) équivaut a l'unicité des solutions (*).
— La surjectivité de A — X (0) équivaut a Pexistence de solutions de (*).
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— La lissité de exp, est une condition de régularité des solutions en fonction du parametre
X.
Nous allons donc montrer comment toutes ces propriétés découlent de la théorie du flot
sur les variétés.

1.7.3 Rappels sur les flots de champs de vecteurs. Soit M une variété lisse et £ : M —
TM un champ de vecteurs sur M, i.e. une section lisse du fibré tangent TM —— M. La
théorie du flot, qui découle “immeédiatement” du théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous dit :

i) Il existe un voisinage ouvert & de {0} x M dans R x M et une application Y — M,
(t,m) — &5 (m) qui vérifie 'équation différentielle

[ dei(m) =€(gf(m)) V(t.m) €U
EDS'{goofm):m ’ VYm e M

ii) Si (U',¢') est une autre solution de I'équation différentielle EDe, alors ppmy =
Wiumu“
I existe donc un plus grand ouvert U sur lequel I'équation D, admet une solution. On
dit que & est complet sid =R x M.
Le point ii) implique aussi que si (t1,m) € U et (ta, gpfl (m)) € U, alors (t; +ta,m) €U
et (p§1+t2 (m) = g0§2 (gpfl (m))
Lorsque le champ & est complet, cela signifie que ¢ — <pf est un groupe a un parametre
de difféeomorphismes de G.

1.7.4 Champs invariants par un groupe. Supposons qu’'un groupe G agisse par dif-
féomorphismes sur M. Notons (g,m) — «a4(m) = gm cette action. Elle induit aussi une
action sur I'espace des champs de vecteurs définie par

Q*E(m) = dg_lmag (é(gilm))

ot dg—1,,09 : Ty1,, S T, est le R-isomorphisme obtenu par dérivation en ¢g~'m. On dit
que & est G-invariant si g,.£ = £ pour tout g € G.

LEMME. — Supposons qu’il existe un sous-ensemble compact C' C M tel que G.C = M
(on dit que l'action de G est cocompact). Alors tout champ de vecteurs & invariant par G
est complet, et son flot est formé de difféeomorphismes G-équivariants de M.

Démonstration. Soit U le domaine maximal d’existence de solution pour ED,. Puisque &
est invariant, ce domaine est stable par 'action de G. Ainsi pour tout m € M, il existe
un voisinage ouvert G-stable U,, de m dans M et un t,, > 0 tels que | — t,,, t,,[x U, C U.
Par compacité de M modulo G, on peut recouvrir M d’un nombre fini de U,,. Posant t,
le plus petit des t,, associés, on voit que tout point m posséde un voisinage de la forme
|—to, to[xU,, contenu dans Y. Soit maintenant ¢ € R. Choisissons n € N tel que % €|—to, to|.
Ainsi (£,m) e U, (%,gpi(m)) € U, etc... Tl sensuit que (t,m) € U et
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Ainsi le champ de vecteur est complet. Soit maintenant g € G. Puisque & est G-invariant,
Papplication (t,m) — gyt(g~'m) est aussi une solution de ED;, donc égale au flot de €.
Ce dernier vérifie donc ¢$(gm) = gt (m) pour tout g, i.e. est G-équivariant. O

1.7.5 Champs invariants a gauche sur G. Maintenant, on revient & un groupe de Lie
G. On le fait agir sur lui-méme par translations & gauche, en notant Ly(x) = gr comme
plus haut. Ceci induit une action sur le fibré tangent T'G, compatible a la projection 7, et
que nous noterons (g,¢) — L, (6). L’application

TG —» GxT.G
0 (W(Q)aL;fl(e)(‘g))

est un diffeomorphisme compatible aux projections sur (G, dont I'inverse est donné par

GxT.G — TG
(9,X) = (9,deLy(X))

Le fibré tangent de G est donc “parallélisable”. Soit alors X € Lie(G) = T.G. On peut donc
lui associer un champ de vecteurs invariant a gauche £x par la formule :

Vg € G, £x(g) = deLy(X).

Soit V(G) le R-espace vectoriel des champs de vecteurs sur G et V(G) le sous-espace des
champs invariants a gauche.

LEMME. — L’application X — £x est un isomorphisme R-linéaire T,G = V(G dont
Uinverse est & — £(e).

Démonstration. clair. O

L’action de G sur lui-méme par translations a gauche est transitive, donc a fortiori
cocompacte. Le champ x est donc complet. Son flot ¢ — X est, formé de diffeomorphismes
G-équivariants. On a donc

e (9) = g7 (e), Vg € G.

Posons alors
Ay teR— Ax<t) = gpf((e) €d.

C’est un sous-groupe a 1 paramétre de G, puisque ¢35, (€) = ¢;* (v (€)) = ¢y (e)¢i (e).
C’est aussi I'unique courbe intégrale du champ de vecteurs £x centrée en e.

1.7.6 PROPOSITION.— Les applications

.G — X(G) X(G) - T.G
X = Ay A = N(0)

sont inverses l'une de l'autre. De plus, si ¢ : G — G’ est un morphisme lisse, alors
Adp(x) = ¢ © Ax.
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Démonstration. Par définition Ny (0) = Ex(¢f(e)) = Ex(e) = X. Réciproquement, soit
A € X(G). On a déja remarqué qu’il satisfait I’équation différentielle

N(t) = deLr@(N'(0)) et A(0) =,

si bien que t — A(t) est une courbe intégrale du champ de vecteurs {y (o) centrée en e. Par
unicité des courbes intégrales, on a A = Ay ().
Soit maintenant ¢ comme dans ’énoncé. On a

(¢ 0 Ax)'(0) = dep(Nx (0)) = dip(X)

donc (PO)\X:)\dgo(X)- O

1.7.7 DEFINITION.— On définit [’exponentielle de G par la formule

exps :  Lie(G) — G
X = expa(X):=Ax(1) "

Remarque. — D’aprés la proposition précédente, si ¢ : G — G’ est un morphisme lisse,
on a
eXper 0 dp = p 0 exXpg;.

Comme dans le cas linéaire, on a le cas particulier intéressant ¢ = Ad qui donne
eXPGL(T.G) (adx) = Adexpg(x)-

1.7.8 PROPOSITION.— L’applicalion expg est lisse et sa différentielle dpexps : T.G —
T.G est lidentité idr,q. En conséquence, expg induit un difféomorphisme d’un voisinage
de 0 dans Lie(GQ) sur un voisinage de e dans G.

Démonstration. Considérons la variété M = G x T.G. Puisque l'application (g, X) —
deLy(X) est lisse, on peut définir le champ de vecteurs

f : (97X) = (fX(g>7X> = (deLg<X)70>

sur cette variété.

Montrons que & est complet. Soit Y C R x G x T.G le domaine maximal du flot de
&. Puisque G agit transitivement sur lui-méme, le méme argument que dans le lemme
1.7.4 montre qu’il existe un voisinage )V de 0 dans T.G tel que R x G x V C U. Soit
maintenant W un domaine borné dans T,G, et soit 7 € R tel que rW C V. Alors comme
€(g,rX) = r&(g,X), on voit que R x G x W C U avec gpf(g,X) = gof/r(g,rX) pour
(t,9,X) € R x G x W. Donc finalement, Y = R x G x T.G et £ est complet.

On veut maintenant montrer que pour tout (¢, g, X), on a

0i(9.X) = (¢ (9), X).
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Notons pry : M — T,.G la seconde projection. On a alors

d

d
- (prao @) = pry o Es@f = pryo (Eof) =0.

Il s’ensuit que pour tout (¢, g, X) on a

pra(i(9, X)) = pra(@s(g, X)) = pra(g, X) = X.
Posons maintenant pry : M — G la premiére projection. On a de méme

d

— (o0 ¢i) (9, X) = pri(€(ei(9. X)) = delL,,, s, ) (PPl (9, X)) = Ex(pr1 (4 (9. X))

ce qui montre que pour tout X, 'application (t, g) — prl(gpf(g, X)) est le flot de {x. On a
donc montré que
i (9, X) = (" (9), X)
et il s’ensuit que
X = expg(X) = Ax(1) = PT1(¢§(67X))

est lisse.
Pour calculer sa différentielle en 0, on procéde comme suit :
d d
doexpg(Y) = i (t— eXPG(tY))\t:o T at (t — AtY(l))u:o
d
= (o A (D) = N (0) =Y

O
Remarque. — 1) Pour tout X € T.G et tout n € N, on a exps(nX) = A\,x(1) =

Ax(n) = expgs(X)™ comme dans le cas linéaire.
ii) Si [X,Y] =0 dans Lie(G), alors exps(X) et exps(Y) commutent. En effet :

texp(x)(€xpg (V) = expe(Adegp, (x)(Y)) = eXpG<eXpGL(TeG)(adX)(Y)) = expg(Y).

11 s’ensuit que application t — expq(tX )exps(tY') est un sous-groupe a 1 paramétre
de G. Comme sa dérivée en 0 est X + Y, il est égal & Ax,y. On a donc montré que

(X, Y] =0= expa(X +Y) = expg(X)exps(Y)

comme dans le cas linéaire.
1.7.9 PROPOSITION.— Pour tous X,Y € Lie(G), on a

X Y1)
expa(X +Y) = klgrolo (expG (?) expPe (E)) :

En particulier addition de Lie(G) s’exprime dans X(G) par la méme formule que dans la
proposition 1.6.35.
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Démonstration. D’aprés la proposition précédente, il existe un voisinage V de 0 dans T.G
et une unique application lisse f:V x V — T.G telle que f(0,0) =0 et

exp(X)exp(Y) = exp(f(X,Y)).

De plus on a dg ) f(X,Y) = X + Y. Il s’ensuit que pour £ >> 0, on a

X Y X+Y 1
expg T expPe = = eXPg ’ +O(E>

<eXpG (%) exp; (%))k — expe (X +Y +o(1)

d’otu la proposition. O

puis

Remarque. — Par un raisonnement similaire, on peut prouver que le crochet de Lie(G)
s’exprime dans X(G) par la méme formule que dans la proposition 1.6.3. Cependant, nous
n’en aurons pas besoin pour la suite.

On peut finalement préciser et prouver le théoréme de Cartan-Von Neumann :

1.7.10 THEOREME.— Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie G. Alors H est
un sous-groupe de Lie de G et Lie(H) = {X € Lie(G), Vt € R, exp,(tX) € H}.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, 'ensemble L := {X € Lie(G), Vt €
R, expy(tX) € H} est un R-sous-espace vectoriel. On peut donc choisir un supplémentaire
E et raisonner comme dans la preuve du cas linéaire (thm 1.6.4). [

1.7.11 COROLLAIRE.— Soit ¢ : G —> G’ un morphisme de groupes de Lie. Alors
Ker(p) est un sous-groupe de Lie et Lie(Ker(p)) = Ker(dyp).

Ezemple. — Comme dans le cas linéaire (proposition 1.6.7), le noyau de la représentation
adjointe Ad : G — GL(Lie(G)) est le centre Z(G). C’est donc un sous-groupe de Lie de
G et son algébre de Lie est le “centre” 3(Lie(G)) = {X € Lie(G),VY € Lie(G), [X,Y] = 0}.

1.7.12 COROLLAIRE.— Soient G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g = Lie(G),
et H un sous-groupe de Lie conneze d’algebre de Lie . Alors H est distingué dans G si et
seulement si on a [g,h] C b (on dit alors que by est un idéal de g).

Démonstration. Supposons H distingué dans G. Alors Int,.(H) C H pour tout = € G, donc
Ad,(h) C b pour tout = € G, donc par dérivation adx(h) C b pour tout X € g.
Réciproquement, supposons [g,h] C b, ie adx(h) C bh pour tout X € g. Comme
Adexpg(x) = €XPgr g (adx), on constate que pour tout g € expg(g) on a Ady(h) C h. Or
I'image de exp. engendre G car elle contient un voisinage de 0 et G est connexe. Donc fi-
nalement Ad,(h) C b pour tout g € G. Par ailleurs, pour tout X € g on a exps(Ad, (X)) =
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Inty(expg(X)). Comme (expg)), = expy, ceci montre que I'image expy(h) est stable par
Int,. Donc le groupe engendré par cette image, a savoir H puisqu’il est connexe, est stable
par Int, et finalement H est distingué dans G. ]

Exercice. — Avec les mémes hypothéses, montrer que H est central dans G si et seule-
ment si [g, h] = 0.

1.7.13 Quotients. Soit g une K-algébre de Lie et hh un idéal de g, i.e. un sous-K-espace
vectoriel de g tel que [h,g] C b. Il existe alors une unique structure de K-algébre de Lie
sur l’espace vectoriel quotient g/b telle que la projection 7 : g — g/b soit un morphisme
d’algébres de Lie. Concrétement, le crochet est donné par [X + b, Y +p] := [X, Y]+ b qui
est bien défini grace a la propriété d’idéal.

PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie, et H un sous-groupe de Lie de G. Il existe sur
Pespace quotient G/H une unique structure de variété lisse telle que Uapplication quotient
7w : G — G/H soit une fibration de fibre H. Si de plus H est distingué, alors G/H est
un, groupe de Lie et il y a un unique isomorphisme Lie(G/H) — Lie(G)/Lie(H) tel que
dm s’identifie a la projection Lie(G) — Lie(G)/Lie(H).

Démonstration. Munissons G/H de la topologie quotient. Nous allons construire pour tout
g € G une sous-variété 1V, de G contenant g et telle que

i) V, est transverse & ¢’H au point ¢, pour tout ¢’ € V.
ii) w(V,) est ouvert dans G/H.
iii) L’application produit V, x H — 7~ (7(V,)) est un difféomorphisme.

En recouvrant G/H par des m(V,) comme ci-dessus, on obtient un atlas lisse qui satisfait
toutes les propriétés souhaitées.

Commencons avec une sous-variété U, de G transverse a gH au point g. Comme 'ap-
plication U, x H — G, (¢, h) — ¢'h a une différentielle inversible en (g, e), et quittes &
remplacer U, par une sous-variété ouverte, il existe un voisinage ouvert Uy de e dans H, et
un voisinage ouvert Ug de g dans G tels que la multiplication induise un difféomorphisme
Uy x Uy =% U. En particulier, U, vérifie les propriétés i) et ii) ci-dessus.

Pour obtenir iii), il suffit de trouver V, ouvert dans U, tel que l'application produit de
iii) soit injective (elle est alors automatiquement un difféomorphisme). On peut supposer

que U est relativement compact. Considérons alors : K := H NU Ue. C’est un compact.
Puisque G est séparé, pour tout h € K \ Uy, il existe des ouverts U, C U, contenant g
et Upp C Uy contenant e tels que Uy ,hidyp, NUy, = (). Comme K \ Uy est compact on
peut le recouvrir par un nombre fini de (hUpyp, N K). Posons alors V, = (1), Uy p,. Soit
he HN vg—lvg. Alors h € K. Pour tout ¢, on a hiUdgpn, N Vg_lvg = (), donc h € Uy, et
finalement h = e, puisque le produit V, x Uy — G est injectif.

Lorsque H est distingué, on voit facilement, que la structure de groupe quotient est
compatible avec la structure de variété. Le théoréme du rang montre que Lie(G/H) est un
quotient de Lie(G) et le corollaire 1.7.11 nous montre que le noyau est Lie(H ). O
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FEzercice. — Soit G = GL,,(R) et H le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures.
Montrer que G/H ~ P! (droite projective réelle).

1.8 Action d’un groupe de Lie sur une variété

L’idée qu’on veut exprimer ici est que le groupe des difféomorphismes d’une variété lisse
M se comporte comme un groupe de Lie dont I’algébre de Lie serait 1’algébre V(M) des
champs de vecteurs sur M, munie du crochet issu des dérivations. Une action lisse d’un
groupe de Lie G sur M peut alors se dériver en une action de Lie(G) sur les fonctions sur
M, que 'on peut aussi exprimer comme un morphisme d’algébres de Lie Lie(G) — V(M).

1.8.1 L’algébre de Lie des champs de vecteurs. Soit M une variété lisse. Un champ de
vecteurs £ € V(M) détermine une dérivation O, de la R-algébre C*°(M) des fonctions lisses
sur M, d’ou une application linéaire

V(M) — Derg(C>®(M))
= Ot (me dn f(E(M))
On sait que cette application est bijective (cf cours de Geo Diff). On en déduit un crochet
de Lie (&, &) = [£,&] sur V(M), caractérisé par I'égalité O ¢y = [0c, Oc| = 0¢0cr — Ogr0s.
On a aussi 'expression :

(x) [, = % ((@)*5’) o D m o % ((dmwf)_l <§'(<P§(m))>>|t_0

Ezemple. — Dans M = R", on a [Iia%j’xka%l] = 5jkxia%l — 6Z-lxka%j
1.8.2 La dérivée d’une action lisse. Supposons maintenant qu’un groupe de Lie G
agisse sur M de maniére lisse, c’est a dire telle que le morphisme G x M — M, g+ gm

donnant l'action soit lisse. Notons aussi a : G — Diff(M) le morphisme de groupes
associé. On peut alors “dériver” cette action pour obtenir

"da” : Lie(G) — V(M)
X = "da’(X): m—d(g— gm)(X) "

La dérivation Jga(x) associée au champ de vecteurs do(X) est alors donnée par :

Qaa(x)(f) : (m = df(de(g = gm)(X)) = de(g = f(gm))(X)), Vf € C*(M)

Ezemple. — Regardons 'action de G = GL,(R) sur M = R"™. On a une base naturelle
(Eij)i<ij<n de gl,(R) formée des matrices élémentaires. En tant que vecteurs tangents &
G en e, ils fournissent des dérivations ponctuelles qui s’écrivent simplement

0
def(Eij) = (871‘3‘)(5“)4 | ((l’ij)z‘,j = f (Z l’z’ﬂz‘j)) , Vf e C™(G).
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Il s’ensuit que pour = = (x;); € R" on a

of

= x]'ax‘(x%

duney (D) = (g (0 = D)

d’ott Oju(,;) = Ija . On peut remarquer que E;; — x; 8‘9 n’est compatible au crochet
qu’au signe pres. La proposition ci-dessous éclaircira la situation.

Ezemple. — Regardons 'action de SO(3,R) sur R®. Notons z, ¥, z les coordonnées dans
R3. On vérifie facilement que s0(3,R) a une base formée des trois matrices X := E3y — Fbs,
Y .= Ei3 — E31 et Z = FEy — E5. Les formules précédentes nous donnent alors

7) = 2—z2 0, zg—xg 0, —1’2— 9
da(X)—yaZ 8y’ do(Y) = O 92’ do(Z) = By y(?a:'

On remarque que tous ces champs de vecteurs sont tangents & la sphére S2.

PROPOSITION. — Awec les notations ci-dessus, "da” est un anti-morphisme de R-
algébres de Lie, au sens ot [da(X),da(Y)] = —da([X,Y]) pour tous X, Y € Lie(G).

Démonstration. i) On vérifie que le flot de da(X) est donné par (t,m) — exp(tX)m. Il
suffit de dériver et de constater.
ii) Pour tout g € G, on a do(Ady(X)) = g.(da(X)). En effet, on a pour tout m € M :

)
do(Ady(X))(m) = de(h = hm)(Ady(X)) = de(h — ghg™'m)(X)
= dy1,0y0de(h— hg™'m)(X) = dy-1,,0,(da(X) (g7 'm))
= (g:(d(X)))(m)

iii) Différentions en ¢ = 0, I'identité
da(Adexpx)(Y)) = exp(tX).(da(Y)) = exp(—tX)*(da(Y)).

On obtient lidentité da(adx(Y)) = & (¢ = (") (da(Y)), don da([X,Y]) =
—lda(X), da(Y)], vu Pexpression (*) pour le crochet de champs de vecteurs. O

1.8.3 Algebre de Lie d’un fizateur. Soit m un élément de M. Notons G,, le fixateur
de m dans G. C’est un sous-groupe fermé de GG, donc on sait que c¢’est un sous-groupe de
Lie. La proposition précédente nous suggére un moyen de calculer son algébre de Lie.

COROLLAIRE. — Lie(G,,) = {X € Lie(G), %lt:o(t — exp(tX)m) = 0} = Ker(da(m)).

Démonstration. On sait que Lie(G,,) = {X € Lie(G),Vt,exp(tX) € Gn} = {X €
Lie(G), Vt,exp(tX)m = m}. Donc X E Lie(Gp) = L(t — exp(tX)m) = 0.
Réciproquement, supposons que dt|t ot exp(tX) ) = 0. Ceci s’écrit aussi d.(g —

gm)(X) = da(X)(m) = 0 (i.e. m est un point d’annulation du champ de vecteurs da(X)),
ce qui implique que la courbe constante t — m est une courbe intégrale du champ da(X).
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Or, on a déja vu que t — exp(tX)m en est une aussi (cf i) de la preuve de la proposition
précédente). Par unicité, on a exp(tX)m = m pour tout t.
La deuxiéme égalité est claire. ]

Exemple. — On peut recalculer les algébres de Lie des groupes classiques. Par exemple,
O(®) € GL(V) est le fixateur de la forme bilinéaire symétrique non-dégénérée ® pour
'action de GL(V') sur I’ensemble de toutes ces formes (un ouvert d’un espace vectoriel).
On obtient

Lie(O(®)) = {X € Lie(G), %tzo(t — O (exp(tX)v, exp(tX)w) = 0,Vv,w € V'}

= {X € Lie(G), ®(Xv,w) + (v, Xw) = 0,Vv,w € V}
— {X €Lie(G), X + X" =0}

COROLLAIRE. — Awec les notations ci-dessus, Uapplication g — gm induit une tm-
mersion injective G /G, — M dont l'image est lorbite O, de m sous G. Si l'action est

transitive, on a donc un difféomorphisme GG, =M.

Démonstration. Par construction du quotient, on a bien I'application g — gm induit une
application lisse G/G,, — M. Puisque Lie(G,,) = Ker(da(m)), lapplication induite
T.(G/Gy,) = Lie(G)/Lie(G,,) — T,,M est injective. Par translation elle est injective en
tout point et I’application est bien une immersion. O

Ezemple. — L’action de SO(n,R) sur la sphére S™ a partir du point m = (0,---,0,1)
induit un diffeomorphisme SO(n, R)/SO(n—1,R) — 5", et donc une fibration de SO(n, R)
sur S™ de fibre SO(n — 1, R).

1.8.4 Algébre de Lie et champs de vecteurs invariants sur GG. Supposons maintenant
que M = G avec laction par translations & droite : Ry(h) := hg™' pour tout g,h € G.
Alors

"dR(X) = (h > de(g = hg™")(X) = deLy 0 dei(X) = —d Ly (X)) = —Ex.
(Comme plus haut, £x est bien le champ de vecteur invariant ¢ gauche associé a X.)

COROLLAIRE. — L’isomorphisme Lie(G) — V(G)F du lemme 1.7.5 est un isomor-
phisme de R-algebres de Lie.

Démonstration. En effet, {xy] = —dR([X,Y]) = [dR(X),dR(Y)] = [-&x, —&v] = [€x, &)
[

Il est souvent utile, notamment en physique de savoir passer explicitement de 1’algébre
de Lie aux champs de vecteurs invariants, ou a leurs dérivations associées. La formule pour
la dérivation est :

Ox(f) : (w1 do f(Ex(2)) = duf 0 deLo(X) = de(g — f(zg))(X)).
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Eremple. — Regardons le cas de G = GL,(R) et calculons la dérivation invariante Jg,,
associée a la matrice élémentaire E;;. On en déduit que pour z = (z;5);; on a

0
(&%)w ) ((gij)i,j = f ((%: x”E”)(;g”EU)>)

ij)l]

PN _ n 0
d’ot O, = 3 4y Tk Erawe

1.9 La correspondance entre groupes de Lie et algébres de Lie

Il s’agit ici d’étudier les propriétés du foncteur G — Lie(G) de la catégorie des groupes
de Lie vers celle des algébres de Lie. Les questions naturelles que ’on peut se poser sont :

i) Toute R-AL est-elle I'algébre de Lie d'un groupe de Lie?
ii) Toute sous-R-AL de Lie(G) est-elle algébre de Lie d’un sous-groupe de Lie de G 7
ili) Que peut-on dire de 'application Homgy 1,(G, G') — Hompg_ 41 (Lie(G), Lie(G")) ?
La réponse a i) est oui, mais nous ne le montrerons que partiellement. La réponse a ii)
est non, comme le montre 'exemple suivant : G = S x St/ et h C Lie(G) = R? une droite
de pente irrationnelle. Cette droite s’intégre en un groupe de Lie immergé (enroulement de

la droite sur le tore), mais pas en un sous-groupe de Lie. Cet exemple suggére une version
affaiblie de ii) qui s’avére exacte :

1.9.1 THEOREME.— Soit G un groupe de Lie et h C Lie(G) une sous-algébre de Lie.
Alors il existe un groupe de Lie immergé i : H — G dont l’algébre de Lie est b.

Remarque. — Avec ce théoréme, la question i) se raméne & déterminer si toute algébre
de Lie se plonge dans une gl (R). La réponse est oui (théoréme d’Ado), mais nous ne le
montrerons pas. Remarquons tout de méme que si le centre 3 := {X € g,[X,g] =0} de g
est trivial, alors la représentation adjointe g — gl(g) fournit un tel plongement.

Démonstration. C’est une application du théoréme de Frobenius en géométrie différentielle.

Rappels. Soit M une variété lisse de dimension m et soit n < m. Supposons donnée une
collection D = (D(x)).en de R-sous espaces vectoriels D(z) C T, M de dimension n. On
se demande s’il existe des sous-variétés N de M vérifiant la propriété

(¥): Yy € N, T,N = D(y).
Le théoréeme de Frobenius répond & cette question, et ’outil principal est
V(D) ={{ € V(M), Vo € M, {(z) € D(x)}.

On a d’abord besoin d’une propriété de régularité de D : on dit que D est une n-
distribution si on peut recouvrir M par des ouverts U pour lesquels il existe &, .- &4 €
V(D) tels que pour tout z € U, D(z) est engendré par & (z), - -, (x).
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THEOREME. (Frobenius) — Soit D une n-distribution sur M. Supposons que V(D) est
stable par le crochet de champs de vecteurs. Alors :
— (existence) Par tout point x € M passe une sous-variété N qui satisfait (*).
— (unicité locale) Si N' vérifie la méme propriété, il existe un voisinage ouvert U de x
tel queU NN =UNN".

Par la propriété d’unicité locale, la réunion de toutes les sous-variétés conneres de M
passant par x et satisfaisant (*) est une variété immergée connexe N, p < M. La structure
de variété sur N, p est donnée comme suit. On remarque d’abord que pour N, N’ comme dans
le théoréme, N N N’ est une sous-variété ouverte de N et de N’. On munit ensuite Ng.p de
la, topologie limite inductive. Alors chaque N est un ouvert de N, p et il y a donc une unique
structure de variété sur N, p qui fait de chaque N une sous-variété ouverte.

Application. Soit h C Lie(G) comme dans le théoréme 1.9.1. Considérons la collection
Dy, définie par Dy(z) := d.L,(h). Si Xy, ---, X, est une base de b alors Dy(x) est engendré
par &x, (z),- -+, &x, () pour tout z € G, donc Dy est une distribution sur G et

V(Dy) = C*(G)ex, ® -+ & CF(G)ex,,-

Pour 1 <4, < n,on a [{x,,&x,] = {x,.x;) € Réx, @ - DRE, C V(Dy). Mais alors, la
formule

&1 ET=T11E ST+ fO(f)E = [Ou ()& Vf [ eC™(G)

montre que V(Dy) est stable par crochet de champs de vecteurs.

Soit, alors Hy p, — G la variété immergée connexe maximale passant par g fournie par
le théoréme de Frobenius. Notons simplement H := H, p . Puisque Dy est invariant par
translations a gauche, on a Hyp, = Ly(H) pour tout g € G. Or, pour h € H, on a aussi
Hj, p, = H par unicité. On en déduit que H est stable par produit. De plus, on a Lj,-1(H) =
Lp-1(Hp,p,) = H donc h™! = Lj,-1(e) € H et H est stable par inversion. Comme la lissité
du produit et de 'inverse de H découle de celle relative & GG, on en conclut que H est un
groupe de Lie immergé dans G. Par construction on a Lie(H) = Dy(e) = b. O

Passons maintenant a la question iii) posée plus haut.

1.9.2 THEOREME.— Soient G, G’ deux groupes de Lie. L’application

Homey 1ie (G, G') — Homp_ 4y (Lie(G), Lie(G"))

o do est :

i) injective, si G est conneze.

ii) bijective, si G est simplement conneze.

Démonstration. i) On sait que pour tout X € Lie(G) et tout morphisme ¢ : G — G’ on
a p(expa(X)) = exper (de(X)). Ainsi, si dp = dy' alors ¢ et ¢’ coincident sur 'image de
expg. Or celle-ci engendre G connexe, donc ¢ = ¢’
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ii) Soit f : Lie(G) — Lie(G’) un morphisme d’algébres de Lie. Considérons I'image
h du graphe I'y : Lie(G) — Lie(G) x Lie(G’). D’apres le théoreme 1.9.1, il existe un
groupe de Lie H connexe et une immersion ¢ : H — G X G’ qui induit un isomorphisme
dv : Lie(H) 5 p. L’application 7 := pry ot : H — G est un morphisme de groupes
de Lie dont la dérivée dm = prqi o di est par construction un isomorphisme. Comme G est
connexe, 7 est un revétement. Mais comme G est simplement connexe, 7 est trivial donc
est un isomorphisme. Posons alors ¢ := pro oo m~ ! On a bien dp = f. [

Remarque. — Mettant ensemble le théoréme d’existence (réponse a la question i)), le
théoréme d’existence de revétements universels, et le théoréme ci-dessus, on obtient que le
foncteur G — Lie(G) est une équivalence de catégories

{Cpes de Lie simplement connexes} —» {R-algs de Lie de dim finie}.

De plus, ce foncteur envoie suites exactes courtes sur suites exactes courtes et tout quasi-
tnverse possede le méme propriété. Ici, une suite

l— H -G K —1

est “exacte courte” si ¢ est un plongement tel que ¢(H) = Ker(¢') et ¢’ est surjectif (auquel
cas ¢’ induit un isomorphisme G/¢(H) — K). De Pautre coté, une suite

(x) 0—bh-Sge—0

est exacte courte si elle I'est en tant que suite d’espaces vectoriels (auquel cas elle induit un
isomorphisme g/ f(h) = t.) Par ce qu’on a déja vu jusqu'ici, il est clair que le foncteur Lie
envoie une s.e.c. de groupes sur une s.e.c. d’algébres de Lie. Réciproquement, partons d’une
suite exacte d’algébres de Lie (*) et intégrons-la (de maniére essentiellement unique) en

une suite H -2 G 25 K de groupes de Lie simplement connexes. Alors on peut montrer
que cette suite de groupes est exacte courte. Le point non évident est le fait que ¢ soit un
plongement, et requiert le fait que le 7o d’'un groupe de Lie est trivial.

1.10 Mesures invariantes et applications

Rappel. Une mesure de Radon sur un espace localement compact X est une forme
linéaire p sur C.(X) (fonctions continues & support compact) qui est positive, au sens ou
f = 0= p(f) > 0. On note indifféremment :

- /X fdp = /X f(x)dp(x)

Si un groupe G agit sur X, on le fait agir sur C.(X) par la formule gf(z) := f(¢g ')
et sur les distributions par la formule gu(f) = u(g1f), si bien que l'on a

/Xf@)d@u T) = /(9 L) (a /fgx du(z

La distribution p est dite invariante si gu = p pour tout g.
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1.10.1 THEOREME.— Sur un groupe de Lie G, il existe une mesure de Radon p invari-
ante a gauche et non nulle, et celle-ci est unique a un facteur positif pres.

Remarque. — Ce résultat est vrai sur tout groupe localement compact et est connu
comme le théoréme de Haar. La mesure p est appelée mesure de Haar (6 gauche).

Démonstration. Notons n la dimension de G. Soit dX une n-forme alternée non nulle sur
Lie(G). C’est aussi une mesure de Lebesgue sur Lie(G) (pour une orientation convenable).
Pour tout g € G posons w(g) := L;(dX), qui est une n-forme alternée sur 7,G. On obtient
ainsi une forme volume w sur G, i.e. une section lisse du fibré canonique QG = A" T*G qui
ne s’annule nulle part, et qui est invariante par translations & gauche : Ljw = w pour tout
g € (. La théorie de I'intégration sur les variétés associe alors & w une mesure positive p
qui, comme w, est invariante par translations a gauche.

On peut dans notre cas construire o de la maniére suivante. Soit & un voisinage ouvert
de 0 dans Lie(G) tel que exp,, réalise un diffeomorphisme U — V = exp(U). La mesure
exp*(wyy) sur U est de la forme (X )dX pour une fonction lisse € sur ¢ qui ne s’annule pas
et vaut 1 en 0, donc est (strictement) positive. Soit f € C.(G) de support Supp (f) inclus
dans V. On pose alors

u(f) = / f(exp(X))exp* (w) = /M f(exp(X))e(X)dX.

Si g € G est tel que Supp(gf) = gSupp (f) C V, alors l'invariance de w par L, implique
que u(f) = p(gf). Par conséquent, si plus généralement on part de f € C.(G) dont le
support est inclus dans un gV pour un g € G, alors on peut poser u(f) := u(g='f) et
cela ne dépend pas du choix de g. Finalement, pour f € C.(G) quelconque, on peut avec
une partition de 'unité Pécrire sous la forme f = """, f; ou Supp (fi) est inclus dans un
translaté de V. Alors Pexpression p(f) := > ., u(f;) ne dépend pas de cette écriture et
définit la mesure de Radon invariante & gauche p souhaitée.

On peut aussi préciser la forme de exp*(w) sur U ou du moins sur un ouvert symétrique
U C U tel que (exp(U))? C V.En effet, pour X € U’ considérons 'application ay : U’ —
U, Y — exp!(exp(X)exp(Y)). Cest un diffeomorphisme de U’ sur son image, qui envoie
0 sur X. En suivant la définition de w, on trouve exp*(w) = det(dy(ax))dX.

On a donc prouvé I'existence. Pour I'unicité, on peut remarquer que I'espace des sections
invariantes de Qg = N\"(T*G) est clairement de dimension 1. O

Eremples. — Notons dz la mesure de Lebesque sur R ou sur un R-ev de dimension finie.

i) Sur G = R, la mesure dx est invariante (& gauche et a droite).

ii) Sur G = R*, la mesure d*z := ﬁr—m‘ est invariante.

)
iii) Sur G = S, “la” mesure invariante est donnée par [, fu = fol f(exp(2imh))do.
)

iv i dzAdz __  dzdy

est invariante.

_ (X i
Sur G = C*, la mesure 3= oy
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v) Sur G = GL,(R)?, la mesure ‘detd(ﬁ est invariante & gauche et & droite. En effet,
commencons par faire agir G sur R" et notons dx = dx; - - - dx,, la mesure de Lebesque

sur R™. Alors on sait bien que

flgz)de = | f(x)|det(g)| " dz, Vf € C(R).
R’Il R"L
Faisons maintenant agir G sur M, (R) par multiplication & gauche et notons dz =
dxyy - - -drpdegg - dx,, la mesure de Lebesgue sur M,,(R). Alors en décomposant
M, (R) =R" @ --- @ R" selon les colonnes, on trouve

/ f(g)dz = / f(@)|det(g)| "dz, Vf € Co(M,(R)).
My, (R)

M, (R)

Il s’ensuit que
/f(gz)ldet(x)_”|d$ = /f(fB)det(g‘lw)_"lldet(g)l_”ldx
G a
_ /f(:c)]det(a:)”\dx, Vf € C(G).
G

Remarque. — Si ¢ : G’ =4 @ est un isomorphisme et w une forme volume invariante a
gauche sur G, alors ¢*(w) est clairement une forme volume invariante a gauche sur G’. Ceci
s’applique a G' = G et ¢ = Int,. Par unicité de la forme volume invariante & un scalaire
prés, on obtient que Int;(w) = A(g)w et I'application g — A(g) € R* est multiplicative.
Pour calculer A(g) on regarde au point e. On a Intj(w)(e) = Adj(w(e)) = Ady(dX) =
det(Ad,).dX d’ott A(g) = det(Ad,). Passant aux mesures invariantes, on obtient Int (1) =
[ det(Ady)|

1.10.2 Mesures invariantes a droite. Le théoréme ci-dessus reste évidemment valable
pour les mesures invariantes & droite. Mais la remarque précédente donne un moyen de
passer de gauche a droite (!). En effet, si w est une forme volume invariante a gauche, on a

R (w) = Ry Ly (w) = Int}(w) = det(Ad,)w.
On a donc obtenu :

PROPOSITION. — Si p est une mesure invariante & gauche, la mesure | det(Ad)|.u est
invariante a droite.

On dit que G est unimodulaire, si |det(Ad)| = 1. On peut montrer que les groupes
classiques sont unimodulaires, mais ’exemple le plus simple est le suivant :

Ezemple. — Supposons G compact. Puisque I'image de G par |det Ad| est un sous-
groupe compact de R, on a |det(Ad)| = 1. Ainsi toute mesure invariante & gauche p sur
G compact est invariante & droite. On normalise généralement u par u(G) = p(lg) = 1.
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1.10.3 Applications. Beaucoup d’applications de 'existence de mesures invariantes
sont des variantes de I’énoncé suivant :

LEMME. — Supposons G compact et notons i la mesure de Haar normalisée sur G. Soit
p: G — GL(V) une représentation et v € V. Alors v := [, p(x)(v)du(x) est un vecteur
G-invariant de V.

Démonstration. En effet, on a p(g)(0) = [, p(gz)(v)du(z) = [, p(x)(v)du(z) = v pour
tout g € G. ]

Ezemple. — Soit G un sous-groupe compact de GL(V'), et (, ) un produit scalaire eu-
clidien sur V. Posons

O (v,w) := /G(xv,a:w>d,u(a:).

C’est une forme bilinéaire symétrique définie positive puisque (, ) l'est. Elle est de plus
invariante par G, ce qui signifie aussi que G C O(®). On en déduit :

COROLLAIRE. — Tout sous-groupe compact de GL,(R) est conjugué a un sous-groupe
de O(n,R).

FEzercice. — Montrer que tout sous-groupe compact de GL,(C) est conjugué a un sous-
groupe de U(n).

1.11 Groupes de Lie complexes. Complexification.

1.11.1 Groupes de Lie complexes. Un groupe de Lie complexe est une variété com-
plexe munie d’une structure de groupe telle que la multiplication m et 'inverse i sont
holomorphes.

Ezemples. — GL,(C), Sp,,(C), SO,(C), mais pas U(n)!

Si V est une variété complexe, alors sa variété lisse sous-jacente M est munie d’une
“structure presque complexe”; i.e. une section J de Endg(7T'M) telle que J? = —id (celle-ci
donne la multiplication par ¢ sur chaque espace tangent T, M.) On en déduit que l’algébre
de Lie d’un groupe de Lie complexe est une C-algebre de Lie.

Réciproquement, si G est un groupe de Lie dont l'algébre de Lie est munie d’une
structure complexe (donc est une C-algeébre de Lie), alors on peut étendre celle-ci par
translation en une structure presque complexe sur G.

Fait. — Cette structure presque complexe provient d’une (unique) structure complexe
sur G. De plus, un morphisme lisse ¢ : G — G’ entre groupes de Lie complexes est
holomorphe si et seulement si d.p est C-linéaire.

La premiére assertion est une conséquence du critére de Newlander-Nirenberg d“intégra-
bilité” d’une structure presque complexe. La seconde est plus facile.
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PROPOSITION. — Tout groupe de Lie complexe compact connexe est abélien, et de la
forme C™ /T pour un réseau cocompact I' de C".

Démonstration. Les coeflicients de g — Ad, € gl,(Lie(G)) sont holomorphes, donc con-
stants puisque G est compact et connexe. Donc Ady = idye(q) pour tout g et par connexité
Int, = idg pour tout g. Ainsi G est abélien. Il s’ensuit que exps : Lie(G) — G est
un morphisme de groupes de Lie, et puisque sa différentielle en 0 est I'identité, c’est un
revétement. Le noyau I' est discret et cocompact, et on a Lie(G)/T' — G. O

1.11.2 Complexification des algébres de Lie réelles. Si g est une R-algébre de Lie, alors
gc = C ®g g est naturellement une C-algébre de Lie appelée “complexification de g”. Le
couple (gc,t: g = gc) posséde la propriété universelle suivante : pour toute C-algébre de
Lie h 'application

Homc_az(gc,h) — Homg az(g,b)
f = fou
est une bijection. Cela découle de la propriété universelle du produit tensoriel. On dit aussi
que g est une forme réelle de gc.

Ezemple. — gl (R) est évidemment une forme réelle de gl,(C), mais u(n) en est une
autre. En effet 'application

Ceru(n) — gl,(C)
z2QM — zM

est un isomorphisme de C-algébres de Lie. I’isomorphisme inverse est donné comme suit. Si
M € M,,(C) on I'écrit sous la forme M = A+ H avec A anti-hermitienne et H hermitienne
(on adonc A= 1(M —'M) et H= (M +'M)), et on envoie M sur 1 ® A —i ® iH dans
C ®r u(n)

1.11.3 Complexification des groupes de Lie. Il n’y a pas moyen d’étendre les scalaires
aussi facilement que pour les algébres de Lie. Néanmoins la discussion précédente suggere
la définition suivante :

DEFINITION. — Soit G un groupe de Lie. Un couple (G.,t. : G — G.) formé d’un
groupe de Lie complexe G, et d’un morphisme de groupe de Lie est appelé complexification
de G s’il posséde la propriété universelle suivante : pour tout groupe de Lie complere H,
Uapplication

HomGpLieComp<Gc> H)
2

Homeyrie (G, H)

_)
oL
est bijective.

La propriété universelle assure 'unicité d’une éventuelle complexification. Pour 'exis-
tence, on peut citer le théoréme suivant, que nous ne démontrerons pas.

THEOREME. — Tout groupe de Lie compact connexe G admet une complezification
(G, t). De plus on a
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i) v est un plongement et (G) est un sous-groupe compact mazimal de G..
ii) (Lie(G.),dv) est la complezification de Lie(G).
On dit encore que G est une forme réelle de G..

Ezemple. — SU(n) et SL,,(R) sont des formes réelles de SL,(C). Pour SU(n) cela découle
du diagramme suivant (o G désigne un groupe de Lie complexe)

HomGpLieComp<SLn<(C)7 G) = HomGpLie(SU(n)a G)

| |

Homge_ar(sl,(c), Lie(G)) > Homg_ 4/ (su(n), Lie(@))

dans lequel la fléche du bas est bijective puisqu’on a vu que su(n) est une forme réelle de
5[, (C), et les fleches verticales sont bijectives puisque SU(n) et SL,(C) sont simplement
connexes. Pour SL, (R) on peut former le méme diagramme, mais on ne sait pas a priori
que la fleche de droite est surjective car SL,,(R) n’est pas simplement connexe. Cependant
on sait qu’elle est injective et cela suffit pour conclure a la bijectivité de la fléche du haut.

Exemple. — Les plongements suivants sont des complexifications :

i) S — C*, ii) U(n) — GL,(C), iii) SO(n) < SO(n,C), iv) GL,(R) — GL,(C).
Pour i), si S %+ G est un morphisme vers G complexe, soit X := ﬁdgp(l). Alors le morphisme
C — G, z — expg(2X) est un morphisme de groupes holomorphe, qui est trivial sur 2i7Z. 1l se
factorise donc par le quotient C* = C/2inZ (induit par z — €*) en un morphisme C* — G
qui prolonge ¢ si I'on identifie S' & {z € C*, |z| = 1}.

1.12 Représentations de dimension finie

1.12.1 Catégories de représentations. Désignons par K le corps R ou C et rappelons

les définitions de base.

i) Si G est un groupe de Lie,

— une représentation o coefficients dans K est un couple (V, p) ou V est un K-espace
vectoriel et p : G — GL(V) un morphisme lisse !. On simplifie souvent la notation
en posant gv = p(g)(v) pour g € Get v e V.

— Un morphisme de représentations a coefficients dans K entre (V, p) et (V', p') est une
application K-linéaire f : V' — V' telle que Vg € G, p'(g) o f = f o p(g), ce qui en
notation simplifiee donne Vg € G,Yv € V, f(gv) = gf(v). On note Homgg(V, V') le
K-e.v. formé par ces morphismes, et on pourra omettre K s’il n’y a pas d’ambiguité.

ii) Si g est une R-algébre de Lie,

— une représentation o coefficients dans K est un couple (V,7) ot V est un K-espace
vectoriel et 7 : g — GL(V') un morphisme de R-algébres de Lie. On simplifie souvent
la notation en posant Xv = r(X)(v) pour X € get v € V.

1. ou continu, on a vu que c’est équivalent.
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— Un morphisme de représentations a coefficients dans K entre (V,r) et (V' 1) est une
application K-linéaire f : V — V' telle que VX € g, r'(X)o f = for(X), ce qui en
notation simplifiée donne VX € g, Vv € V, f(Xv) = X f(v). On note Homgg4(V, V’) le
K-e.v. formé par ces morphismes, et on pourra omettre K s’il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque. — Plusieurs exemples naturels sont avec coefficients réels (comme la représen-
tation adjointe), mais on verra que la théorie est plus agréable avec coeflicients complexes.

Avec ces définitions, on obtient deux catégories Repg(G) et Repg(g), dont les objets
sont les représentations de dimension finie. On voit aisément que ces catégories sont abéli-
ennes et que les noyaux, conoyaux et sommes directes commutent au foncteur d’oubli
vers la catégorie des K-espaces vectoriels. En d’autres termes, si f : V' — V' est un mor-
phisme de représentations, alors son noyau est une sous-représentation de V', son image une
sous-représentation de V', et son conoyau posséde une unique structure de représentation
rendant la projection depuis V' continue (“représentation quotient”). De méme on définit
la somme directe de deux représentations comme la somme directe des espaces sous-jacents
munie de 'action évidente de G ou g.

Ezxercice. — Vérifier les assertions de la phrase précédente.

1.12.2 Le foncteur “dérivation”. Si (V,p) est une représentation de G, on peut lui
associer par dérivation une représentation (V,dp) de Lie(G). De plus, si f: V — V/ est
un morphisme de représentations de G, c’est aussi un morphisme des représentations de
Lie(G) associées, puisque en dérivant au point g = e I'égalité f o p(g) = p'(g) o f on trouve
VX € Lie(G), fodp(X)=dp (X)o f. On obtient ainsi un foncteur exact

Repg(G) — Repg(Lie(G))
(V.p) = (V,dp) ’

qui est I'outil le plus important pour étudier les représentations de G.

PROPOSITION. — Le foncteur “dérivation” ci-dessus est :
i) pleinement fidéle si G est conneze.

i) essentiellement surjectif (et donc une équivalence de catégories) si G est simplement
conneze.

Démonstration. i) 1l s’agit de prouver que 'application Homg(V, V') — Homypee)(V, V')
est bijective pour tous V, V' € Repg(G). L'injectivité est tautologique. Pour la surjectivité,
on utilise la formule p(expg (X)) = expgy, v (dp(X)) qui montre quesi f € Homye(q) (V, V'),
alors pour tout g dans exp,(Lie(G)), on a f o p(g) = p'(g) o f. Or, 'ensemble des g € G
pour lesquels cette égalité est vraie est un sous-groupe. Mais puisque G est connexe, il est
engendré par expg(Lie(G)) et cette égalité est donc vraie pour tout g.

ii) découle du ii) du théoréme 1.9.2 appliqué a r : Lie(G) — gl(V). O

Remarque. — 11 est important ici de se limiter aux représentations de dimension finie.
Il existe des représentations de dimension infinie de sly(C) qui ne s’intégrent pas a SLy(C).
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1.12.3 Variantes complezes et astuce de Weyl unitaire. Ici K = C.

i) Si G est un groupe de Lie complexe, une représentation holomorphe de G est une
représentation complexe (V) p) telle que p soit holomorphe. Ces représentations forment
une sous-catégorie pleine Rep™!(G) de Repq(G).

ii) Si g est une C-algébre de Lie, on dira par analogie qu'une représentation complexe
(V,r) de g est “holomorphe”? si r est C-linéaire. On obtient aussi une sous-catégorie pleine
Rep*!(g) de Repe(g).

iii) Le foncteur dérivation envoie Repi(G) dans Rep!(Lie(G)), est pleinement fidéle
si G est connexe, et essentiellement surjectif si G est simplement connexe.

Complezification : partons d’une R-algébre de Lie g. Toute représentation complexe r :
g — gl(V) se prolonge uniquement en une représentation “holomorphe’rc : gc — gl(V).
En fait la propriété universelle de ’extension des scalaires montre que le foncteur

Repe(g) — Rept™(gc)

ainsi obtenu est une équivalence de catégories, inverse du foncteur de restriction
Rep (gc) — Repe(9).

De méme, si ’on part d’un groupe de Lie G et d’une complexification G — G, on a,
par restriction, un foncteur

Rep” (Ge) = Repe(G).

La propriété universelle d’une complexification montre que ce foncteur est essentiellement
surjectif. En passant aux algébres de Lie, on constate qu’il est aussi pleinement fidéle, et
donc une équivalence de catégories si ces groupes sont connexes.

FEzemple. (Astuce unitaire de Weyl) — Regardons le diagramme

Repg(SLy(R)) <=~ Repg! (SLy (C)) ~= Repe(SU(n))

T )

Repg(sl,(R)) < Rep?:d(ﬂn((c)) ——— Repc(su(n))

On vient de voir que tous les foncteurs de restriction sont des équivalences de catégories. Les
deux foncteurs de dérivation pour SU(n) et SL,,(C) sont aussi des équivalences de catégories
car ces groupes sont simplement connexes. Il s’ensuit que le foncteur de dérivation pour
SL,(R) est aussi une équivalence de catégories, bien que celui-ci ne soit pas simplement
connexe. De cette maniére on raméne l’é¢tude des représentations de SL,(R) a celle du
groupe SU(n) qui est compact.

On en déduit aussi la propriété suivante : un revétement non trivial de SL,(R) ne se
plonge dans aucun GL,(C).

2. Cette terminologie est non-conventionnelle mais assez logique ici. On la changera un peu plus loin...
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1.12.4 Représentations triviales, unités, vecteurs invariants. Soit V' I'espace vectoriel
d’une représentation d’un groupe de Lie G ou d’une algébre de Lie g. On note

~ (groupes) : V& :={v € V,Vg € G, gv = v} le s.e.v. des vecteurs invariants sous G.

— (algébres) : V9 :={v € V,VX € g, Xv = 0} le s.e.v. des vecteurs annulés par g.

Ezercice. — Si (V, p) est une représentation de G' conneze, montrer que V(@ = VG,

Une représentation V de G, resp. de g, est dite triviale si V =V, resp. si V = V8,
La représentation unité de G, resp. g, est I'espace vectoriel K muni de la représentation
triviale. On la note simplement K en I'absence d’ambiguité.

1.12.5 Produit tensoriel, contragrédiente, Hom interne. Soient V, V' deux K-espaces
vectoriels sous-jacents de représentations p, p’ d’'un groupe de Lie G, ou 7,7’ d’une algébre
de Lie g.

i) On munit V ®x V' de la représentation produit tensoriel définie par :

— (groupes) g — p(g) ® p'(g), ou encore g(v @) := gv® gv', Yo € Vo' € V.

— (algebres) X — r(X) ®idy +idy @r'(X), ou encore X (v @v') := Xo @1 +0v® X0/,

Yoe Vv eV’

Exercice. — Vérifier que la seconde définition fournit bien une représentation de g, puis
vérifier que la dérivée de p ® p’ est bien dp ® id +id ®dp’.

Ezercice. — Si V' = K est la représentation unité, vérifier que V ®@x K ~ V (ceci
expliquant la terminologie “représentation unité”).

ii) On munit Homg (V, V') de la représentation Hom interne définie par

= (groupes) (g, f) = (g) o f 0 plg™), ou encore : (9f)(v) := gf(g~'v), Yo € V.

— (algebres) (X, f) = r(X)o f — for(X), ouencore : (Xf)(v) = Xf(v)— f(Xv),
VoeV.

On notera Homg (V, V') cette représentation Hom-interne (avec un H).

Ezxercice. — Vérifier que ces formules définissent bien des représentations, et que la
dérivée du Hom interne pour G est le Hom interne pour Lie(G).

Remarque. — On a Homg(V, V') = Homg(V, V') et Homy(V, V') = Homg (V, V')S.

iii) Un cas particulier important du ii) est lorsque V' = K est la représentation unité.
Dans ce cas on note simplement V'V := Homg(V,K) et on Pappelle contragrédiente (ou
aussi duale) de V.

Le produit tensoriel et le Hom interne sont liés de la maniére suivante :

LEMME. — Le morphisme VY Qg V' — Homg(V, V') qui envoie v* @ v' sur le mor-
phisme (v,v") — (v, V")V est un isomorphisme de représentations.

Démonstration. Exercice. O]

1.12.6 Réduction des représentations. Une représentation V' (d’un groupe de Lie ou
d’une algébre de Lie) est dite :
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— drréductible si ses seules sous-représentations sont {0} et V.
— complétement réductible si elle est somme directe de sous-représentations irréductibles.
— ndécomposable si elle n’est pas somme directe de deux sous-représentations.

FEzemple. (Le cas g = R) — Une représentation (V,r) a coefficients dans K de g = R
est déterminée par I’endomorphisme X :=r(1) € Endg (V). Lorsque K = C, on voit que :
— V est irréductible si et seulement si dime (V) = 1 (existence de droites propres.)

— V est complétement réductible si et seulement si X est diagonalisable.

— V est indécomposable si et seulement si dans la décomposition de Jordan X =
X5 + X, Pordre de nilpotence de X,, est la dimension de V' (et X est alors une
homothétie).

Par contre, lorsque K = R, une représentation irréductible de g = R peut étre de

. . 0 1
dimension 2. Par exemple, celle donnée par (1) = ( 10 >
FEzercice. — Soit (V) p) une représentation de dimension finie d’un groupe de Lie con-
nexe G. Montrer que (V,p) est irréductible, resp. indécomposable, resp. complétement
réductible, si et seulement si (V, dp) lest.

Ezercice. — Montrer que V' est irréducible, indécomposable ou complétement réductible
si et seulement si V'V Dest.

On voit facilement par récurrence descendante sur la dimension que toute représenta-
tion de dimension finie est somme directe de sous-représentations indécomposables. Ainsi,
comprendre la catégorie Repg(G) ou Repg(g) nécessite a priori de classifier les représen-
tations indécomposables. Dans 'exemple ci-dessus, elles sont classifiées par la dimension
et I'unique valeur propre de X. Mais en général, ce probléme peut devenir trop difficile,
voire sans espoir, par exemple pour I'algébre de Lie abélienne g = R? (pour laquelle une
représentation revient a ce donner 3 endomorphismes commutant 2 & 2 d’un espace V).

Les choses se simplifient beaucoup si I’on sait que les représentations de G ou de g sont
toutes complétement réductibles. Dans ce cas, il suffit de classifier les irréductibles, et cela
s’avére souvent plus facile.

Nous verrons que cette propriété de compléte réductibilité est satisfaite pour les groupes
classiques “semi-simples”. En attendant, montrons qu’elle ’est pour les groupes compacts.

LEMME. — Pour une représentation V', les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) toute sous-représentation W de V' admet un supplémentaire stable (donc une sous-
représentation) W @ W = V.

ii) V est complétement réductible,

iii) V est somme de ses sous-représentations irréductibles.

Démonstration. i) = ii). Par récurrence sur la dimension de V. Si V' est irréductible (donc
en particulier si dim(V') = 1) il n’y a rien a faire. Sinon, prenons une sous-représentation
W de V' de dimension > 0 minimale. Elle est donc irréductible et, par hypothése, admet
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un supplémentaire stable V’. Montrons que V' satisfait encore i). Soit W’ C V' une sous-
représentation, et soit W un supplémentaire stable de W& W' dans V. Alors sa projection
sur V' (le long de W) est un supplémentaire stable de W’ dans V'. Ainsi V' satisfait i) et
par hypothése de récurrence, V' est somme directe d’irréductibles. Donc V = W @& V' aussi.

ii)=- iii) est tautologique.

iii)= i). Montrons que W C V admet un supplémentaire stable par récurrence sur la
codimension de T. Si la codimension est nulle il n’y a rien a faire. Sinon, il existe (par
hypothése) une représentation irréductible U de V telle que U ¢ W, et donc WNU = {0}.
L’hypothése de récurrence appliquée a W @ U nous fournit W] supplémentaire de W & U
et il n’y a plus qu’a poser W' :=U & W7. ]

LEMME. — Soit V une représentation compleze (resp. réelle) munie d’un produit scalaire
hermitien (resp. euclidien) invariant au sens suivant :

— (groupes) Yv,v' € V\¥g € G, (gv, gv') = (v,v)

— (algébres) Yv,v' € V.VX € g, (Xv,v) + (v, Xv') = 0.
Alors V' est complétement réductible.

Démonstration. En effet, soit W C V un sous-espace stable. Alors son orthogonal W+ =
{v € V,Yw € W, (v,w) = 0} est en somme directe W & W+ (puisque (,) est défini positif)
et est stable. ]

Remarque. — Si l'on écrit V(v,w) = (v,w), la condition d’étre “invariant” équivaut
a G C U(V) (groupes) ou g C u(V) (algebres) dans le cas complexe et G C O(V¥) ou
g C 50(V) dans le cas réel.

1.12.7 COROLLAIRE.— Soit G un groupe de Lie compact. Toutes les représentations de
dimension finie de G sont complétement réductibles.

Démonstration. On a vu comme application de 'existence des mesures de Haar que pour
tout sous-groupe compact H de GL(V), il existe sur V un produit hermitien/euclidien
invariant sous H. Il suffit de 'appliquer a I'image de G dans GL(V') par la représentation
considérée, puis d’appliquer le lemme précédent. O

Exemple. (Le cas G = S') — Une représentation complexe irréductible de S* fournit par
dérivation une représentation complexe irréductible de Lie(G)) = R, donc est de dimension
1, donnée par un homomorphisme S — GL;(C) = C*. Un tel homomorphisme est de
la forme z — 2" pour un n € Z, si on identifie S! = {z € C,|z| = 1}. Ainsi, toute
représentation V de S! est isomorphe a une somme directe @,czV, 2 on V,, = (C, z +— 2")
et e, est la “multiplicité” avec laquelle V,, apparait comme sous-représentation de V.

Application.— Toutes les représentations complexes de SU(n) sont complétement ré-
ductibles. 11 en va donc de méme de celles de su(n), sl,(R) et SL,(R), ainsi que des
représentations holomorphes de SL,,(C) et s[,,(C). Il suffira de classifier les irréductibles de
I'un de ces objets pour classifier celles des autres. Nous le ferons pour sl3(R) au prochain
paragraphe.
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1.12.8 Lemme de Schur. Soit f : V — V' un morphisme de représentations irré-
ductibles. Si f est non nul, on a Ker(f) # V donc Ker(f) = 0 par irréducibilité de V, et
de méme Im(f) # 0 donc Im(f) = V' par irréductibilité de V'. Ainsi, f est soit nul, soit
inversible.

En particulier, si V' est irréductible de dimension finie, Endgq (V') est une K-algebre a
division de dimension finie. On sait que si K = C cela implique Endcg (V) = C (lemme de
Schur). Si K =R, on peut avoir Endgg (V) = R, C ou H.

Application. — Une représentation complétement réductible V' s’écrit de maniére unique
(& Tordre prés) sous la forme V = V"' @ ... @ V2 avec Vj,---,V, des représenta-
tions irréductibles 2 a 2 non isomorphes. En effet, on retrouve la multiplicité e; comme

dlmK<HOII1]Kg<V;, V))/ dlmK(Enng(VL))
La fin du 1.12 n’a pas été traitée en cours.

1.12.9 Représentations d’un produit. Soient G, G’ deux groupes, ou g, g’ deux algebres de Lie.
Si W est une représentation complexe de G, resp. g, et W’ une représentation de G’, resp. g’, on
munit W ®@c W’ de la représentation (g, ¢")(v®@v') := (gv,gv’) de G x G', resp. (X, X") (v @) :=
Xov+v X0 degdyg.

PROPOSITION. — Dans chacune des deuz situations (groupes ou algébres), on a :
i) SiW et W' sont irréductibles, alors W @c W' Uest aussi (pour le produit!).

ii) Toute représentation complexe irréductible V de GxG', resp. g®yg’, est de la forme Woc W'
comme ci-dessus.

i) Si W et W' sont complétement réductibles, alors W ¢ W' aussi.

Démonstration. Pour fixer les notations, nous traitons le cas des groupes. Celui des algébres
et totalement analogue. Commencons par une construction générale. Si W € Repc(G) et V €
Repc (G x G'), on munit Homcg(W, V) de la représentation de G’ définie par (¢'f)(w) :=
(e,d")f(w) (c’est une variante de la construction “Hom interne”). On a alors une application

d’évaluation :
evwy : W ®&cHomeg(W, V) — V

wef = f(w)

On vérifie aisément que ¢’est un morphisme de représentations de G x G’ (exercice : le vérifier !).

Supposons maintenant que V et W sont irréductibles, et que W est isomorphe a une sous-
représentation irréductible de V|g. Dans ce cas, evy,y est non nulle, et donc surjective. Soit
n' := dimc(Homcg (W, Vig))- On a donc une surjection wer' Vig- Cela montre que V|g est
complétement réductible, isomorphe & W®€ pour un e < n/. Mais alors le lemme de Schur nous
dit que n’ = e, et finalement on a montré que evyy est un isomorphisme. Il s’ensuit aussi que
W' est irréductible pour G’ et que V| =~ W' ou n = dime(W).

On a donc prouvé ii). On en déduit aussi i) en appliquant ceci & une sous-représentation
irréductible non nulle de W ®@¢c W'

Il reste & prouver iii). Mais si W = @, W; et W' = B, W/ avec les W; et les W irréductibles,
alors W@ W' =@, ; W; ® W} est une décomposition en somme d’irréductibles. O

44



Université Pierre et Marie Curie Master de Mathématiques

1.12.10 COROLLAIRE.— Soit g une C-algébre de Lue,

i) Si les représentations “holomorphes” de g sont complétement réductibles, il en est de méme
de toutes les représentations complexes.

i1) Les irréductibles de g sont de la forme (V, p)@(V', ') pour (V, p) et (V', p') deuz irréductibles
holomorphes, et p' la représentation conjuguée de p' (qui est donc “antiholomorphe”, ie C-
semilinéaire).

Démonstration. L’idée est d’utiliser I’équivalence de catégories Rep(}éd(g(c) = Repc(g) donnée

par restriction des représentations. Notons g la C-algébre de Lie g sur laquelle 'action de C est la
conjuguée de celle sur g. Ainsi 1"identité” est un isomorphisme semi-linéaire entre g et g, et les
représentations “holomorphes” de g sont les représentations “antiholomorphes” de g. Maintenant,
le morphisme
gc=Corg — 907
20X — (2X,zX)

est un isomorphisme de C-algébres de Lie. D’apreés la proposition précédente, toute représentation
irréductible “holomorphe” de gc est donc de la forme V ®@c V avec V irréductible holomorphe de
g et V irréductible holomorphe de g. Par restriction a4 g C gc on en déduit le ii). Le i) se prouve
de maniére analogue. O

1.13 Représentations irréducibles de sl;(R) et de ses avatars

Nous allons ici classifier les représentations complexes irréductibles de sly(R), puis en
déduire une classification des irréductibles de sl5(C) et des groupes SLo(R), SU(2), SLy(C)
ainsi que SO3(R). Nous avons vu que les représentations de tous ces objets sont compléte-
ment réductibles, donc cela décrit, a isomorphisme prés, toutes les représentations de ces
objets.

Les techniques et résultats intermédiaires utilisés pour classifier les irréductibles de
sly(R) seront fondamentaux pour notre étude ultérieure des algébres de Lie “semi-simples”.

1.13.1 Représentations irréductibles de g = slo(R). Rappelons que dimg(sly(R)) = 3.
On utilisera la base (E, H, F') suivante :

() (3 %) - (11)
Le crochet de g := sl3(R) y est déterminé par les formules suivantes :
(H,E]=2E, [H,F|=—2F |[E, F]=H.
Si (V,r) est une représentation de g = sly(R) et A € C, on notera
Vi = Ker(r(H) — Aidy).

Si V) # 0, c’est 'espace propre de la valeur propre A de r(H). On dit alors que X est un
poids de H dans V.
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LEMME. — Soit (V,1) une représentation complexe de g et A € C un poids de H dans
V. Alors r(E)V\ C Vg et 7(F)V) C Vy_s.

Démonstration. Soit v € V. On a HEv = EHv + [H, EJlv = AEv+ 2Ev = (A +2)Ev. De
méme HFv = (A —2)Fw. O

PROPOSITION. — Pour tout entier m € N, il existe une unique (G isomorphisme prés)
représentation complexe irréductible (V,,,r,,) de g de dimension m + 1. De plus, les poids
de H dans V,, sont {—m,—m +2,---,m — 2, m}.

Démonstration. i) Montrons d’abord 'unicité. Soit V une représentation complexe irré-
ductible de g, soit Ay un poids de partie réelle maximale et soit vy € V), non nul. D’apres
le lemme précédent, on a alors E'V), = 0.

Posons v, = %F’“UO et W = Vectc{vr,k € N} l'espace engendré par les vg. Par
construction, cet espace est stable par F, et puisque les v, sont vecteurs propres de H
(lemme précédent), il est aussi stable par H. Montrons qu’il est stable par E. On a vu que
FEvy =0. Pour k> 1, 0n a

1 1 1
Evk = %EFUk*I = % (FEU]C,1 + [E, F]kal) = E (FEU;C,1 + ()\0 — 2k + Q)kal) .

Ceci nous permet de montrer par récurrence que Ev, = (Ag — k + 1)vg_1.

On en conclut que W est une sous-représentation non nulle de V, donc par irré-
ductibilité, que W = V. Les v non nuls sont linéairement indépendants, puisque associés
a des valeurs propres 2 a 2 distinctes de H, d’ou une base vy, ---,v,, de V, en posant
m = dim¢ (V') — 1.

Pour déterminer Ay, on remarque que puisque H = [E, F], on doit avoir tr(r(H)) = 0.
Or, tr(r(H)) =X+ X —2)+ -+ (Ao —2m) = (m+ 1)A\g — m(m + 1). Il vient Ay =m
et finalement les poids sont bien ceux annoncés.

ii) Tl faut maintenant vérifier I'existence. Pour cela, il suffit de vérifier que les matrices
de M,,4+1(C) suivantes :

m+1 m m
H, = Z(m —2i+2)E;;, E, = Z(m — i+ 1)Ejiy, et = ZiEHLi
=1 =1 i—1

satisfont les relations [H,,, Ey] = 2E,,, [Hm, Fn] = —2F,, et [E,, F,,] = H,,. Aprés quoi
il ne reste qu’a poser r,,(H) := Hp,, rn(E) := Ep, et 7, (F) == Fy,. O

Remarque. — En petite dimension, on reconnait des représentations familiéres :

— (Vb,m0) est la représentation unité de g.

— (Vi,71) est la représentation “standard” donnée par U'inclusion g C gl,(C).

— (Va,12) est la représentation adjointe (complexifiée) g — gl(gc) ~ gl;(C).

En général, on peut montrer que (V,,r,) ~ Sym™(Vi,r1), la puissance symétrique
m-éme (Vy,71) dont 'espace sous-jacent est Sym™(V}) = (V, @V, ® - - @ V)% et action
de g est quotient de la représentation produit tensoriel.
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Remarque. — La représentation (V,, 7,,) est appelée représentation irréductible de plus
haut poids m. Notons que les seules propriétés de la base E, H, F' qui entrent dans la
preuve sont les formules [H, F] = 2E, [H,F] = 2F et [E,F] = H. Toute autre base
(E', H', F') vérifiant ces propriétés est conjuguée & (E, H, F') sous 'action de GLy(R). En
effet, les formules du ii) de la preuve ci-dessus appliquées a la représentation standard nous
fournissent une base vy, v; de R? dans laquelle les matrices de (E', H', F') sont justement
E, H F.

Par ailleurs, pour tout réel A > 0 on peut construire une représentation irréductible de
plus haut poids A, mais de dimension infinie...

FEzercice. — Soit (V,r) une représentation de sly(R).

i) Montrer que V est somme de ses sous-espaces de poids, que ses poids sont entiers, et
que la fonction multiplicité A — mult(\, V) := dim(V),) est une fonction décroissante
de la valeur absolue |\| lorsqu’on la restreint & 2Z ou a 27Z + 1.

ii) Montrer que V ~ @, V.2 ou e,, = mult(m, V) — mult(m + 2,V).

1.13.2 Représentations irréductibles des algebres apparentées.

i) la C-algébre sly(C). Par ce qu'on a vu jusqu’ici, les représentations irréductibles
“holomorphes” de sly(C) sont classifiées par leur plus haut poids m € N et données par
les mémes formules (r,,(H) = H,,, etc...) que pour sly(R), étendues par C-linéarité. Les
“antiholomorphes” irréductibles sont données de méme, mais étendues par C-semilinéarité,
et toute irréductible est de la forme (V,,,, 7)) @ (Vi T ).

ii) la R-algébre su(2). Toute irréductible s’obtient par restricition d’une irréductible
holomorphe de sly(C), donc de la forme (V,,,, 7). Noter qu'une base agréable de su(2) est

0 1 0 i i 0
we(Ga) oee(Eo) m(o X))

et le crochet est donné par [ X, Xo] = 2X5, [Xo, X3] = 2X; et [ X35, X1] = 2X5. On pourra
calculer explicitement I'action de ces éléments sur V,,,. Notamment, les valeurs propres de
X3 sont —im, —i(—m +2),---,im.

iii) La R-algébre so3(R). On sait qu’elle est isomorphe & su(2) donc ses représentations
irréductibles sont encore paramétrées par I'entier m. Une base agréable de so3(R) est

00 0 001 0 -1 0
=00 -1]. J=l000], =1 0 0],
01 0 100 0 0 0

et le crochet est dounée par [J,, J,| = J., [Jy, S| = Ju, et [J,, ;] = J,. L’isomorphisme
su(2) — so03(R) donné par la représentation adjointe de su(2) envoie X; sur 2.J,, X, sur
2J, et X3 sur 2J,. En particulier, les valeurs propres de J, dans V,, sont —%m, %(—m +
2),--- sm. Les physiciens appellent m /2 le “spin” de la représentation V,,.
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1.13.3 Représentations des groupes de Lie associés. La théorie nous dit que les représen-
tations (V,,, ) de slo(R), su(2) et sl(C) se relévent respectivement aux groupes SLa(R),
SU(2) et SLy(C) et fournissent toutes les irréductibles (holomorphes pour SLy(C)). Néan-
moins, cela ne nous fournit pas de formule explicite pour ces relévements. Il est donc
légitime de chercher un modéle naturel pour ces relévements. En voici un.

Soit P, := {f(z,y) € C[z,y], homogenes de degré m}. On fait agir SLy(C) par la
formule

b
(¢ 0) 7] = star s e an.
On obtient ainsi une représentation holomorphe de SLy(C) que nous noterons (P, pm)-
LEMME. — (P, dpm) >~ Vi, Tm)-

Démonstration. On calcule (comparer avec les exemples du paragraphe 1.8.1)

oD@ = G (6 pulesp(tH) (2.)
= Gt Tl exp(-tn)
0 0

= (x% - ya—y)(f)($7y)

Soit alors f; := ™7 Jy’. La famille fo,---, f, est une base de P,, et on constate que
dpm(H)f; = (m — 2j)f;. Les poids de P, sont donc —m,—m + 2,---,m — 2,m et de
multiplicité 1 (espaces propres de dimension 1). Cela suffit a conclure que (P, dp,) =
(Vin, 7). En effet, on sait que (P,,, dp,,) est isomorphe & une somme directe d’irréductibles
P, V,eer. Comme dim P, = m + 1, on voit que e, = 0 pour n > m. Mais alors comme
m est un poids de P,, on doit avoir e,, > 1, et pour des raisons de dimension on obtient
em = 1 et e, =0 pour n # m. (On peut aussi appliquer le ii) de exercice ci-dessus.) O

Par restriction, les (P, pm) fournissent les représentations irréductibles de SLo(R) et
de SU(2). Pour obtenir celles de SO3(R) on utilise le revétement & deux feuillets SU(2) —
SO3(R), dont le noyau est {£15}. Il montre que les représentations de SO3(R) s’identifient
a celles (V, p) de SU(2) telles que p(—13) = idy. On vérifie alors (exercice) que (P, o)
“descent” & SO3(R) si et seulement si m est pair.

COROLLAIRE. — Les représentations irréductibles complexes de SO3(R) sont de dimen-
ston impaire, et sont uniquement déterminées par cetlte dimension.

En particulier, on voit que les représentations de s03(R) ne s’intégrent pas toutes en
des représentations de SO3(R).

1.13.4 Action de SO3(R) sur les fonctions sur la sphére S*. On a déja expliqué com-
ment Paction de SO3(R) sur la sphére S? induit une action sur Co,(S?) (on prend ici des
fonctions a valeurs complexes). Notons Piﬂh le sous-espace de C*(S?) formé des fonctions
obtenues par restriction de polynomes de degré < nen z,y, z € R? a coefficients complexes.

48



Université Pierre et Marie Curie Master de Mathématiques

1.13.5 PROPOSITION.— La représentation Pi’;h est isomorphe a Vo Vo ®--- B Vo, ot
Vo désigne 'unique représentation irréductible de SO3(R) de dimension 2m + 1.

Démonstration. Posons u = x + iy et v = x — iy. L’égalité 1 — 22 = 22 + y? = uv montre
que Pi’;lh est engendré par les fonctions 27, zPu¥ et zPv* pour p + k < n.
L’action dérivée de so3(R) sur C*(S?) a été calculée dans le deuxiéme exemple de 1.8.1.

Celle de J, est donnée par x% - y% = iu% — iv%. On constate donc que
J(2PuF) = ik(2Pu®) et J(2P0F) = —ik(2P0F).
Les valeurs propres de .J, dans Pi’;h sont donc de la forme —in,i(—n+1),---,i(n —1),in

et par conséquent les seules représentations irréductibles de sl3(R) qui peuvent apparaitre
dans Pi’;h sont les V5, avec m < n. Remarquons maintenant que pour k fixé, les fonctions
u, zuF, - - 2" Fu¥ sont linéairement indépendantes. Ceci montre que la multiplicité de la
valeur propre ik de J, (et donc du poids 2k) est n — k. Utilisant le dernier exercice, on en

déduit la décomposition annoncée. O

2 Algebres de Lie

Ce chapitre est consacré & I’étude de la structure des algébres de Lie et ses conséquences
sur la théorie des représentations. La plupart des concepts introduits sont valable sur un
corps de base quelconque K.

2.1 Algébre enveloppante d’une algébre de Lie

Rappelons que toute K-algébre associative peut étre vue comme une K-algébre de Lie
avec pour crochet [a,b] = ab — ba.

2.1.1 THEOREME.— Soit g une K-algébre de Lie. Il existe une paire (Ug, ) formée

— d’une K-algebre associative Ug el

— d’un morphisme d’algébres de Lie g — Ug.
satisfaisant la propriété universelle suivante : pour toute K-algébre associative A, Dappli-
cation Hompg _q1y(Ug, A) — Hompg_aric(g, A), f — f o est bijective.

La propriété universelle assure I'unicité, & isomorphisme unique prés, de la paire (Ug, ¢).
Pour ceux qui aiment les catégories, on peut paraphraser le théoréme en disant, au choix, que
— pour toute g, le foncteur A — Hompg a1 (g, A) est représentable.
— le foncteur qui & une algébre associative associe son algébre de Lie sous-jacente posséde
un adjoint & gauche. Cette formulation parait plus forte car elle inclut la fonctorialité de
g — Ug, mais elle est en fait équivalente.

Démonstration. Considérons T'g = @, .y T"g ot T"g = g*" = g @k g @k - @k ¢- On
munit ce K-espace vectoriel du produit de concaténation, qui envoie T"G x T™G dans
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TG et qui est donné sur les tenseurs élémentaires par
(1R )Y R QUn) =71 R QT QY -+ R Y.

On obtient ainsi une K-algébre associative graduée T'g, appelée algebre tensorielle de g.
Noter que cette construction ne dépend en fait que du K-ev sous-jacent a g, et s’ap-
plique & n’importe quel K-ev. L’algébre Tg, munie de 'application g = T'g — T'g pos-
séde la propriété universelle suivante : pour toute K-algébre associative A, I'application
Hompg _4,(T'g, A) — Hompg/(g, A) est bijective. En d’autres termes, le foncteur V — T'V est
adjoint & gauche du foncteur qui & une algébre associe son espace vectoriel sous-jacent. La véri-
fication de ceci est facile mais on ne donne pas de détails, voir tout livre d’algébre (Lang
par exemple).
Considérons maintenant 1’idéal bilatere I engendré par les éléments de la forme

rQy—yor—[ry €T

Noter que ce n’est pas un idéal homogene. Posons enfin Ug := T'g/I. C’est une algébre
associative, non graduée, mais tout de méme filtrée : si UgS" est 'image de T<"g, alors
UgS"Ugs™ C Ugs"t™. Par construction, on a

HomK—alg(ugaA) = {f € HomK—alg(TgvA)> V.T,y € g, f(x)f(y> - f(y)f('r) = f([$7y])}

La propriété universelle annoncée pour g munie de ¢ : g — T'g — Ug découle donc de
celle de T'g. ]

Application. — Si (V,p) est une K-représentation de g (on dit aussi que V est un
g-module & gauche), le morphisme p : g — gl(V) provient d’un (unique) morphisme
d’algébre Ug — Endg (V) qui fait de V' un Ug-module a gauche. On obtient ainsi une
équivalence de catégories

Repg(g) = g—Mod — Ug—Mod

entre la catégorie des g-modules a gauche et celle des U g-modules & gauche. Notamment
les représentations irréductibles de g correspondent aux modules simples de Ug.

Ezemples. — Remarquons d’abord que Ugl,(K) # M, (K)!!! Par exemple pour n = 2,
I'élément E = Ej5 est nilpotent d’ordre 2 dans My(K). Mais dans la représentation V,,
qu’on a construite plus haut, son image est nilpotente d’ordre m + 1, ce qui implique,
puisque m est arbitraire, que dans Ugl,, son image n’est pas nilpotente du tout! En fait,
Ug est de dimension infinie en général.

i) g = K. On vérifie que Ug = K[T] avec g = K — K.T convient.

ii) g abélienne. Dans ce cas, l'idéal par lequel on quotiente T'g est engendré par les
r®y —y® x. L'algébre obtenue est l’algebre symétrique Sg = @,y S"g, qui est
commutative et graduée, et dont la construction s’applique a tout K-ev. Le foncteur

V +—= SV est adjoint & gauche du foncteur qui a une algébre commutative associe son e.v.
sous-jacent. On a S™g = (T"g)e, (coinvariants sous le groupe symétrique). Tout choix

de base de g induit un isomorphisme Sg — KI[T1, -, Taimg)-
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iii) g = sly(K). On peut donner la présentation suivante : Usly est I'algébre associative de
générateurs e, f, h soumis aux relations he —eh = 2e, hf — fh = —2f et ef — fe = h.
Elle contient un élément remarquable, 1’opérateur de Casimir donné par

C’::ef—i—fe—i—%hQ.

Ezercice. -
(a) Montrer que C' commute & e, f, h, et donc appartient au centre de Ug.

(b) Si K = C (plus généralement si K est algébriquement clos), en déduire que C
agit par un scalaire sur chaque représentation irréductible.

(¢) Montrer que ce scalaire, sur la représentation V;, est A, = sm(m + 2).

iv) g = s03(R). On peut donner la présentation suivante : Usoz(R) est I’algeébre associa-
tive de générateurs J,, J,, J, soumis aux relations J,J, — JyJ, = J., JyJ. = J.J, = Jy
et J.J, — J,J, = J,. Considérons 'opérateur

C=J2+J;+J2

Exercice. —
(a) Montrer que C' appartient au centre de Usoz(R).

(b) Vérifier que C' agit sur Vj,, par multiplication par —sm(m + 2).

2.1.2 Algébre enveloppante et opérateurs différentiels. Supposons qu’un groupe de Lie
agisse sur une variété M de maniére lisse. On a vu comment dériver cette action en une
action de Lie(G) sur C*°(M) par dérivations, donnée par un (anti)morphisme d’algébres
de Lie

da : Lie(G) — V(M) = Der(C*(M)).

Soit Diff(C>(M)) lalgebre des opérateurs différentiels de M, ie la sous-R-algébre de
Endg (C*(G)) engendrée par les dérivations. La propriété universelle de ULie(G) nous
permet d’étendre da en un (anti)morphisme d’algébres

da : ULie(G) — Diff(C*(M))
de l'algébre enveloppante vers celle des opérateurs différentiels de M.

Exemple. (Action de SL3(R) sur la sphére S? et spectre du Laplacien sphérique) — On
a déja calculé dans ce cas que

0 0 0 0 0 0
d =r— —y—. d =2— —ax—, etd =y— — z—.
alJ,) x@y y@m’ a(Jy) Z@x xaz, et do(J,) y@z Z@y

En tenant compte de 2% 4+ y? + 22 = 1, on trouve que

0 0 0 0
_ 2 2, 2\ A_(. ¢ O O 0 O O
da(C) =da(J; + J; +J;) = A (xa$+yay+zaz) (r—+y=—+=2 Z)
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ou A = 68—; + 59_:2 + g—; est le Laplacien de R3. Introduisons le Laplacien sphérique

AR Co(S2) = C(S?)

[ = A(f)|s2

ou f désigne le prolongement de f a R®\ {0} donné par f(v) == f(v/|[v|]). En dérivant
A+ f(\v) on trouve que (z2 + ya% +22)(f) =0, et finalement que

da(C) = A",
On en déduit le spectre de A" sur C*(S?) :
Sp(A*P") = {—k(k +1), k € N}.

En effet, nous avons vu que le sous-espace P(S?) des applications polynomiales en z,y, z,
se décompose en une somme directe @keN Vaor ol Vs, désigne la représentation irréductible
de dimension 2k + 1 de SO3(R), et que C' agit sur Vo par le scalaire —k(k + 1). Cela nous
donne linclusion Sp(A**") D {—k(k+1), k € N}. Pour Pautre inclusion, plongeons C*>(5?)
dans L?(S?). Le produit hermitien de L?(S?) est invariant par SO3(R), donc Popérateur
do(C') est auto-adjoint. De plus, la somme @, Var est orthogonale, et par densité des

applications polynomiales, on a donc L?*(S?) = @Vay, (somme hilbertienne). L’inclusion
Sp(A") € {—k(k + 1), k € N} en résulte.

Remarque. — Dans le cas particulier ou G agit par translations a droite sur M = G,
I'image du morphisme d’algébres ULie(G) — Diff (C*°(G)) est incluse dans la sous-algébre
Diff (C>*(G))E des opérateurs différentiels invariants @ gauche. On peut montrer que ce
morphisme est un isomorphisme

ULie(G) — Diff(C=(G))*.

2.1.3 Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt. Ici on suppose que g est de dimension finie
sur K.

THEOREME. (Premiére formulation) — Soit 1, -, z, une base de g sur K Alors les

monomes de la forme x; x;, - - - x;, avec 1} < ig < -+ - < i forment une base de Ug sur K.

Nous ne démontrons pas ce théoréme ici (voir par exemple le livre de Carter). Signalons
tout de méme qu’il est facile de voir que cette famille est génératrice en itérant les relations
du type z;x; = xjz; + [x;, ;] lorsque ¢ > j (faire exercice). Il est plus pénible de prouver
que la famille est libre.

Donnons maintenant une formulation plus intrinséque du méme résultat. Pour cela,
rappelons la filtration croissante (Ug<¥)ieny de lalgébre Ug qu’elle hérite de la méme fil-
tration pour 'algebre tensorielle T'g (cf preuve du théoréme d’existence ci-dessus). Notons
gr(Ug) := @,n UgsF/Ugs ! Dalgebre graduée associée. On vérifie facilement qu’elle est
commutative car le commutateur de deux monodémes de longueur k& est une combinaison
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linéaire de mondmes de longueur < k — 1. Ainsi, le morphisme canonique T'g = gr(Tg) —
gr(Ug) se factorise par 1’algébre symétrique (cf exemple ii) ci-dessus) pour donner un mor-
phisme d’algébres graduées Sg — gr(Ug).

THEOREME. (Deuxiéme formulation) — Le morphisme Sg — gr(Ug) ci-dessus est un
1somorphisme.

Quelle que soit la formulation choisie, on obtient les conséquences suivantes :

COROLLAIRE. — i) L’application v - g — Ug est injective.
ii) Pour toute sous-algébre h C g, Uh s’identifie & une sous-algébre de Ug.

Noter que le i) découle aussi du théoréme d’Ado qui dit que g se plonge dans un gl(V')
et donc dans Endg (V).

2.1.4 Structure de bigébre. Terminons par la remarque suivante, qui montre qu’une
algébre enveloppante posséde plus de structure que celle d’algébre associative. Considérons
l'application g — Ug ®x Ug qui envoie x sur (z) ® 1 + 1 ® ¢(z). On peut montrer que
c’est un morphisme d’algébres de Lie (exercice). Il induit donc un morphisme d’algébres
A:Ug — UgRxkUg. On peut alors montrer l'identité (A ®id)o A = (id ®A)o A (axiome
de coassociativité). On dit que A est un coproduit, et que Ug est une bigébre (et méme une
“algébre de Hopf”). Nous n’en ferons rien de plus ici, mais ce point de vue est fondamental
dans la théorie des groupes quantiques. Ces derniers ne sont pas vraiment des groupes, mais
plutot des “déformations” d’une algébre enveloppante classique.

2.2 Forme de Killing. Opérateurs de Casimir

2.2.1 DEFINITION.— Soit g une K-algébre de Lie. Une forme K-bilinéaire B sur g est
dite invariante si B(adz(X),Y) + B(X,adz(Y)) = 0 pour tous X,Y,Z € g.

Ezxemple. — Le paradigme de forme bilinéaire invariante est la forme
(X,Y) — tr(XY) sur gl,(K).

Cela donne un moyen d’en constuire plein d’autres : pour toute représentation r : g —
gl(V), la forme bilinéaire B, (X,Y) := tr(r(X)r(Y)) sur g est invariante.

Propriété. — Si B est une forme bilinéaire invariante sur g et h C g est un idéal de g,
alors son orthogonal h+ = {X € g, VY € b, B(X,Y) = 0} est aussi un idéal de g. En
particulier, g* est un idéal de g.

Forme de Killing. — La forme de Killing B,q sur g est la forme bilinéaire invariante

associée a la représentation r = ad comme ci-dessus. On a donc B,q(X,Y) = tr(adxady).

2.2.2 LEMME.— Si b est un idéal® de g, alors la forme de Killing de b est la restriction
a b de la forme de Killing de g.

3. Attention ce n’est pas vrai si h est simplement une sous-algébre de Lie
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Démonstration. Pour X,Y € b, on a adyady(g) C bh. Donc tr(adxady|g) = tr(adxady|h).
UJ

2.2.3 Formes bilinéaires invariantes non dégénérées. Supposons maintenant donnée une
forme bilinéaire B non dégénérée sur g. On lui associe un élément de ’algébre enveloppante
Cp € Ug, appelé opérateur de Casimir, et défini par

=1

ou Xy, --,X, désigne une base de g et X7,---, X désigne la base duale pour la forme
non dégénérée B.

LEMME. — Cette définition ne dépend pas du choix de la base.

Démonstration. Soit en effet Yy, ---,Y, une autre base de g. On a Y; = >, B(Y;, X)X
et Y = 3, B(Y/, X)) X7. D'oil

RO (ZB(&@X;‘)B(S@*,&)) Xi X}

k)l i
- 3 (om0 ) ) o = Y o
k)l i k,l
O]

Ezemple. — Soit g = sly(K), et B = Bgq la forme bilinéaire standard définie par
(X,Y) — tr(XY). On vérifie aisément qu’elle est non dégénérée et que la base duale de
la base (F, H, F) est (F, %H, E). On retrouve l'opérateur C' = EF + %HQ + F'E introduit
plus haut.

FEzercice. — i) Vérifier que (X,Y) +— tr(XY') est non dégénérée sur gl,(K) et sur les
algebres de Lie classiques (so, sl, sp).

ii) (K = R ou C). Montrer que pour toute sous-algebre de Lie g de gl (R) stable par
transposition, la forme bilinéaire (X,Y") — tr(XY') est non dégénérée.

On a vu que la vertu de Popérateur de Casimir de sly(R) était d’appartenir au centre
de Usly(R). Plus généralement :

PROPOSITION. — L’opérateur Cg appartient au centre de Ug.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il commute & tout X € g. Or on a

XCp—CpX = Y (XXX] - X, X;X) =) (X, X;]X] — X;[ X}, X])

= 3N (B(X, X, X)) XeX) — B(Xa, [X], X)X.X;)
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= D(BOX, X, X)) + B(Xy, [X, X)) X,X; = 0
ik
par invariance de la forme bilinéaire B. O

Comme dans le cas de sly, une conséquence intéressante est que sur toute représentation
(V,r) de g, 'élément C induit un opérateur r(C) = >, 7(X;)r(X;) qui commute a I'action
de g. En particulier, si V' est irréductible et si K est algébriquement clos (K = C par
exemple), alors 7(C') est une homothétie.

2.3 Algébres de Lie nilpotentes et résolubles
Soit g une K-algébre de Lie. Pour deux idéaux by, ho de g, on définit
(b1, ha] = {K-esp.vect. engendré par les [z1, z5], 1 € by, 29 € ha}.
C’est encore un idéal de g, d’aprés 'identité de Jacobi.

Fremple. (idéal dérivé) — L’idéal [g, g| est appelé idéal dérivé de g. 11 est nul si et
seulement si g est abélienne. En général, il est contenu dans tout morphisme de g vers une
algébre de Lie abélienne, si bien que g.p, := g/[g, g] est le plus grand quotient abélien de g.

Plus généralement, on définit deux suites décroissantes (pour l'inclusion) d’idéaux :

i) la suite centrale définie par C%g := g et C""lg:=[g,C"g], pour n > 0.

ii) la suste dérivée définie par Dg := g et D"*lg:=[D"g, D"g], pour n > 0.
On a C'g= D'g=[g,g] et pour n > 1 on a C"g D D"g.

2.3.1 DEFINITION.— On dit que g est
— nilpotente s’il existe n € N tel que C™g = 0.
— résoluble s’il existe n € N tel que D"g = 0.

On a donc “abélienne” = “nilpotente” = “résoluble”. On remarquera aussi le paralléle
avec les notions de nilpotence et de résolubilité des groupes finis.

Exercice. — Soit g une K-algebre de Lie.

i) (a) Montrer que g est nilpotente si et seulement s'il existe une suite d’idéaux g =
ho D by D ... D b, =0 de g tels que [g, ;] C b; 11 pour tout i.

(b) En déduire que toute sous-algébre de Lie et toute algébre quotient d’une algébre
de Lie nilpotente est nilpotente.

(c) Montrer que g est nilpotente si et seulement si ad(g) = g/3(g) Uest.

ii) (a) Montrer que g est résoluble si et seulement s’il existe une suite d’idéaux g =
ho D by D .... D b, =0 de g tels que bh;/h, 11 est abélienne pour tout 1.

(b) En déduire que si b est un idéal de g, alors g est résoluble si et seulement si* b
et g/b le sont.

4. Attention, le “si” n’est pas vrai pour “nilpotente”
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2.3.2 DEFINITION.— Soit V un K-ev de dimension finie n. Un drapeau complet de V'
est une suite croissante de s.evV =(0=Vy CV; C--- CV, =V) avec dim(V;) =i. On
lui associe deux sous-algébres de Lie de gl(V') :

b(V) ={X egl(V), X(Vi) CV;, pouri=1,---,n.}, et
pMP (V) == {X € gl(V), X(V;) C Vi_1, pouri=1,--- ,n.}.

Remarque. — Si on choisit une base vy, - - -, v, telle que V; = vect(vy, - - -, v;) alors 'iso-
morphisme gl(V) — gl,(K) qui en résulte identifie b(V), resp. b™(V) a Despace des
matrices triangulaires supérieures, resp. strictement triangulaires supérieures, dans M, (K).

FEzercice. — Vérifier que b(V) est bien une sous-algébre de Lie de gl(V'), puis montrer :
i) [6(V),b(V)] = b"P(V), et [6(V), 6P (V)] = b (V).
ii) pour k > 1, C*(6"P(V)) = {X € gl(V), X(V;) C Vi, pouri=1,--- n.}

En déduire que b™!P(V) est nilpotente, et que b()) est résoluble mais pas nilpotente.

2.3.3 Caractérisation par la théorie des représentations. On suppose ici K algébrique-
ment clos et de caractéristique nulle, et il n’y a pas de mal a se limiter & K = C.
Nous allons d’abord voir que I'exemple d’algébre résoluble ci-dessus est typique.

THEOREME. (Lie) — Soit g une K-algébre de Lie avec K algébriqguement clos. On a
équivalence entre :

i) g est résoluble.
ii) Toute représentation irréductible de g est de dimension 1.
ii)” Toute représentation de g contient un vecteur propre pour g.

iii) Toute représentation (V,r) de g est trigonalisable, au sens ow il existe un drapeau V
de V tel que r(g) C b(V).

Démonstration. L’équivalence ii) < ii) est claire, tout comme U'implication iii) = i)', et
I'implication i)’ = 4ii) se voit par une récurrence évidente.

Montrons que i) = 7). Appliquons iii) a la représentation adjointe. On obtient un
drapeau complet de sous-espaces 0 C h; C --- C b, = g tel que ady(h;) C b;, ce qui signifie
que les b; sont des idéaux de g. Comme le quotient h;/h; 41 est de dimension 1, c’est une
algébre de Lie abélienne, et on peut appliquer le critére de 'exercice ci-dessus pour en
déduire que g est résoluble.

Montrons maintenant que ¢) = i)’ par récurrence sur dim(g). Si dim(g) = 1, le résultat
est clair puisque tout endomorphisme d’'un K-ev de dimension finie posséde un vecteur
propre (K est algébriquement clos). Supposons dim(g) > 1 et soit h un hyperplan de g
contenant Dg (noter que g/Dg # 0). Alors, h est un idéal de g, et par hypothése de
récurrence il existe un vecteur propre v de V commun a tous les éléments de h. Soit \ la
forme linéaire sur b définie par X.v = A\(X)v pour tout X dans h. Posons

Vi:={veV,VX € bh, X.v = AX)v},
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le sous-espace “A-propre” de V sous l'action de b, qui est donc non nul. Admettons un
instant que V) est stable par g. Soit Y un générateur d’une droite supplémentaire de b
dans g. Comme K est algébriquement clos, Y admet un vecteur propre v’ € V. Alors, v/,
qui est propre pour h, I'est pour g toute entiére, et le théoréme est démontré.

Il reste a prouver que V) est stable par g. Par I’égalité

XYv=YXv+[X,Y]o=XX)Yv+ AX[X,Y])v

valable pour tout X € h,Y € g,v € V), on est ramené a prouver que \([X,Y]) = 0 pour
tout X € h,Y € g. Pour cela, fixons un vecteur w # 0 de V), et notons

Wy == vect{w, Yw, ---, Y*w}
La formule XY*w = Y XY * Yy + [X, Y]Y*~Dw montre par récurrence que
VX ebh, XWi,CWiet (¥): XY w e \(X)YFw 4+ Wiy,

Considérons alors la réunion W des Wj. C’est un sous-espace stable par b et (x) montre
que VX € b on a tr(Xw) = dim(W).A(X). En particulier on a dim(W).A([X,Y]) =
tr([X,Y]jw). Or, par construction, W est aussi stable par Y, si bien que tr([X,Y]jw) =
tr([Xjw, Yjw] = 0. On a donc A([X,Y]) = 0 comme voulu (car dim(W) est non nul dans
K supposé de caractéristique nulle). O

Remarque. — Ce théoréme généralise le résultat classique d’algébre linéaire qui dit
qu’'une famille d’endomorphismes commutant 2 a 2 est simultanément trigonalisable.

Afin de donner une caractérisation des algébres nilpotentes par leurs représentations,
introduisons quelques définitions et notations. Si A : g — K est une application et (V,r)
une représentation, on note

Vi={veV,VX € g,r(X)v = ANX)v}
I’espace propre associé, et
V¥i={veV,IneN,VX € g, (r(X) — A(X))"v = 0}

I’espace propre “généralisé” associé.

DEFINITION. — Si V) # 0, on dit que X est un poids de g dans la représentation (V,r).
Alors Vy, est Iespace de poids \ et V* lespace de poids généralisé.

Ezercice. — Si A est un poids d’une représentation, alors A est K -linéaire et A([g, g]) = 0.
C’est donc un élément du dual g de I'abélianisée de g.

Remarquer que, en général, il n’est pas clair que V* soit stable par g.

PROPOSITION. (Théoréme de Engel) — Si V = V* alors \ € g, et il existe un drapeau
complet V de V tel que (r — \)(g) C bmiP(V).
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Remarque. — Concrétement, cela dit que si pour tout X il existe une base dans laquelle
r(X) est triangulaire supérieures avec des A\(X) sur la diagonale, alors il existe en fait une
base dans laquelle tout r(X) est de cette forme.

Démonstration. Par hypothése, on a tr(r(X)) = A(X)dim(V) pour tout X € g. Ceci
montre (si K est de caractéristique 0 pour que dim(V') # 0 dans K') que \ est K-linéaire et
nulle sur [g, g|, donc provient de g}, . Mais alors 'application X — r(X) — A(X)idy définit
une représentation de g sur le méme espace V. Quitte & remplacer r par r — A\, on peut
donc supposer que A = 0. Par un argument de récurrence, il nous suffit alors de prouver :

(%) pour toute représentation (V,r) t.q. r(X) est nilpotent VX, on a V9 # 0.

Nous le ferons par récurrence sur dim(g). Si dim(g) = 1, on a V9 = Ker(r(X)) pour tout
X non nul de g. Comme r(X) est supposé nilpotent, son noyau est non nul, comme voulu.
Supposons maintenant dim(g) > 1, et supposons que 'on dispose d’un idéal h non trivial,
i.e. distinct de {0} et de g. Alors '’hypothése de récurrence appliquée a h nous dit que
VY #£ {0}. De plus, V" est stable par I’action de g, laquelle se factorise par g/h. Ainsi
I'hypothése de récurrence appliquée & g/h nous dit que (V)% £ 0. Or, on a V@ = (V)9/5,

Il reste donc a prouver l'existence d’un idéal h non trivial. Quittes a remplacer g par
r(g), on peut supposer que g C gl(V'). Choisissons alors une sous-algébre de Lie propre b
de g de dimension maximale. La représentation adjointe ad de g restreinte a f induit une
représentation de b sur le quotient g/h. L’'image de h par cette représentation est formée
d’endomorphismes nilpotents. En effet, d’aprés l'exercice ci-dessous, pour tout X € g,
I'endomorphisme ad(X) de g est nilpotent. On peut donc appliquer notre hypothése de
récurrence pour en déduire existence d’un élément X # 0 dans g/bh annulé par I'action de
h. Soit X € g au-dessus de X. On a donc X ¢ b et [h, X] = ad(h)(X) C b. Ceci implique
que h & K.X est une algebre de Lie contenant fh comme idéal. Mais par maximalité de b,
onah® K. X =g. Ainsi, b est un idéal de g de codimension 1. O]

FEzercice. — Soit A une K-algébre associative et ad(z)(y) = [z,y] := zy — yx pour
z,y € A. Montrer que ad(x)"(y) € Vectg{z*yz"* k=0,--- n}.
COROLLAIRE. — Soit g une K-algeébre de Lie de dimension finie. Alors g est nilpotente

st et seulement si ady est nilpotent pour tout X € g.

Démonstration. Puisque ad’y(g) C C"g, on voit que la condition est nécessaire. Récipro-
quement, supposons adx nilpotent pour tout X € g. D’aprés la proposition ci-dessus (avec
A = 0), il existe un drapeau h; C by C --- b, = b tel que adx(h;) C h;_1 pour tout X, ie tel
que [g, b;] C b;_1. Quitte a renuméroter b; en b, _;, on reconnait 1a le critére de nilpotence
qui suit la définition. n

LEMME. — Soit g une K-algébre de Lie nilpotente, h C g une sous-algébre de Lie,
A\ :h — K une application, et V> espace propre généralisé. Alors V> est stable par g.

Démonstration. Soit Y € g, X € h et v € V*. On veut montrer que
(r(X) — AMX))"r(Y)v = 0 pour n assez grand.
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Or, pour f, g deux endomorphismes de V', on montre par récurrence (exercice) que

n

Prog=3 (%)t

k=0

Posons f = 7(X) — A(X) et g = r(Y). Choisissons m tel que f™(v) =0 et ad}'(g) =0 (en
effet ad; = ad,(x) et g, donc 7(g) est nilpotente). Alors la formule ci-dessus nous donne
f*™ o g(v) = 0. On a donc montré que V* est stable par g. O

THEOREME. — Supposons K algébriquement clos, et soit g une K-algébre de Lie de
dimension finie. On a alors équivalence entre :

i) g est nilpotente,

ii) toute représentation (V,r) se décompose V.= @, V* ot \ parcours les poids de g
dans V et V* est stable par g.

Démonstration. ii) = i). Appliquons ii) a la représentation adjointe. On en tire une dé-
composition g = €, g* en somme direct d’idéaux. Montrons que g* # 0 = A = 0. En
effet soit ¥ € g*. L’endomorphisme (ady — A(Y))4n est nilpotent et (ady)g n'est pas
inversible puisque ady (Y’) = 0. Il s’ensuit que A(Y) = 0 et donc Ajgx = 0. Mais puisque
gV, g € gV Ng, on a aussi Alpv = 0 pour les autres poids, et donc finalement, A = 0.
D’aprés le corollaire ci-dessus, g est donc nilpotente.
i) = ). Par récurrence sur dim(V"). Si tous les (X)) n’ont qu’une valeur propre, alors
V = V* pour une fonction A, et on a vu que A est un poids (proposition ci-dessus). Sinon,
il existe X ayant au moins deux valeurs propres distinctes (K algébriquement clos). D’ou
une décomposition non triviale V = V)’(\1 P - V)?’“ en sous-espaces propres généralisés de
r(X). D’aprés le lemme précédent, chaque V)? est stable par g et on peut lui appliquer
I’hypothése de récurrence.
]

Remarque. — Ce théoréme donne une “forme de Jordan simultanée” pour les éléments

de r(g).

2.3.4 Caractérisation par la forme de Killing. On suppose toujours K algébrique-
ment clos de caractéristique nulle.

PROPOSITION. — Soit g une K-sous-algébre de Lie de gl,,(K) telle que tr(XY) = 0
pour tout X,Y € g. Alors, [g, 9] est nilpotente, et donc g est résoluble.

Remarque. — La résolubilité de g découle du ii)(b) de 'exercice sous la définition 2.3.1

appliqué a h = [g, g] et g/b = gap qui est abélien.

Démonstration. Par simplicité, nous supposerons que K = Cou K =Q c C (remarquons
que si K a au plus la puissance du continu (at most second-countable), il est connu (en
admettant 1’axiome du choix non dénombrable) que K est en effet isomorphe & C ou a
Q c C). Par le théoréme de Engel, il suffit de voir que tout élément X de [g,g] C gl (K)
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est nilpotent, autrement dit, que ses valeurs propres Aq,---, A, sont nulles. Choisissons
un polynéme f € KI[T] tel que f(\;) = ); pour tout 7 (un polynéome interpolateur de
Lagrange par exemple). Soit X = X, + X,, la décomposition de Jordan de X. Alors
tr(f(Xo)X) = >, M = >, |Aif% Tl nous suffira donc de prouver que tr(f(X,)X) = 0.
Comme X € [g, g| est une combinaison linéaire de [Y, Z] avec Y, Z € g, et comme

tr(f(X )Y, Z]) = tr([f(X,), Y12),

il suffit de montrer que ady(x,)(g) C g, pour pouvoir appliquer '’hypothése. Or, I'endo-
morphisme ady(x,) de gl,(K) est diagonalisable dans une méme base que I’endomorphisme
ady,. Plus précisément, si (e, -, e,) est une base de K™ qui diagonalise X (avec valeurs
propres Ay, -+ A,) et si (Ejj)i<ij<n est la base de gl,(K) correspondante, alors E;; est

vecteur propre de ady_, resp. de ads(x,) pour la valeur A;—A;, resp. f(A;) = f(Aj) = Xi — A;.

Il s’ensuit que pour tout polynome g € K[T] tel que g(A; — A;) = A, — A; (et il en existe,
par exemple un polynoéme interpolateur), on a adyx,) = g(adx,). Il nous suffit donc de
prouver que adx,(g) C g. Or, ady, est la partie semi-simple de adx dans sa décomposition
de Jordan (cf remarque ci-dessous), donc ¢’est un polynome en ady, et puisque adx(g) C g,
on a terminé. O

Remarque. — On a utilisé le fait que si X = X,+ X, est la décomposition de Jordan d’'un
endomorphisme K-linéaire d’'un K-ev V, alors adx = adx, + adx, est la décomposition
de Jordan de 'endomorphisme adx de gl(V). En effet, on a déja remarqué que ady, est
nilpotent (exercice sous le théoréme de Engel), et on vient d’expliquer dans la preuve ci-
dessus que ady, est diagonalisable. Il suffit donc de remarquer que adx, et ady, commutent.

COROLLAIRE. (Critére de Cartan) — Soit g une K-algébre de dimension finie. Alors g
est résoluble si et seulement si on a Baa(g,[g,9]) = 0.

Démonstration. =. Si g est résoluble, le théoréme de Lie nous dit qu’il existe un drapeau
V= (h C---Ch,) dans g tel que ad(g) C b(V). Mais alors ad([g, g]) C [ad(g),ad(g)] C
6"P(V), donc pour tout X € get Y € [g, g, on a adxady € b™P(V), et par conséquent
tr(adxady) = 0.

<. Soit h := ad([g, g]) ou ad : g — gl(g) est la représentation adjointe de g. Puisque
h~lg,0]/(3(8) N[g,g]) et g/[g, g] est abélienne, on voit que g est résoluble si et seulement
si h Test (cf ii)(b) de 'exercice sous la définition 2.3.1). Or la résolubilité de b découle de
la proposition précédente. O

2.4 Algébres de Lie semi-simples

Si b, b’ sont deux idéaux résolubles d'une K-algébre de Lie g, alors leur somme b + b’
est encore résoluble, puisque c¢’est un quotient de la somme directe h @ b’. Cela permet de
définir le radical rad(g) comme le plus grand idéal résoluble de g.

2.4.1 DEFINITION.— Une K-algébre de Lie g est dite
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— simple si dim(g) > 1 et ses seuls idéauz sont {0} et g.
— semi-simple si rad(g) = 0 (ie si g n’a pas d’idéal abélien non nul).
— réductive si rad(g) = 3(g)-

Remarque. — La condition dim(g) > 1 dans la définition de “simple” est 1a pour éviter
algébre “triviale” g = K qui a pour seuls idéaux {0} et g. Avec ces définitions on a

g simple = g semi-simple = g réductive

Ezxercice. —
i) Montrer que g simple = g semi-simple.
ii) Montrer que pour g quelconque, g/rad(g) est semi-simple.
iii) Montrer qu'une somme directe de semi-simples est semi-simple.

Nous allons voir que toutes les algébres de Lie classiques sont réductives, et méme
simples dés que leur centre est trivial.

2.4.2 Caractérisation par la forme de Killing. On suppose dorénavant que K est
algébriquement clos de caractéristique nulle.

LEMME. — Soit (V,r) une représentation irréductible de g. Alors tout X € rad(g) agit
par un scalaire, et donc r([g,rad(g)]) = 0.

Démonstration. Par le théoréme de Lie, il existe dans V' un vecteur propre pour rad(g).
Notons A : rad(g) — K la “valeur propre” associée et V) l'espace propre. Il nous suffit
de prouver que V) est stable par g. Or pour tous Y € g, X € rad(g) et v € V), on a
XYv=[X,Yjo+YXv=A[X,Y])v + A(X)Yv. Comme dans la preuve du théoréme de
Lie, on prouve que A\([X,Y]) = 0 et on conclut. O

COROLLAIRE. — Si g admet une représentation (V,r) telle que la forme bilinéaire B,
est non-dégénérée, alors g est réductive.

Démonstration. D’aprés le lemme, I'idéal [g,rad(g)] agit trivialement sur toute représen-
tation irréductible de g. Soit alors 0 C V; C V5, C --- C V; = V une suite croissante de
sous-représentations de V' dont les quotients successifs V;/V;_ sont irréductibles. On a donc
r(Y)(V;) C Vi pour tout Y € g et r(X)(V;) C V;_; pour X € [g,rad(g)]. Par conséquent
r(X)r(Y) est nilpotent, donc de trace nulle, et il s’ensuit que [g,rad(g)] est inclus dans
le noyau de B,. Comme celle-ci est supposée non-dégénérée, on a [g,rad(g)] = 0, ce qui
équivaut a rad(g) C 3(g). L'inclusion réciproque est tautologique. O

Ezxemples. — En appliquant ce corollaire & la représentation standard d’une algébre de
Lie classique, on constate que gl,,(K) et u(n) (pour K = R) sont réductives, et que s, (K),
50, (K)( pour n > 2), sp,, (K), su(n) (pour K = R) sont réductives, et méme semi-simples
puisque (exercice) leur centre est nul.

THEOREME. (Cartan) — Une K-algébre de Lie g est semi-simple si et seulement si la
forme de Killing B.q est non dégénérée.
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Démonstration. Supposons B,q non-dégénérée. Cela implique évidemment que Ker(ad) =
3(g) = 0, et d’apres le corollaire ci-dessus cela implique aussi que g est réductive. Donc g
est semi-simple.

Réciproquement, supposons g semi-simple. Alors 3(g) = 0 donc ad : g — gl(g) est
injective. Soit h = g+ le noyau de B,q. D’aprés le critére de Cartan, b est résoluble, donc
h=0. ]

THEOREME. — Une K-algébre de Lie semi-simple g est somme directe d’idéaux simples.
En particulier, g = [g, g].

Démonstration. Soit h un idéal de g et h- son orthogonal pour la forme de Killing de g.
Alors la forme de Killing de h N ht, qui est la restriction de celle de g, est nulle donc
hNht est un idéal résoluble, donc il est nul. Comme B,q est non dégénérée, il s’ensuit que
g = Hhd bt et que les formes de Killing de h et h* sont non dégénérées. Une récurrence sur
la dimension permet alors de conclure. O

2.4.3 Caractérisation par les représentations. On suppose toujours K algébriquement,
clos de caractéristique nulle.

THEOREME. (Weyl) — Une K-algébre de Lie g est semi-simple si et seulement si toutes
ses représentations (de dimension finie) sont complétement réductibles.

La preuve originale de ce théoréme par Weyl (pour K = C) utilisait son astuce unitaire
et l'existence d’une forme réelle apparaissant comme algébre de Lie d’un groupe de Lie
compact, comme on l’a fait pour sl,(C) avec la forme réelle su(n) et le groupe compact
SU(n). Voici une preuve plus directe die a Casimir.

Démonstration. Si les représentations sont complétement réductibles, en particulier la
représentation adjointe 1'est. Ecrivons g = &;g; avec g; sous-représentations irréducibles
de (g,ad). Alors les g; sont des idéaux (car stables par ady) et simples ou de dimension 1
(car irréductibles). Or g ne peut pas avoir de facteur direct de dimension 1 puisqu’on a vu
que les représentations de K ne sont pas nécessairement complétement réductibles. Donc
g est semi-simple.

Supposons maintenant g semi-simple. Soit (V) € Repg(g) et W C V une sous-
représentation ; on veut trouver un supplémentaire de W stable sous g. Pour cela, il suffit
de trouver un ¢ € Hompg,(V, W) tel que oy = Aidy avec A # 0. Car en effet, on aura
V =W & Ker(p) avec Ker(p) stable.

Premiére étape : on se ramene au cas o V/W est la représentation unité. Considérons
la représentation Hom interne H = Homg (V, W), et ses sous-espaces A := {p € H, ojw €
Kidw} et B == {p € A,pw = 0}. Si ¢ € A, on voit que pour tout X € g on a
(Xp)(w) = Xp(w) — p(Xw) = X w — AXw = 0, donc X € B. En particulier A et B
sont des sous-représentations de H et B/A est la représentation unité. Supposons que B
admette un supplémentaire, c’est-a-dire une droite D C A9 telle que B ® D = A. Alors,
comme expliqué ci-dessus, on a W @ Ker(p) = V.
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Deuzieme étape : opérateurs de Casimir et récurrence. On suppose dorénavant que V/W
est la représentation unité, et on montre I'existence d’une droite stable supplémentaire de
W par récurrence sur dim(V'). Fixons une suite croissante 0 = Vo C V; C --- C Vi1 =W C
V, = V de sous-représentations telles que V;/V;_; soit irréductible pour tout ¢ =1,--- 1.

Si tous les V;/V;_; sont isomorphes a la représentation unité, alors on est en présence
d’un drapeau complet V de V tel que r(g) C b™'P(V). Mais comme g = [g, g] = C"g pour
tout n, on en déduit pour n = dim(V) que r(g) = r(C"g) = C"b™P(V) = 0, donc V est
une représentation triviale et n’'importe quelle droite supplémentaire de W est stable.

Sinon, il existe i tel que (U,ry) := V;/Vi_; soit distinct de la représentation unité.
[’image ry(g) est alors non nulle, et on peut choisir un facteur simple gy de g tel que
ry(gu) # 0. Alors, gy = ru(gy) done ry(gy) est simple et la forme bilinéaire B,,, associée
a ry est non nulle (a cause du critére de Cartan qui impliquerait la résolubilité de 7y (gy)).
Son noyau est alors un idéal propre de gy, donc nul, et finalement, B, est non dégénérée
sur gy. Soit alors Cy opérateur de Casimir associé, qui appartient au centre de Ugy et
donc a celui de Ug (en effet U(h B b)) = Uh @k UY’). Alors r(Cy) est un endomorphisme
de V' qui commute a l'action de g, donc g stabilise ses sous-espaces caractéristiques. On a
r(Cy)(V) € W, donc 0 est valeur propre et I'espace caractéristique Vg := Ker(r(Cy)™) n’est
pas contenu dans W. Soit V? la somme des autres sous-espaces caractéristiques de r(C).
On a alors une somme directe V° @V, de V en sous-espaces stables. Si I'on prouve que
V0 £ 0, alors on peut appliquer ’hypothése de récurrence a V. Nous devons donc prouver
que r(Cy) posséde une valeur propre non nulle. Il suffit pour cela de vérifier que r;(Cy) en
posséde une. Notons que ry(Cyr) est une homothétie, par le lemme de Schur. 1l suffit donc
de montrer que sa trace est non nulle. Or tr(ry (Cy)) = S0 tr(ry (Xi)ry (X)) out X; est
une base de gy et X/ la base duale pour la forme bilinéaire B, (X,Y) = tr(ry(X)ry(Y)).
On a donc tr(ry(Cy)) = dim gy # 0. O

COROLLAIRE. — Une K-algébre de Lie g est réductive si et seulement si g = 3(g)®1g, g
avec [g, g] semi-simple.

Démonstration. Que la condition soit suffisante est clair. Montrons qu’elle est nécessaire.
Soit g réductive. Alors la représentation adjointe ad : g — gl(g) se factorise par ad(g) =
9/3(g) qui est semi-simple. Elle est donc complétement réductible. Comme 3(g) C g est
stable par ad(g), il existe une décomposition g = 3(g) D g1 D - - D gy avec les g; irréductibles
donc simples. Tl s’ensuit que [g,g] = [g1,01] D P (9, 0] =91 D -+ D G- O

2.5 Structure des algébres semi-simples

Dans toute cette partie, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle.

2.5.1 Sous-algébres de Cartan. Soit g une K-algébre de Lie. Si h C g est une sous-
algébre de Lie, on note N(h) := {X € g, adx(h) C h} son normalisateur, qui est aussi
une sous-algebre de Lie de g (le vérifier).
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DEFINITION. — Une sous-algébre de Cartan de g est une sous-algébre nilpotente by telle
que N(h) =b.

Nous allons montrer que de telles sous-algébres existent bel et bien. Pour X € g, notons
9x,0 = ey Ker(adx)™ C g I'espace caractéristique de adx pour la valeur propre 0, puis

rk(g) := min(dimx(gx.0)).
Notons que dimg(gx,) est la multiplicité de 0 dans le polynéme caractéristique de ady.
L’entier rk(g) est appelé rang de g et I'élément X est dit régulier si rk(g) = dimg(gx.,o)-

FEzercice. — Montrer que rk(gl,(K)) = n et que X € gl (K) est régulier si et seulement
si toutes ses valeurs propres sont distinctes. Montrer aussi que rk(sl,(K)) =n — 1.

PROPOSITION. — 571 X est régulier, gx o est une sous-algébre de Cartan de g.

Démonstration. i) Notons que gxo est toujours une sous-algébre de Lie. Cela découle en
effet de la formule (a prouver par récurrence)

) ([1.20) = 3 () a0, a2

k=0

ii) Supposons maintenant X régulier et montrons que gx o est nilpotente. Il suffit de montrer
que pour tout Y € gx o, 'endomorphisme (ady)|q,, est nilpotent. Posons b := gx o et r :=
rk(g) pour simplifier les notations. Nous noterons @3, € K[T] le polynome caractéristique

de ady dans Endg(g). Comme Y stabilise b, on a une factorisation (IJng =" @3{{1 et nous

ady
voulons prouver que (IDZdY = T". Fixons une base Xj,---, X, de b et écrivons ¥ = > . y;.X;
avec y; € K. Alors il existe des polynomes ®¢, ®" et ®9/% dans K[Yq,---,Y,,T], uniques
puisque K est infini, qui par spécialisation Y; — y; donnent @gdy, @Zdy et (ID%Z. On a aussi
une factorisation ®¢ = ®Y®9/Y dans I'anneau K[Y1,---,Y,, T| qui est factoriel. Or, on sait
que :
— par régularité de X, T ne divise pas (Dgél dans K[T|. Comme @iéi est une spéciali-
sation de ®9/%, il s’ensuit que 7" ne divise pas ®¢/% dans K[Y3,---,Y,, T].
— par définition du rang, T" divise ®}; dans K[T] pour tout Y. En écrivant ®¢ =
S fxTF avec fp € K[Y1,---,Y,], on en déduit que fo = --- = f,_1 = 0 et donc que
T divise ®9 dans K[Y7,---,Y,, T
Il s’ensuit que 7" divise ®" dans K[Yy,---,Y,,T] et donc divise <I>2dy pour tout Y. Comme
<I>2dy est de degré r, on a CI>ZdY =T", comme voulu.
iii) Reste a veérifier que h = N(h). Mais puisque X € b, on a adx(N(h)) C b donc
(adx)" (N (h)) = 0, et en particulier N(h) C gxo = b. O

Remarque. — On peut montrer, mais nous ne le ferons pas, que toute sous-algébre de
Cartan est de cette forme.
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Ezemple. — Soit g = sl,(K) et X = > "  x;E; avec les z; tous distincts. Alors (exer-
cice) on calcule que gx est la sous-algébre des matrices diagonales (de trace nulle). En
particulier gx o est une sous-algebre de Cartan abélienne dans ce cas.

2.5.2 Racines d’une sous-algébre de Cartan. Soit g une K-algebre de Lie et h C g
une sous-algébre de Cartan. Faisons agir b sur g par la restriction a h de la représentation
adjointe (g,ad) de g. Pour toute forme linéaire A € h¥,, on a 'espace propre généralisé

g ={Y €g,VX €b, (adx — \(X))"(Y) =0 pour n > dim g}.
LEMME. — On a g° = b, el pour toutes A\, jn € %y, on a [g, g"] C g™t

Démonstration. Puisque b est nilpotente, (adx), est nilpotent pour tout X € b donc
h C g° Réciproquement, b agit par opérateurs nilpotents sur g°/h. Donc si g° D b, il
existe X € g°\ b dont Iimage X dans g°/h est annulée par h. Mais cela signifie que
[h, X] C h donec X € N(h) = b : contradiction.

La deuxiéme assertion découle de la formule

n

(o = AC) = OO 2D = 3 ()l = ACOI ), o = X)) (2L

k=0
laissée au lecteur. O]

DEFINITION. — Une racine de b dans g est un poids non nul de b dans (g,ad). Nous
noterons ® 'ensemble des racines.

Le théoréme sur les représentations d’algébres nilpotentes nous fournit une décomposi-

tion
i= P o

acdU{0}

et la proposition précédente nous dit que pour a,3 € ®, le crochet [g®, g°] est nul si
a+ B¢ ®U{0}, est contenu dans b si o+ =0, et dans g*™P si a + 3 € ®.

On suppose dorénavant que g est semi-simple.

On notera (X,Y) = B,(X,Y) la forme de Killing de g, qui est donc non dégénérée.
Notre but est de prouver le théoréme suivant :

2.5.3 THEOREME.— Pour g semi-simple et b sous-algébre de Cartan, on a :

i) b est abélienne, ® engendre b*, et (.,.)|y est non dégénérée, donnée par la formule

(H H') = a(H)o(H).

acd

i1) Pour tout « € ®, g* = g, est de dimension 1, ainsi que [go, 0 o)
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ii) Le K-espace vectoriel sl := g_o ® [fa, 0_a) P o est une sous-algébre de Lie de g
isomorphe 4 sly(K). Plus précisément :
— Il existe un unique H, € [ga, 8-a) tel que a(H,) = 2,
~ Sil'on fize E, € g, \ {0}, il existe un unique F, € g_,, tel que [E,, F,| = H,.
Le triplet (Eo, Hy, F,) est alors un sly-triplet.
w) Pour o, € ® et f# —a, on a [ga: 95 = Gats-

Fzremple. — Regardons le cas de g = s[,,(K) et b la sous-algébre de Cartan des matrices
diagonales. La formule [ z;; Ey;, Z” a;; Eij] = Z” (xi; — xjj)a; jE;; montre que

o = {aij I~ h*’l < 7 75] g n}, ol Qi (ZI“E“> = Tj; — Tjj

et que go, = KEj. De plus, [go,,,08q,] = K(Eiu — Ej;) et (Ey, By — Ejj, Ej;) est un
sly-triplet.

Afin de prouver le théoréme, nous commencons par le résultat suivant.

2.5.4 PROPOSITION.— Pour g semi-simple et b sous-algébre de Cartan, on a :
i) Pour a, 3 € ® U {0} telles que a+ 8 # 0, on a (g®, g°) = 0.
i) (.,.)|p est non dégénérée.

i) (.,.)|gexg—o nduit une dualilé entre g* el g=°.

Démonstration. i) Soit A € ® U {0}, X € g* et Y € g°. Alors adxady(g*) C g*? et
A+ o+ [ # A 1l s’ensuit que dans une base subordonnée a la décomposition g = €, g,
la matrice de adxady a une diagonale nulle, donc tr(adxady) = 0.

ii) Soit X € h. On a X € g** pour toute racine o € ® d’aprés le i). Donc si X € bt
ona X € gt et donc X = 0.

iii) Soit X € g®. Ona X € g’ pour tout poids 3 # —a d’aprés lei). Doncsi X € gt—@,
ona X € gt et donc X =0. O

COROLLAIRE. — Mémes hypothéses. Alors §) est abélienne et ® engendre son dual h*.

Démonstration. i) Soit V un drapeau de g tel que ad(h) C b(V) (puisque b est résoluble).
On a donc ad([h,p]) C b*P(V). Soit alors Y € [h, h]. Pour tout X € b, on a adyady €
b"P(V) donc tr(adyady) = 0. On a donc Y € ht et par le i) de la proposition précédente,
il vient Y = 0. Donc [h,h] = 0 et b est bien abélienne.

ii) Soit Y tel que a(Y) = 0 pour tout o € ®. Alors toutes les valeurs propres de ady
sont nulles, donc ady est nilpotent. Comme ci-dessus, on montre que Y € h* et le ii) de la
proposition nous donne Y = 0. O

2.5.5 PROPOSITION.— Pour toute racine o € ®, on a dim(g*) =1 (et donc g* = g,)
et {n € Z, na € ®} = {£1}.
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Démonstration. Soit E, € g, (attention, g, est I'espace propre, qui est non nul puisque
« est un poids.) On a donc VH € b, [H, E,| = a(H)E,. Choisissons F' € g~ tel que
(Eq, F) =1 et posons H!, := [E,, F] € h = g°. Alors pour tout H € h, on a

() (H,H) = (H, [Ea, F]) = ([H, Eo], F) = a(H){(Eq, F) = a(H).

Montrons que a(H.,) # 0. En effet, le corollaire ci-dessus assure 'existence de 3 telle que
B(H]) # 0. Considérons alors W := " g7t Alors W est stable par adg, et par adp,
donc aussi par adjg, | = adg;, et on a de plus tr((adg, )w) = tr([(adg, )jw, (adp)w]) = 0.
Or tr((adm, )jw) = D ez tr((@dm, )jgone) = D,z (B+na)(H],) dimg,, . Puisque 3(H],) #
0, on doit donc avoir a(H])) # 0.

Montrons que adg, (g~*) C K.H.. En effet, pour tout Y € g=* et tout H € h, on a
(H,[E,,Y))=([H, E.],Y) =a(H)(E,,Y), donc, vu (x), on a [E,, Y] = (E,,Y)H..

Posons maintenant
V:=KE,®KH & (EB gw> :

n<0

Par construction, V' est stable par adg, et on vient de voir qu’il est stable aussi par adg, .
Comme ci-dessus, on en déduit qu'il est stable par adg, et que tr((adq)y) = 0. Or,
tr((adp, ) v) = a(H)(1+),.ondim(g"*)). Comme o H},) # 0, on en déduit le théoréme.

O]

COROLLAIRE. — Pour H H' € b, ona (H,H') =) _sa(H)a(H").

acd
Démonstration. Clair puisque adyady (g*) C g* et g* = g, est de dimension 1. ]

COROLLAIRE. — Le point i) du théoréme 2.5.3 est vrai.

Démonstration. Avec les notations de la preuve précédente, on a adg, (g_) = K.H],, donc
[8a,9-a] = K.H/, est de dimension 1. Il existe donc un unique H, € [ga,9-a] tel que

a(H,) = 2. Explicitement, on a H, = az(gé) = <H2,HI‘/},>. Il existe maintenant un unique
F, € g_, tel que (E,, F,) = ﬁ On a alors [E,, F,] = H, et le triplet (E,, H,, F},)
est donc un sly-triplet. O]

2.5.6 PROPOSITION.— Soit B € ® telle que § # +ta. Alors
i) B(Hy) € Z et B— [(Hy) € ®. De plus, {n € Z, 3+ no € O} est un intervalle de Z.
i) Si f+a € alors [ga, 05 = Gats-

Démonstration. Considérons gz za := @,,c 98+na- C'est un sous-espace de g stable par
adg, et adp, donc une représentation de sl,. Les poids de H, dans gg;z, sont

{B(H,) + 2n, avec n tel que gonp # 0}.

La théorie des représentations de sly(K) nous dit que ces poids sont entiers, donc 3(H,) €
Z. Elle nous dit aussi que, puisque ces poids ont multiplicité 1 et sont de méme parité, gsiza
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est une représentation irréductible de sl,, et ses poids sont aussi de la forme {—m,—m +
2,---.m —2,m}. On en déduit la propriété d’intervalle du i) et aussi que —3(H,) est un
poids, puisque 5(H,) en est un. Donc gs_gm,)e 7# 0 et B — B(Hy)o € .

ii) Supposons ggia # 0. C’est donc U'espace de poids S(H,) + 2 pour H,. D’aprés la
structure connue d’une représentation irréductible de sly, on a [ga, 93] = adg, (95) = Gats
car gs est 'espace de poids f(H,) pour H,. ]

Nous avons maintenant achevé la preuve du théoréeme 2.5.3. La proposition ci-dessus a
aussi la conséquence suivante :

COROLLAIRE. — Pour a € ®, on a ® N Ka = {£a}.

Démonstration. Supposons qu’il existe § € &N K« distincte de o et —a. Comme S(H,,) €

Z,on a f € %Za. Ecrivons = Za avec n impair. Alors puisque —3 € ® la propriété
d’intervalle du i) de la proposition nous assure que %a € ¢. Mais d’aprés la proposition

2.5.5, les seuls multiples de %oz dans ® sont i%m d’ou une contradiction, puisque o € . [J

2.5.7 Propriétés de rationalité de . Reécapitulons ce que nous avons prouvé jusqu'’ici
a propos de '’ensemble P :

i) ® engendre le K-espace vectoriel h*,
ii) Pour toute racine a € ®, on a dN Ko = {F+a}

iii) Pour deux racines 3, «a, on a (H,) € Z et si § # —« alors {n € Z, § + na € P} est
un intervalle contenant —3(H,).

Posons maintenant
bo := Vecto{Ha, a0 € @}, et bg 1= Vectg{a,a € O}

PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus,
i) dimg(bo) = dima(bs) = rk(g) (= dimic(b)),
i) la dualité b x b* — K induit une dualité by x by — Q,
iii) la forme de Killing induit une forme rationnelle (.,.) : bg X hg — Q,
iv) L’extension de (.,.) & br est définie positive.
Démonstration. i) Soit oy, -+, a, une base de h* formée d’éléments de ®. Alors les H,,
sont une K-base de b (notons que (H,,, H) = mai—;{wai(H) = a;(H)). Pour

a € ¢, écrivons H, = Z:Zl NiH,, avec \; € K. Nous devons montrer que )\ € Q,Vi. Soit
M € M,(K) la matrice ((Hq,, Ha,))1<ij<r- Alors M est inversible (puisque (.,.) est non

2
(H,, HY, )

oy

dégénérée) et A = (Aq, -+, \.) € K" est 'unique solution du systéme linéaire M.\ = p,
avec fio = ((Hayy Ha),y -+, (Ha,, Hy)) € K”. Or pour deux racines «, 5 on a
(Ha,Hg) = y(Ha, €7,
yeD
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donc M € M,(Q), uo € Q7, et finalement A € Q. 1l s’ensuit que les H,,, i = 1,---,r
forment une Q-base de hg. On prouve de la méme maniére que ay,---, @, forment une
Q-base de by,

ii) la K-dualité entre b et h* envoie bien hg x by dans Q puisque B(H,) € Z pour toutes
a, 8 € ®. Comme hg, resp. hg, engendre b, resp. h*, sur K, 'accouplement est parfait.

iii) idem. On a vu que (hg, hg) C Q et comme hg engendre b, 'accouplement est non
dégénéré.

iv) Comme (H,H) = > «a(H)? la forme bilinéaire réelle considérée est positive. Or,
on sait qu’elle est non dégénérée, donc elle est aussi définie. O

2.6 Systémes de racines

2.6.1 DEFINITION.— Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Un systéme de
racines (réduit) dans V est la donnée de deuz ensembles ® C 'V et @V C V* munis d’une
bijection o — o tels que :

i) ® est fini, engendre V sur R, et 0 ¢ @,

i) Ya € &, aY(P) C Z
iii) Ya € @, a(a) =2 et s,(P) = D en posant s,(v) :=v — a’(v)a.
i) Va € &, P NRa = {£a}.

La dimension de V est le “rang” du systéme de racines, et o est la “coracine” associée
la racine .

Ezemple. — Soit g une K-algébre de Lie semi-simple (K alg. clos de car. nulle) et b une
sous-algebre de Cartan, ® C hg C h* 'ensemble des racines et &' = {H,,a € ®} C hg C
bh. Alors d’aprés la proposition précédente,

(V=R®qhy ®,0",a —a’ = H,)

est un systéme de racines.

Cas particulier : g =
canonique de R" et e}, - - -,
(g,h) comme ceci :

:{ixieieR”,ixi:O}CR” et V*:{lee e (R")” ZxZ—O} R™)*

i=1 i=1

(K) et b = {matrices diagonales}. Soit eq,---, e, la base

s,
e; sa base duale. Alors on peut décrire le systéme de racine de

avec accouplement de dualité induit par 'accouplement entre R™ et (R")*, et
O ={a;=(e;i—€;),1<i#j<n}et ' = aivj:(e:—e;),lgi#jgn}

avec bijection évidente.
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2.6.2 Groupe de Weyl. Notons que 'endomorphisme s, de V introduit au point iii)
de la définition ci-dessus est la réflexion d’axe Ker(a") et de direction R.c. En d’autres
termes on a

s? =idy, Ker(s, + idy) = Ra et Ker(s, — idy) = Ker(a").

DEFINITION. — Le sous-groupe W C GL(V) engendré par les s,, a € ® est appelé
groupe de Weyl du systéme de racines.

Par 'axiome iii) des systémes de racines, W.® C ®. En fait, puisque ® engendre V| le
morphisme W — G4 donnant I'action de W sur ® est injectif. En particulier, W est fini.
On sait alors construire des produits scalaires invariants sous W. Fixons-en un (., .). Alors
la réflexion s, est alors simplement la réflexion orthogonale d’axe a*. Elle est donc de la
forme
(v, @)

Sa(V) =v — 2<a, o)

Si I’on identifie V* & V' au moyen de (., .), on en déduit que o = ﬁa, et symétriquement

_ 2 v ol :
que o = v oya. En particulier, on voit que
(DY, D, — «) est un systéme de racines dans V*.

Ezemple. — Soit ® le systéme de racines de (g,h). On a vu que la forme de Killing
induit sur hr un produit scalaire euclidien. On peut le transporter par dualité a hi. Puisque

alH) = m@[a, H), on obtient le produit scalaire
_ 4(H,, Hg)
<a’ﬁ> . <HmHa><HﬁaHﬂ>‘
On a alors
- _ g Mo Ha) _g_ ol
SO&(B)_B_5<HQ)Q_5 2 <Of,6>(]{—6 2<a7a> )

ce qui montre que s, est la réflection orthogonale d’axe a et donc que {.,.) est W-invariant.

Cas particulier : dans 'exemple de sl,(K) le produit scalaire obtenu est celui induit
par le produit euclidien canonique sur R". La réflection s,,; est donc la restriction a V' de
la réflection orthogonale s;; de R™ d’axe H;; = {(zx)k, ©: = z;}. On a donc s;;(e;) = e;
et s;(ex) = ex pour k # 4, j. Cela identifie W au groupe symétrique &,, agissant par
permutation de la base canonique.

2.6.3 Contraintes sur deux racines. Donnons-nous deux racines «, 3 € ® non propor-
tionnelles et non orthogonales. Quittes a remplacer o par —« et & échanger a et 3, nous
pouvons supposer que

(@, 8) <0 et (a,) <(B,0).
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On a alors les contraintes suivantes :

(o, B)?
(o, @) (B, B)

qui entrainent les inégalités

(@, )
(@, a)

(o, B)
(8, 6)

0< <1 avec a’(B8)=2 €Z et BY(a)=2 e

0<a’(B)pY(a) < 4.
Ceci ne laisse que trois possibilités :

i) o¥(8) = 8Y(a) = —1, auquel cas (o, a) = (3, ). et angle (a, f) = 2.
ii) av(B) = -2, BY(a) = —1, auquel cas 2(a,a) = (B, B). et 'angle (o, 3) = 7.
i) o¥(8) = =3, 8Y(a) = —1, auquel cas 3(o, a) = (3, ). et 'angle (o, §) = .

Ezxemple. — Soilent a = «;j, f = ay dans le systéme de racines de sl,,. On voit que
~{i,7} N{k,1} =0 = a et 3 orthogonales.
— i, 5} Nn{k,1}| = 1 = situation i) (méme longueur, et angle 37).

Remarque. — Dés que (o, ) < 0on a a+ [ € ®. En effet, on peut supposer ||a|| < ||3]]
et dans tous les cas ci-dessus, on a a + = sg().

2.6.4 Racines simples. Fixons une forme linéaire f € V* ne s’annulant sur aucune
racine. On dit alors que « est f-positive (ou positive si pas d’ambiguité) si f(a) > 0. On
note @, I'ensemble des racines f-positives. On a une partition ® = &, 1P _. On dit que «
est f-simple (ou simple si pas d’ambiguité), si « est positive et n’est pas somme de deux
racines positives. On note A I'ensemble des racines simples.

Ezemple. — Pour g = sl,(K). Prenons la forme linéaire (z;); — — >, ix;. Alors oy
positive < i < j, et A ={a; 41,9 =1,---,n— 1}

THEOREME. — Awvec les notations ci-dessus, on a

Z) (D+ C ZQEA Na
ii) A est une base de V.

Démonstration. 1) par Pabsurde : soit 3 € ®*\ (3, . Nav) tel que f(8) soit minimal.
Alors 5 ¢ A donc 8 = 1 + B2 avec 5; € ®,. Mais alors f(5;) < f(8) donc par minimalité
Bi € > neaNa, puis g€ >, Na : contradiction.

ii) Par le i), A est génératrice. Il faut montrer qu’elle est libre. Remarquons d’abord que
(a, B) < 0 pour toutes a, f € A distinctes. En effet si (a, ) > 0, la remarque précédente
nous dit que o — 3 est une racine. Si elle est positive alors a« = § + (a — ) contredisant
la simplicité de «, sinon c’est la simplicité de 8 qui est contredite.

Maintenant, soit ) .\ Aqa = 0 une relation de dépendance linéaire. Soit

A+:{O{€A,)\a>0}etA_:A\A+
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Ecrivons la relation sous la forme

D daa== > NB=:0.

aEA L BeEA_

Alors (v,v) = Yo =g, B) <0, donc v = 0. Il s’ensuit que )
aEAL ,BEA_
done }° ca, Aaf(a) =0 sibien que A\, = 0, Va € A, et de méme \g =0,V € A_. [

Aox = 0 et

OCEA+

Un ensemble A de racines f-simples pour f comme au début est appelé base de . On
peut montrer, mais nous ne le ferons pas que :
— W agit simplement transitivement sur ’ensemble des bases de ®.
— W est engendré par ’ensemble S des réflections associées aux racines f-simples (f
fixée). En fait (W, S) est un systéme de Coxeter.

2.6.5 THEOREME.— (Classification des K-algébres de Lie semi-simples)

i) Soit g une K-algébre de Lie semi-simple, i une sous-algébre de Cartan, ® le systéme
de racines de b dans g. Fizons une base A de ® et rappelons que o”(B) = f(H,).
Alors g est engendrée par les B, H,, F,, pour a € A, avec pour seules relations :

(a) [Ha, Hp] =

(b) [EOHF ] - 5045H

() [Ha, Es) = " (8)Es et [Ha, Fs] = —a”(8)Fy,

(d) (adg,)” ,v(6)+1(gﬁ) =0 et (adp, )@ (6)+1(g 5) =0
pour o, B € A.

ii) Soit (V,®,PY) un systéme de racines (réduit) et A une base de ®. Alors la présen-
tation ci-dessus définit une K-algébre de Lie semi-simple.

iii) Les procédés décrits ci-dessus induisent une bijection
{ K-algebres de Lie semi-simples } jisom <> { Systémes de racines (réduits)} jisom-

On pourra conseiller les livres de Serre, Carter ou Humphreys pour une preuve de ce
résultat. Les exercices suivants donnent la partie facile de I'énoncé i).

FEzercice. — Montrer que g est engendrée (en tant que K-algébre de Lie) par les E,,, H,, F,,
pour o € A.

FEzercice. (Relations de Serre) — Montrer que pour a, 3 € A on a (adp, ) #He)+(g5) =
0 et (adp, ) PHI*T (g 5) =0

2.6.6 Diagrammes de Dynkin et classification des systémes de racines. On comprend
maintenant l'intérét des systémes de racines et on voudrait donc les classifier. Pour ce
faire, a (®, A) on associe son diagramme de Dynkin qui est la donnée du graphe “décoré”
suivant :

— L’ensemble des sommets du graphe est A.
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~Sia# €A, onpose ny =a’ ()Y (a) (= 1,2, ou 3) et on relie a et 5 par nys

arétes.

— Lorsque n,3 > 1, on oriente les arétes de la plus longue racine vers la plus courte

(pour la norme associée a (.,.)). Alternativement, on marque les racines longues.

Le diagramme de Dynkin ne dépend pas du choix de la base A de ®. En général, il a
plusieurs composantes connexes, qui sont des diagrammes de Dynkin de systémes de racines
“facteurs directs” de ® en un sens assez clair. On montre que l'algébre de Lie semi-simple
associée a O est simple si et seulement si le diagramme de Dynkin de ® est connexe, auquel
cas on dit que P est irréductible.

THEOREME. — Tout diagramme de Dynkin conneze est de l'un des type suivants (les
racines longues sont noircies) :

Réciproquement, chacun de ces diagrammes est le diagramme de Dynkin d’un systéme
de racines réduit “irréductible”.

Les deux théorémes de classification nous disent que les algébres de Lie simples sont
classifiées par les diagrammes de Dynkin ci-dessus. En ce qui concerne les algébres de Lie
classiques, on vérifie par calcul que sl,, <> A, _1, §02,11 <> By, 5Py, <> Cy, et s0y, <> D,
(pour n > 3). Les autres algébres de Lie simples (en nombre fini) sont dites “exception-
nelles”.
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