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Exercice 1. Soit f ∈ Q[X] irréductible de degré 3 et soit Gf son groupe de Galois sur Q.

i. Montrer que Gf est isomorphe à S3 (groupe symétrique) ou A3 (groupe alterné).

ii. Montrer que si f a une seule racine réelle, alors Gf est isomorphe à S3.

Exercice 2. Soit f ∈ Q[X] et Qf ⊂ C le sous-corps de décomposition de f dans C,
engendré par les racines α1, · · · , αn de f . On identifie Gf := Gal(Qf/Q) à un sous-groupe
de Sn via son action sur les αi. Enfin, on pose d :=

∏
i<j(αi − αj).

i. Montrer que d2 ∈ Q.

ii. Montrer que pour σ ∈ Gal(Qf/Q) on a σ(d) = sgn(σ).d.

iii. Montrer que Gf ⊂ An ⇔ d ∈ Q, puis que (Qf )
Gf∩An = Q(d).

Exercice 3. Notons ζ7 := exp(2iπ/7) ∈ C.

i. Rappelez pourquoi Q(ζ7) est Galoisien sur Q et quel est son groupe de Galois.

ii. Montrer que le corps Q(cos(2π/7)) est Galoisien sur Q. Calculer son degré et son
groupe de Galois.

iii. Plus généralement, montrer que pour n > 3, le corps Q(cos(2π/n)) est Galoisien sur
Q, et que c’est l’intersection de R avec Q(exp(2iπ/n)). Calculer son groupe de Galois
et montrer qu’il est cyclique lorsque n est premier.

Exercice 4. Soit K ⊃ k une extension finie de corps. Pour α ∈ K, la multiplication
par α est un endomorphisme k-linéaire de K. On note TrK/k(α) sa trace, NK/k(α) son
déterminant, et ΦK/k(α) ∈ k[X] son polynôme caractéristique.

i. Notons fα le polynôme minimal de α sur k.
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(a) En calculant dans une k-base bien choisie de k(α), montrer que Φk(α)/k(α) = fα.

(b) Si K/k est Galoisienne, en déduire les égalités dans K :

Trk(α)/k(α) =
∑

β∈Gal(K/k).α β et Nk(α)/k(α) =
∏

β∈Gal(K/k).α β.

ii. À l’aide d’un choix de base de K sur k(α), montrer ΦK/k(α) = Φk(α)/k(α)[K:k(α)], et

TrK/k(α) = [K : k(α)]Trk(α)/k(α) et NK/k(α) = Nk(α)/k(α)[K:k(α)].

iii. Si K/k est Galoisienne, montrer qu’on a les égalités dans K

TrK/k(α) =
∑

σ∈Gal(K/k) σ(α) et NK/k(α) =
∏

σ∈Gal(K/k) σ(α).
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