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Exercice 1. Questions de cours.

i. Soit k un corps et n un entier d’image non nulle dans k. On note k, le corps de
décomposition du polynome X™ — 1.

(a) Montrer que k,/k est Galoisienne et construire un morphisme de groupes injectif
Xnk : Gal(k,/k) — (Z/nZ)*.
(b) Décrire X, r €t XnF,, Ol p est un nombre premier.

(c) Montrer que x,j est un isomorphisme si et seulement si le polynoéme cyclo-
tomique ®,, € Z[X] est irréductible dans k[X].

ii. Montrer que pour tout groupe fini G, il existe une extension de corps K /k Galoisienne
telle que Gal(K/k) ~ G.

Exercice 2. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et soit £ C K un
sous-corps tel que [K : k] soit fini.

i. Montrer que K /k est Galoisienne.

L’extension est séparable puisqu’on est en caractéristique 0. Elle est normale puisque K
est algébriquement clos (tout polynome minimal f, est en particulier scindé dans K[X]).

ii. Soit p un diviseur premier de [K : k].

(a) Montrer qu’il existe une sous-extension k C L C K telle que [K : L] = p.
L’ordre du groupe Gal(K/k) est divisible par p, donc ce groupe contient un élément
o d’ordre p. Il suffit de poser L = K (pts fixes). Un théoreme du cours implique que
K /L est Galoisienne de groupe (o) = Z/pZ.

(b) Montrer que L contient les racines p-emes de 1, et en déduire que K = L(«)
avec o € L. On pose alors a := o”.
Soit ¢ une racine p-éme primitive de 1 dans K. Le polynéome minimal de ¢ divise
®,(X) = XP~1 + ... + 1, donc est de degré d premier & p. Comme d = [L(¢) : L]
divise [K : L] = p, il s’ensuit que d = 1 et donc L(¢) = L.
Comme K/L est une extension cyclique de degré p, on peut appliquer un théoreme
du cours qui dit que, puisque L contient les racines p-emes de 1, alors K est de la
forme L(a) comme voulu.
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(c) Notons Ng/r(a) le déterminant de la multiplication par «, vue comme endo-
morphisme L-linéaire de K. Montrer que Ny, (o) = (—1)P"'a
On sait que la famille 1, «v, - - - , P! est une L-base de K. La multiplication par a dans
cette base est la matrice “permutation” (b;;); ; telle que by =bzo = -+ =bpp1 =1
et byp = a. Son déterminant est (—1)Pa.

(d) Montrer qu'il existe 3 € K tel que 57 = a. De D'égalité N/ (B)? = (—1)P"'a,
déduire que p =2 et a € —(L*)%
L’existence de 8 découle du fait que K est algébriquement clos. Ny, /x est une applica-
tion multiplicative K* — L* (par multiplicativité du déterminant), donc on a bien
Ng/p(B)P = Niyr(BP) = (—1)P~la. Puisque a n’a pas de racine p-éme dans L, on
doit avoir (=1)?~! = —1, donc p = 2, ce qui implique alors a = —Ng 1 (3)* € —(L*)?.

iii. En conclure que K =k ou K = k(v/—1).
Supposons k£ # K. On peut alors appliquer les questions précédentes qui montrent I’existence
d’une extension k¥ C L ¢ K telle que K = L(v/—1). En particulier, on a v/—1 ¢ k. On
a donc l'équivalence k # K < /—1 ¢ k. Celle-ci, appliquée a k(y/—1), montre que
K =k(v/-1).



