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On fixe une courbe projective lisse C' sur un corps algébriquement clos k. Le but de
I'examen est de montrer que C peut se plonger dans P3, i.e. il existe une immersion fermée
C — P3. Comme on sait déja que C se plonge dans un P”, on va tenter de diminuer n.

Exercice 1. Droites projectives. On rappelle quune “droite” dans P" est I'image par la projec-
tion k"1 \ {0} — P"(k) d'un sous-espace vectoriel (épointé) de k"1 de dimension 2.

i.

ii.

Etant donnés deux points distincts P, ), montrer qu’il existe une unique droite
projective (PQ) C P" contenant P et Q. Si P,Q € Up pour une forme linéaire

F € k[Xy, -+, X1, montrer qu’il y a un unique isomorphisme L?Q P (PQ)
tel que LEQ(O) =P, L?Q(l) =Q et LIQQ(OO) € Vp. Puis montrer que 'application

Fo (Up xUp)\ Ayyp) x Pt — P
(P7Q7x> = L?,Q(x)

est un morphisme. (Hint : on pourra se ramener a F = X; et expliciter +*°)

Etant donné un point P et une droite vectorielle = dans 'espace tangent TpP",
montrer qu’il existe une unique droite projective Dp= C P" contenant P et telle que
E=Tp(Dpz). Si P e Up et £ € =\ {0}, montrer qu’il y a un unique isomorphisme
/fgg . P! =5 Dpz tel que ngjf(O) = P, /fg{(oo) € Vp et domgg(l) = ¢, onona
identifié ToP' = k. Enfin, si U C U est un ouvert et £ : U — TP est une section
partout non nulle du fibré tangent, montrer que I'application

UxP — P
(Px) = ’fg,g(}))(x)

est un morphisme.

Exercice 2. Projections linéaires. On suppose que C est contenue dans P", mais pas dans

Ihyperplan Vx,. On note O un point de l'ouvert Ux, non contenu dans C. Enfin, on identifie
Vo CPPaP ™ tvia[0:xy - iay] e [21 000 ).

i.

il.

Pour tout P € P"(k) distinct de O, montrer que Vx,N(OP) est un singleton. Notons-
le {mo(P)}. Montrer que Iapplication mp :=P"\ {O} — P"~! ainsi obtenue est un
morphisme de variétés.

Montrer que (7o)|c est injective si O n’appartient pas & Sec(C) := Up gec pro(PQ)

(la réunion des sécantes a la courbe).
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iii. Pour P € C, montrer que dp((mo)|c) est injective si O n’appartient pas a I’ensemble
Tan(C) := Upee Dprpc (la réunion des tangentes a la courbe).

Exercice 3. Estimation de dimensions.
i. En utilisant la question i de l’exercice 1, montrer que dim(Sec(C)) < 3.

ii. Soit U C C' N Uy, un ouvert affine au-dessus duquel le fibré tangent 7C' est trivial.
Construire un morphisme U x P! — P" tel que pour tout P € U, I'image de { P} x P!
est la tangente & C' en P. En déduire que dim(Tan(C)) < 2.

iii. Montrer que si n < 4, on peut trouver O tel que (7o) est injective et dp((70)|c)
est injective pour tout P € C.

Le but des deux derniers exercices est de prouver qu'un mp comme au iii de ’exercice 3 est
une immersion fermée.

Exercice 4. Immersions fermées. Soit ¢ : C — V un morphisme de C dans une variété.

i. Montrer que ¢ est une immersion fermée si et seulement si ¢ est injectif et, pour tout
P € C, le morphisme local ¢* : Oy, ,p) — Oc,p est surjectif.

ii. Soit P un point tel que l'application tangente dpp : TpC' — T, (p)V est injective.

(a) Montrer que m¢ p = ¢* (mV7W(P)).007P. Hint. Utiliser le lemme de Nakayama.

(b) Si ¢~ (¢(P)) = {P}, montrer que ¢* : Ov,o(p) — Oc,p est surjectif en admet-
tant le w1 de l'exercice 5 et a I’aide de Nakayama.

Exercice 5. Quverts affines et finitude.

i. Soit A C M(C) une sous-k-algebre de type fini telle que Frac(A) = M(C). Si A
est intégralement close, montrer que I'application birationnelle entre SpmA et C est
représentée par un morphisme SpmA — C, et que celui-ci est une immersion ouverte

d’image {P € C,A C O¢c,p}.

ii. Soit ¢ : C — V un morphisme de variétés et U C V un ouvert affine tel que
o Y(U) # (. Montrer que la composition des fonctions avec ¢ induit un morphisme
de k-algebres ¢* : O(U) — M(C) et que ¢ 1(U) = {P € C,p*(O(U)) C O¢c.p}. Si
¢ est non constant, utiliser i. pour en déduire que ¢~!(U) est affine et que ¢ induit
un morphisme fini ¢~ H(U) — U.

iii. Comme en ii et soit P € C tel que ¢ 1(¢(P)) = {P}. Montrer que O¢ p est un
Oy, ,(py-module de type fini. Est-ce vrai sans 'hypothese ¢~ !(¢(P)) = {P} ? Hint :
considérer ¢ : P! — P!, 2+ 22 au point P = 1.

Exercice 6. Conclure !



