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On fixe un corps algébriquement clos k. Toutes les variétés sont des k-variétés.

Exercice 1. Notons O le point (0,0) du plan A% et m C O(A?) son idéal maximal. Posons

E:={((z,y),[\: u]) € A? x P, pz = Ay}
Exi= {((z,9), [\ 4]) €A £ 0}, By o= {((2,9), [\ s 1)) € B, # 0}
7 : E — A? la restriction de la premiére projection A% x P —s A2

i. Montrer que E est un fermé irréductible dans A? x P'. On le munit de la structure
de sous-variété fermée. Montrer que Ey et [, sont des ouverts affines de E. Est-ce
que E est une variété affine ? (regarder 7=1({0})).

ii. Montrer que 7 induit un isomorphisme 7~ 1(A2\ {O}) = A2\ {0}, puis en déduire
que 7* induit un isomorphisme M(A2) = M(E).

iii. Identifions M(E) & k(X,Y) grace & 7, et posons T' = ¥.. Calculer O(E,) et O(E,)
comme sous-anneaux de k(X,Y"), puis vérifier que leurs idéaux respectifs mO(E)) et
mO(E,) sont principaux. Observer que Ey ~ E, ~ A2,

Soit f € k[X, Y] irréductible et sans terme constant, et Cy := {(z,y) € A?, f(z,y) = 0}
le fermé associé dans A?. On note f = > nen Jn la décomposition de f en somme de
polynoémes homogenes (avec deg f, = n), et on on pose r le plus petit n tel que f,, # 0.

iv. Montrer que Cy est une courbe irréductible passant par O.

v. Montrer que 7T71(Cf) est une courbe avec deux composantes irréductibles, qui sont

Cp = T\ {O}) et 7 ({0}) = {0} x P.
vi. Calculer I'idéal annulateur de C ¢t NEy dans O(E,), et idem pour E,.

vii. Montrer que Cy N7~ ({0}) = {O} x {[\ : u] € P!, f.(\, ) = 0}. Interpréter cet
ensemble en termes du cone tangent de C'y en O.

viii. Si O est un point régulier de C'y, montrer que 7 induit un isomorphisme C’f = i

ix. Supposons O singulier dans Cy, et notons Iy := ~C~'f N 7~1({0}). Montrer que
I'ensemble des points de Iy qui sont singuliers dans C est

{0} {[A € P 0w = o = 20 = () = o}

suite au verso




x. Montrer que C ¢t — Cy est une désingularisation de Cy lorsque f = Y? - X34+ X2
et f=Y? — X3. Construire une désingularisation de Cy lorsque f = Y? - X5,

On généralise la construction de E en posant :
E" := {((xl, s ,I‘n), [)\1 Do )\n]) S A" x ]Pm_l, Vi,j, )\jmi == )\l:l/‘]} .

xi. Montrer que E” est fermé irréductible dans A" x P"~!, que la projection 7 : E® — A"
est un isomorphisme au-dessus de A™ \ {0}, et que chaque ouvert EY  défini par la
condition \; # 0 est isomorphe a A".

xii. Supposons chark # 2 et n > 2. Posons f = > XZ-2 et notons Vy C A? le fermé
associé.

a) Montrer que V; est une variété irréductible de dimension n — 1 et que O =
f
(0,---,0) est son seul point singulier.
(b) Notons Vj := m=1(V; \ {O}). Calculer I'idéal annulateur de V; N EY. pour tout
i, puis montrer que 7 induit une désingularisation V; — V.

C Montrer que [/ est normale et dOI’lC on ne ouvait pas déSiI’l ulariser [/ par
f 1% g f
normalisation) .

Exercice 2. On appelle groupe algébrigue une variété munie d’une loi associative V xV —
V' qui est un morphisme, d’un élément neutre e € V', et d’une application “inverse” V. — V
qui est un morphisme.

i. Soient V, W deux variétés irréductibles et V x W -2 Z un morphisme de variétés
avec Z séparée. On suppose que V est compléte et qu’il existe wg € W et zg € Z tels

que (V' x {wo}) = {20}
(a) Soit U un voisinage ouvert affine de zy dans Z. Montrer que le sous-ensemble
{w e W,¢o(V x {w}) C U} est un ouvert dense de W.

(b) On suppose de plus qu’il existe vg € V tel que p({vo} x W) = {zp}. Montrer
que o(V x W) = {z0}.

(¢) Montrer sur un exemple que I’hypothese de complétude sur V' est essentielle
pour avoir (a) et (b).

ii. Soit V' un groupe algébrique qui est une variété complete. Montrer que la loi de V
est commutative. On dit que V est une variété abélienne.

iii. Soient V, V' deux variétés abéliennes. Montrer que tout morphisme de variétés
V — V' est la composée d'un morphisme de groupes algébriques et d’une translation.



