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Abstract

Dans ce mémoire, on étudie les classes de conjugaisons de morphismes complètement
réductifs Γ → H(k) pour Γ un groupe quelconque, H un groupe réductif et k un corps
algébriquement clos. On montre en particulier que ces morphismes sont uniquement pa-
ramétrés par leurs "traces" et on étudie comme sont reliés l'espace des représentations
avec l'espace des traces.
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1 Préliminaires

1.1 Notations de théorie des catégories

Les symboles : Ens,Top,Gp,Ab,Mon, A-Mod, A-Alg,Sch, S-Sch,GpProfini,GpReductifk
désignent respectivement les catégories des ensembles,des espaces topologiques, des groupes,
des groupes abéliens, des monoïdes, des A-modules (pour A un anneau commutatif), des
A-algèbres, des schémas, des S-schéma pour S un schéma, des groupes pro�nis et des
groupes réductifs dé�nis sur k. Si de plus C et D sont deux catégories quelconques, on
note Fonct(C,D) la catégorie des foncteurs de C dans D. Si C est une catégorie, et S ∈ C
un objet, on notera C/S la catégorie des S-objets de C. De plus étant donné une catégorie
C et T ∈ C, on notera hT = HomC(., T ) : C → Ens le foncteur de Yoneda.

Soit C une catégorie avec des produits �brés et S ∈ C un objet, un S-objet en groupe
de C est un objet G ∈ C/S muni de trois S-morphismes :

(i). Un morphisme de multiplication : m : G×S G→ G,

(ii). Un morphisme d'inversion : i : G→ G,

(iii). Un neutre : eG : S → G. En particulier eG est une section du morphisme structural
de G comme S-schéma,

tel que les diagrammes suivants commutent :

G×S G×S G G×S G S ×S G G×S G G×S S

G×S G G G

G G×S G G

S G S

(m,idG)

(idG,m) m
'

(eG,idG)

m
'

(idG,eG)

m

(i,idG)

m

(idG,i)

eG eG

.

(1)
En particulier soit T un S-objet, alors G(T ) = HomS(T,G) ∈ Gp. Et donc le foncteur

de Yoneda hG : C/S → Ens se factorise en C/S → Gp
U−→ Ens où U est l'oubli Gp→ Ens.

On notera encore hG : C/S → Gp le foncteur innduit.
Réciproquement si F : C/S → Gp est un foncteur contravariant tel que U ◦ F :

C/S → Ens est représentable par un objet H, alors F dé�ni une structure de C/S-groupe
canonique sur H. Pour tout S-objet T soit m(T ) : F (T )×F (T )→ F (T ) la loi de groupe
de F (T ), comme F est un foncteur pour tout S-morphisme T ′ → T, F (T )→ F (T ′) est un
morphisme de groupe donc T → m(T ) est une transformation naturelle de foncteur, de
même on dé�nit les morphismes d'inversion i et neutre eF , comme U ◦F est représentable
et U commute aux produits �brés, on obtient des morphismes encore notés m, i et eH
respectivement H ×S H → H,H → H et S → H. Comme pour tout T,m(T ), i(T ) et
e(F ) vérifent les axiomes de groupes les diagrammes (1) commutent quand on remplace
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G par F (T ) et (m, i, eG) par (m(T ), i(T ), eF (T )). Donc les transformations naturelles
(m, i, eF ) font commuter les diagrammes (1) et par lemme de Yoneda les S-morphisme
(m, i, eH) véri�ent les même relations, ce qui dé�nit la stucture de groupe sur H.

Soit G1 et G2 deux S-objet en groupes un morphisme de S-objet en groupe est une
�èche f ∈ HomS(G1, G2) telle que fmG2 = mG1(f, f). On dé�nit alors la catégorie
des S-objets en groupe S − Gp et la construction précédente donne une équivalence de
catégories :

S-Gp ' {F ∈ hS-Gp tel que U ◦ F soit représentable}. (2)

Dé�nition 1.1. Soit G un S-objet en groupe et X un S-objet, une action à gauche de
G sur X est un morphisme µ : G×SX → X tel que les diagrammes suivant commutent :

G×S G×S X G×S X S ×S X G×S X

G×S X X X

(mG,idX)

(idG,µ) µ

(eG,idX)

'
µ

µ

. (3)

Remarque 1.2. Par le lemme de Yoneda, il est équivelent de donner une action à gauche
de G sur X et de donner un morphisme µ : G ×S X → X tel que pour tout S-objet T
le morphisme µ(T ) : G(T )×S(T ) X(T )→ X(T ) soit une action action à gauche de G(T )
sur X(T ) dans la catégorie des S(T )-ensembles.

1.2 Notations et résultats de théorie des groupes algébriques

Soit S un schéma, un S-schéma en groupe est un S-objet en groupe dans la catégorie
S-Sch, de plus si G est un S-schéma en groupe et T → S est un morphisme de schéma,
on notera GT = G×S T le changement de base à T , alors GT est un T -schéma en groupe.
Pour tout S-schéma en groupe G, on dira que G est a�ne, propre, de type �ni, étale,
. . .si le schéma sous-jacent l'est. Un groupe algébrique est un k-schéma en groupe de type
�ni sur un corps k. Dans le reste de cette section on énumérera les propriétés des groupes
algébriques qui seront utiles par la suite, les preuves sont dans [Mil17].

On �xe k un corps et G un k-groupe algébrique.On identi�era le morphisme neutre
eG : Spec(k)→ G, avec son image e ∈ G.

Théorème 1.3 ([Mil17] Proposition 1.28). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i). G est lisse.

(ii). Le point e est un point lisse de G.

(iii). L'anneau local OG,e est régulier.
(iv). G est géométriquement réduit.

Théorème 1.4 ([Mil17], Proposition 1.29 à 1.36 et 2.37). Soit X un k-schéma de type
�ni, il existe un unique k-schéma étale π0(X) et un morphisme X → π(X) ayant la
propriété universelle suivante : pour tout morphisme u : X → S où S est un k-schéma
étale, il existe un unique morphisme u : π0 → X faisant commuter le diagramme :
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X π0(X)

S

u u

Le schéma π0(X) véri�e de plus les propriétés suivantes :

(i). Pour toute extension k′ de k, π0(Xk′) = (π0(X))k′.

(ii). Pour tout X,Y de type �ni sur k, π0(X × Y ) ' π0(X)× π0(Y ).

(iii). Les �bres du morphisme X → π0(X) sont les composantes connexes de X.

Si G est un k-groupe algébrique alors π0(G) est un k-groupe algébrique étale, de plus
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i). G est irréductible.

(ii). G est connexe.

(iii). G est géométriquement connexe.

(iv). π0(G) ' Spec(k).

Dé�nition 1.5 ([Mil17] 1.f). Soit G un groupe algébrique, un sous groupe algébrique H
de G est un sous schéma fermé tel que pour tout k-schéma T,H(T ) est un sous groupe
de G(T ).

Le sous groupe H est distingué si pout tout T,H(T ) est disintgué dans G(T ).

Soit f : G → G′ un morphisme de groupes algébriques, le noyau de f,Ker(f) est le
sous-groupe distingué Spec(k)×G′G. En particulier pour tout k-schéma T,Ker(f)(T ) est
le noyau de G(T )→ G′(T ).

Un suite courte
e→ H

j−→ G
f−→ Q→ e (4)

est exacte si j est un isomorphisme de H sur Ker(f) et si f est �dèlement plat.

Théorème 1.6 ([Mil17], Proposition 2.37). Soit G un groupe un algébrique, le compo-
sante connexe qui contient e est notée G0, il jouit des propriétés suivantes :

(i). Le sous groupe G0 est distingué.

(ii). G0 s'insère dans la suite exacte suivante :

e→ G0 ⊂ G→ π0(G)→ e (5)

où le deuxième morphisme est le morphisme canonique de G→ π0(G).

Soit f : G→ G′ un morphisme de groupes algébriques alors f induit des morphismes,
G0 → (G′)0 et π0(G)→ π0(G′).
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Théorème-Dé�nition 1.7 ([Mil17], Sections 1.J et 1.K). Soit G un schéma en groupe
sur un corps k, et H un sous groupe on dé�nit deux foncteurs représentables ZG(H) et
NG(H) qui sont respectivement normalisateurs et centralisateur de H dans G. Pour tout
k-schéma T on pose :

NG(H)(T ) = {g ∈ G(T ), gHT g
−1 = HT }

ZG(H)(T ) = {g ∈ G(T ), ghg−1 = h,∀T ′ → T, h ∈ HT (T ′)}

On note de plus Z(G) = ZG(G).

Théorème 1.8 ([Mil17], Theorem 7.2). Soit G un groupe algébrique et X un schéma de
type �ni séparé sur k sur lequel G agit. Notons µ : G×X → X l'action, alors le foncteur
T 7→ {x ∈ X(T ), µ(g, xT ′) = xT ′ , ∀T ′ → T} est représentable par un sous schéma fermé
que l'on notera XG, c'est le lieu des points �xes de l'action de G.

Dé�nition 1.9 ([Mil17], 7.6). Soit G et X comme précédemment et x ∈ X(k), alors le
foncteur T 7→ {g ∈ G(T ), gxT = gT } est représentable par un sous schéma en groupe
noté Gx, c'est le groupe d'isotropie de x ou le stabilisateur de x.

1.3 Action des tores et concentrateurs

Soit k un corps et ka une cloture algébrique de k. Les groupes algébriques et schémas
considérés sont dé�nis au dessus de k. Tous les groupes algébriques considérés sont a�nes.

Dé�nition 1.10. Le groupe Gm = Spec(k[T, T−1]) est le groupe algébrique correspon-
dant au foncteur suivant : T → O(T )×. Un tore T est un groupe algébrique tel que
Tka ' Gn

m où n = dim(T ). On dira que T est déployé si cet isomorphisme est dé�ni au
dessus de k.

Soit G un groupe algébrique, un caractère de G est un morphisme G → Gm, un
cocaractère de G est un morphisme Gm → G. On note X(G) = Hom(G,Gm), Y (G) =
Hom(Gm, G) les groupes de caractères et cocaractères dé�nis au dessus de k et X∗(G) =
Hom(Gka , (Gm)ka), Y ∗(G) = Hom((Gm)ka , Gka) ceux dé�nis au dessus de ka.

On renvoie au chapitre 4 et 12 de [Mil17] pour les propriétés des tores et de leurs
représentations.

Théorème 1.11 ([Mil17], Theorem 13.1). Soit T un tore qui agit sur un schéma lisse
X, alors XT est lisse.

Dé�nition 1.12 (Limite d'un morphisme). Soit X un schéma séparé, et φ : A1−{0} →
X un morphisme, comme X est séparé et A1−{0} est schématiquement dense dans A1, il
existe au plus un morphisme φ̃ : A1 → X qui prolonge φ. On note alors limt→0 φ = φ̃(0).

Théorème-Dé�nition 1.13 (Concentrateur d'un sous schéma fermé, [Mil17] 13.31).
Soit X un schéma algébrique a�ne lisse muni d'une action de Gm et Z ⊂ X un sous
schéma fermé lisse de X, alors il existe un unique sous schéma fermé X(Z) véri�ant

X(Z)(ka) = {x ∈ X(ka) tel que lim
t→0

tx existe et soit dans Z} (6)
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Soit maintenant G un groupe algébrique lisse et λ : Gm → G un cocaractère, λ dé�nit
une action de Gm sur G par conjugaison. On note alors Pλ = G(G) le concentrateur de
G,Lλ = GGm et Uλ = G(e) le concentrateur de e.

Théorème 1.14 ([Mil17], 13.d). Les sous schémas Pλ, LλetUλ sont des sous groupes de
G qui véri�ent les propriétés suivantes :

(i). Pour tout g ∈ Pλ(T ), limt→0 λ(t)gλ(t−1) ∈ Lλ et l'application Pλ → Lλ dé�nie
sur les T -points comme g 7→ limt→0 λ(t)gλ(t−1) est un morphisme de groupes, on
la note cλ.

(ii). Le groupe Uλ est unipotent.

(iii). La suite suivante est exacte et scindée par l'inclusion Lλ ⊂ Pλ,

e→ Uλ → Pλ
cλ−→ Lλ → e. (7)

1.4 Groupes réductifs

Le but de cette section est de �xer les conventions concernant les groupes réductifs,
les principales références utilisées sont [Mil17] et [Con14].

Théorème-Dé�nition 1.15 ([Mil17], 19.a et 19.b). Soit G un groupe algébrique a�ne
lisse connexe sur un corps k,

(i). Il existe un unique sous groupe a�ne connexe lisse normal maximal résoluble de
G, on l'appelle le radical de G, il est noté R(G).

(ii). Il existe un unique sous groupe a�ne connexe lisse normal maximal unipotent de
G, on l'appelle le radical unipotent de G, il est noté Ru(G).

Dé�nition 1.16. Soit k un corps et G un groupe algébrique a�ne lisse connexe sur k
et notons k une clôture algébrique de k.

(i). On dit que G est semisimple si R(Gk) est trivial.

(ii). On dit que G est semisimple si Ru(Gk) est trivial.

Dé�nition 1.17. Soit G un groupe algébrique a�ne lisse sur un corps k, on dit que G
est réductif si G0 l'est.

Remarque 1.18. Comme la formation de G0 commute aux changements de base, on a
(G0)k = (Gk)

0 et il n'y a pas de confusion possible quand aux dé�nitions.

Dé�nition 1.19. Soit S un schéma et G un schéma en groupe sur S qui est S-a�ne et
lisse, on dit que G si pour tout point géométrique s : Spec(Ω) → S la �bre Gs est un
groupe réductif connexe.

Théorème 1.20 ([Gro65] Tome3, 15-6-5). Soit G un schéma en groupe lisse, S-a�ne
et de présentation �nie sur S, il existe un sous schéma en groupe ouvert G0 ⊂ G tel
que pour tout point s ∈ S, G0

s soit la composante centrale de Gs. La formation de G0

commute avec tout changement de base.

Dé�nition 1.21. Soit G un schéma en groupe S-a�ne, lisse, de présentation �nie sur
S, on dit que G est réductif si G0 l'est.
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1.4.1 Données de racines

Les références pour cette section sont [Mil17] 21.c et [springer]
Soit H réductif connexe dé�ni sur k-algébriquement clos.

Dé�nition 1.22. Le rang de H est la dimension d'un tore maximal. Le rang semisimple
de H est la dimension d'un tore maximal de H/R(H).

Proposition 1.23 ([Mil17], Theorem 20.1). Supposons que H soit semisimple alors sont
rang est > 0.

Notation. Soit α ∈ V , on note sα : V → V la symétrie de vecteur α, alors sα(x) =

x− 2 (x,α)
(α,α)α.

Dé�nition 1.24 (Système de Racines, [Mil17] C.12). Un sous ensemble R ⊂ V est un
système de racines si

(i). R est �ni, engendre V et 0 6∈ R.
(ii). Pour tout α ∈ R, sα(R) ⊂ R.

(iii). Pour tout α, β ∈ R, sα(β)− β est un multiple entier de α.

Le groupe de Weyl du système de racine, noté W (R) est le sous groupe de Aut(V )
engendré par les symétries sα pour α ∈ R, c'est un groupe �ni.

Dé�nition 1.25 (Données de Racines). Un ensemble de données de racine est un qua-
druplet (X,R,X∨, R∨) tel que X et X∨ soient des Z-modules libres �nis en dualité
parfaite, R et R∨ sont des sous ensembles �nis de X et X∨ en bijection par α ↔ α∨

véri�ant :

(i). (α, α∨) = 2 pour tout α ∈ R.
(ii). sα(R) ⊂ R et sα∨(R∨) ⊂ R∨ pour tout α ∈ R.
Le groupe de Weyl des données de racines, noté W (R) est le sous groupe de Aut(X)

engendré par les symétries sα pour α ∈ R, c'est un groupe �ni.

En particulier si R est un famille génératrice de XR alors (XR, R) est un système de
racines.

Dé�nition 1.26 (Données de Racines basées). Un ensemble de données de racines basées
est un sextuple (X,R,∆, X∨, R∨,∆∨) que l'on notera plus souvent (X,∆, X∨,∆∨), où
(X,R,X∨, R∨) sont des données de racines et ∆ ⊂ R est une base de XQ.

Soit (B, T ) une paire de Borel de H. On note X = X(T ) et X∨ = Y(T ), alors X et
X∨ sont en dualité parfaite par

X ×X∨ → Z
(χ, λ)→ n tel que Gm → Gm, t 7→ χ(λ(t)) = tn
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Théorème 1.27. Le quadruplet (X,Φ, X∨,Φ∨) sont des données de racines, ce sont les
données de racines de H.

Théorème 1.28. Le choix de B correspond au choix d'une base ∆ faisant de (X,∆, X∨,∆∨)
des données de racines basées. Ce ∆ est donné par ∆ = {α,Uα ⊂ B}.

Théorème 1.29. Pour toutes données de racines basées (X,∆, X∨,∆∨) il existe un
groupe réductif H dé�ni sur k muni d'une paire de Borel (B, T ) tel que (X,∆, X∨,∆∨)
soit les données de racines basées de H pour la paire de Borel (B, T ).

A toute données de racines basées R = (X,∆, X∨,∆∨) on associe un graphe, D,
appelé de le diagramme de Dynkin de R dont les sommets sont les éléments de ∆ et entre
deux sommets α et β il y a n(α, β) = (β, α∨) arêtes. On note Aut(D) les automorphismes
de graphe de D.

Théorème 1.30. On note D le diagramme de Dynkin associé à H. Le groupe des auto-
morphismes de H se décompose de la manière suivante :

e→ Inn(H)→ Aut(H)→ Aut(D)→ e (8)

1.4.2 Borels, Paraboliques et Lévis

Soit k un corps et H un groupe réductif connexe sur k, la référence pour cette section
est [Mil17], chapitre 17.

Dé�nition 1.31. Un sous groupe connexe, maximal, lisse, résoluble B de G est appelé
sous-groupe de Borel de G.

Une paire (B, T ) où B est un Borel de G et T ⊂ B un tore maximal de G (ou B) est
appelée paire de Borel de G.

Proposition 1.32. Toutes les paires de Borel de G sont conjuguées par G(k).

Dé�nition 1.33. Soit T un tore maximal de G, on note W (G,T ) = W lorsqu'aucune
confusion n'est possible le groupe π0(NG(T )) = NG(T )/ZG(T ), on l'appelle le groupe de
Weyl de (G,T ).

Théorème-Dé�nition 1.34. Un sous groupe parabolique P de H est un sous groupe
véri�ant l'une des propositions équivalentes suivantes :

(i). P contient un sous groupe de Borel.

(ii). La variété H/P est complète.

(iii). Il existe λ ∈ Y(H) tel que P = Pλ.

Dé�nition 1.35. Soit P un sous groupe parabolique, un sous groupe de Lévi L de P est
un supplémentaire de Ru(P ) dans P . C'est à dire que L ' P/Ru(P ) et P = LoRu(P ).

On dira aussi que L est un Lévi de P . De manière plus générale on dira que L est
un sous groupe de Lévi de H (ou simplement Lévi de H), s'il existe un sous groupe
parabolique de H dont L est un Lévi.

On appellera paire de Lévi (P,L) une paire de sous groupes où P est un parabolique
de H et L est un Lévi de P .
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Proposition 1.36. Pour tout parabolique P , il existe un sous groupe de Lévi de P et
tous les Lévis de P sont conjugués par Ru(P ).

Proposition 1.37. Il n'y a qu'un nombre �ni de classes de conjugaison de parabolique
et elle sont en correspondance avec les sous ensembles J ⊂ ∆ où (X,∆, X∨,∆∨) sont
des données de racines basées associées à une paire de Borel (B, T ) de H.
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2 Paraboliques et Lévis des groupes réductifs non connexes

Soit k un corps algébriquement clos. Soit H un groupe réductif non connexe, il y a
plusieurs manières de dé�nir les notions de sous-groupes paraboliques et sous groupes
de Lévis de H. Le but de cette section est de dé�nir ces di�érentes notions et de les
comparer.

2.1 Au sens de Richardson

Cette dé�nition est issue de [BMR05]. Les sous groupes paraboliques sont les sous
groupes de la formes Pλ et les sous groupes de Lévi sont les groupes de la forme Lλ pour
λ ∈ Y(H). On les appelera R-paraboliques et R-Lévis de H. Soit P un R-parabolique,
on note Ru(P ) = Ru(P 0) son radical unipotent, un R-Lévi de P est un supplémentaire
de Ru(P ) dans P , en particulier si P = Pλ alors Lλ est un R-Lévi de P . En particulier
la suite exacte suivante est scindée :

e→ Ru(Pλ)→ Pλ → Lλ → e (9)

Démonstration. Notons cλ : P → L le deuxième morphisme de cette suite. Soit x ∈ L(k),
alors cλ(x) = x et l'inclusion L→ P scinde la suite.

Proposition 2.1. Soient L un R-Lévi et P un R-parabolique. Alors L0 est un Lévi de
H0 et P 0 est un parabolique de H0.

Démonstration. Notons L = Lλ et P = Pλ, alors les groupes (P ∩H0) et (L ∩H0) sont
caractérisés par les propriétés suivantes :

(P ∩H0)(k) = {x ∈ H0(k), lim
t→0

λ(t)xλ(t)−1 existe}.

(L ∩H0)(k) = {x ∈ H0(k), lim
t→0

λ(t)xλ(t)−1 = x}.

Donc P ∩ H0 et L ∩ H0 sont des paraboliques et Lévis respectivement de H0, ils sont
par conséquent connexes. D'une part P 0 est connexe donc P 0 ⊂ P ∩H0 et d'autre par
P ∩H0 est connexe donc P ∩H0 ⊂ P 0 et les deux groupes coïncident (il en est de même
pour L0 et L ∩H0). Ainsi L0 est un Lévi de H0 et P 0 est un parabolique de H0.

2.2 Au sens de Borel

Dans le cas d'un L-groupe, [Bor79] dé�nit une notion de parabolique et de Lévi d'un
L-groupe. Dans le cas plus général d'un groupe réductif non connexe H, on dira que
P ⊂ H est un sous-groupe parabolique au sens de Borel si P 0 (la composante centrale de
P ) est un sous groupe parabolique de H0 et si π0(H) = π0(P ). De même un sous groupe
de Lévi L ⊂ H est un sous groupe tel que L0 est un Lévi de H0 et π0(L) = π0(H). On
appelera ces groupes B-paraboliques et B-Lévis. On pose en particulier Ru(P ) = Ru(P 0).
En�n par une paire de B-Lévi, on désigne un couple (P,L) où P est un B-parabolique et
L ⊂ P un B-Lévi tel que L0 soit un Lévi de P 0.
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Remarques 2.2. (i). On fera attention au fait que l'existence de B-Lévis et B-paraboliques
n'est pas assurée en toute généralité.

(ii). Par π0(H) = π0(P ) on entend que le morphisme canonique π0(P ) → π0(H) est
un isomorphisme.

Proposition 2.3. Soit (P,L) une paire de B-Lévi de H, alors L0 = L ∩ H0 et P 0 =
P ∩H0.

Démonstration. Comme L0 est connexe L0 ⊂ L ∩H0. Réciproquement π0(L ∩H0) est
le noyau du morphisme naturel π0(L) → π0(H), par hypothèse on a égalité entre les
deux groupes (ce qui veut dire que ce morphisme est en fait un isomorphisme). Donc
π0(L∩H0) = e et L∩H0 est connexe et L∩H0 ⊂ L0. La même preuve fonctionne si on
remplace L0 par P 0.

Proposition 2.4. Soit P un B-parabolique, alors P = NH(P 0).

Démonstration. En e�et P 0 est distingué dans P donc P ⊂ NH(P 0). On a NH(P 0)0 =
P 0, en e�et P 0 étant connexe est contenu dans NH(P 0)0, de plus NH(P 0)0 ⊂ NH(P 0)∩
H0 = NH0(P 0) = P 0. En�n π0(NH(P 0)∩H0) est le noyau du morphisme π0(NH(P 0))→
π0(H). Comme P 0 est connexe ce morphisme est injectif. Comme P est un B-parabolique
la composée des morphismes canoniques est un isomorphisme π0(P ) → π0(NH(P 0)) →
π0(H) et donc π0(NH(P 0)) = π0(H), ainsi P et NH(P 0) ont même composante centrale
et même groupe de composantes connexes, ils sont donc égaux.

Proposition 2.5. Soit P un B-parabolique, alors il existe un B-Lévi de P .

Démonstration. Soit L0 un Lévi de P 0 qui existe car P 0 est un parabolique deH0, notons
L = NH(P 0, L0) alors par la proposition 2.7 la composante centrale de L est L0, c'est donc
un Lévi deH0 et P = Ru(P )oL donc comme Ru(P ) est connexe π0(L) = π0(P ) = π0(H)
car P est un B-parabolique. Ainsi L est un B-parabolique de H.

Proposition 2.6. Soit (P,L) une paire de B-Lévi de H, alors on a P = LoRu(P ).

Démonstration. Comme Ru(P ) est caractéristique dans P 0 il l'est dans P , il est en par-
ticulier distingué. L'inclusion L → P induit un morphisme L → P/Ru(P ) qui est un
isomorphisme au niveau des composantes centrales, de plus comme Ru(P ) est connexe
le morphisme π0(P )→ π0(P/Ru(P )) est un isomorphisme. Donc le morphisme composé
π0(L) → π0(P/Ru(P )) est un isomorphisme, ainsi L → P/Ru(P ) induit un isomor-
phisme sur les composantes centrales et sur les groupes de composantes, c'est donc un
isomorphisme.

2.3 Au sens de Digne et Michel

Cette dé�nition est issue de [DM94]. Un sous groupe P ⊂ H est un parabolique
de H s'il existe un parabolique P 0 de H0 tel que P = NH(P 0). Et un sous-groupe
L ⊂ H est un Lévi s'il existe un paire de Lévi/parabolique (P 0, L0) de H0 tel que
L = NH(P,L). On les appelera DM-paraboliques et DM-Lévis. Comme précédemment
on dé�nit Ru(P ) = Ru(P 0).
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Proposition 2.7. Soit (P 0, L0) une paire de Lévi de H0, alors la paire (P,L) construite
précédemment véri�e :

(i). La composante centrale de P (resp. L) est P 0 (resp. L0), et les notations sont
cohérentes.

(ii). P = NH(P ) et L = NH(P,L).

(iii). π0(L) = π(P )

(iv). P = LoRu(P )

Démonstration. Notons Q la composante centrale de P , alors Q normalise P 0 et Q ⊂ H0

donc Q ⊂ NH0(P 0). Réciproquement NH0(P 0) est connexe donc Q = NH0(P 0) en�n
comme P 0 est un parabolique de H0, qui est connexe NH0(P 0) = P 0 et P 0 = Q. Le
même raisonnement fonctionne pour L0 car L0 = NH0(P 0, L0) qui est connexe.

Montrons ensuite que P = NH(P ), soit x ∈ NH(P )(k) alors la conjugaison par
x préserve P 0 donc x normalise P 0 et P ⊂ NH(P ) ⊂ NH(P 0) = P . De même si
x ∈ NH(P,L) alors la conjugaison par x préserve (P 0, L0) et x ∈ N(P 0, L0) donc
L ⊂ NH(P,L) ⊂ N(P 0, L0) = L.

Montrons que π0(P ) = π0(L). Remarquons que L ∩ P 0 = L ∩H0 = L0 est connexe,
donc le morphisme π0(L) → π0(P ) induit par l'inclusion est injectif. Soit x ∈ π0(P )(k)
et x ∈ P un relèvement de x. Alors xL0x−1 est un Lévi de P 0 donc il existe y ∈ P 0(k)
tel que yxL0x−1y−1 = L. Alors yx ∈ L(k) et l'image yx de yx dans π0(P ) est x ce qui
prouve la surjectivité de π0(L)→ π0(P ).

Montrons que P = L o Ru(P ), comme Ru(P ) est caractéristique dans P 0 et P 0 est
caractéristique dans P,Ru(P ) est caractéristique dans P donc en particulier distingué.
De plus il est connexe et donc π0(L) = π0(P ) = π0(P/Ru(P )), en�n (P/Ru(P ))0 =
P 0/(Ru(P 0)) ' L0 par la composée L0 → P 0 → P 0/(Ru(P 0)) et donc le morphisme
L→ P/Ru(P ) est un isomorphisme sur les composantes centrales et sur les π0 c'est donc
un isomorphisme qui est une section de la projection P → P/Ru(P ).

2.4 Comparaison entre les dé�nitions

Théorème 2.8. Soit H un groupe réductif non connexe alors on a les inclusions sui-
vantes :

{B-paraboliques} ⊆ {DM-paraboliques} ⊆ {R-paraboliques}. (10)

On a les même inclusions si on remplace "paraboliques" par "Lévis". Toutes ces inclusions
sont strictes a priori et sont des égalités si H est connexe.

Démonstration. Soit (P,L) une paire de B-Lévi, on a déjà prouvé dans 2.4 que tout
B-parabolique est un DM-parabolique et donc P est un DM-parabolique. Montrons de
plus que L = NH(P 0, L0), comme L ⊂ P,L normalise P 0 et comme L0 est la compo-
sante centrale de L,L normalise L0. Donc on a une inclusion L ⊂ NH(P 0, L0). Comme
NH(P 0, L0) est un DM-Lévi, NH(P 0, L0)0 = L0 et π0(NH(P 0, L0)) → π0(H) est in-
jectif. Comme la composée π0(L) → π0(NH(P 0, L0)) → π0(H) est un isomorphisme,
π0(NH(P 0, L0)) = π0(H) et L = NH(P 0, L0) est un DM-Lévi.

13

Jef




Soit (P,L) un paire de DM-Lévi, le fait que ce soit une paire de R-Lévi est le lemme
6.1 de [BHKT16].

Si H est connexe, les trois dé�nitions de paraboliques et Lévis coïncident, car alors
P = P 0 est un parabolique de H = H0 (de même pour les sous groupes de Lévis). On
montre maintenant que dans le cas non connexe ces inclusions sont a priori strictes.

Posons H = Gm o Z/2Z
k
, où Z/2Z

k
est le groupe constant égal à Z/2Z dé�ni au

dessus de k, celui ci agit sur Gm par t → t−1 au niveau des k-points. Alors comme
H0 = Gm il n'y a qu'un sous groupe parabolique de H0 et c'est H0 tout entier (qui est
aussi un Lévi de H0). Alors NH(H0) = H, donc il n'y a qu'un seul DM-parabolique et
un seul B-parabolique qui dans les deux cas est H. Soit λ : Gm → H le cocaractère dé�ni
par l'inclusion H0 ⊂ H, alors Pλ = H0 car le k-point (1, 1) n'est pas dans Pλ, en e�et
pour t ∈ Gm(k), t(1, 1)t−1 = (t2, 1) qui n'admet pas de limite dans H (car le point (0, 1)
n'est pas dans H). Donc H0 est un R-parabolique mais non un DM-parabolique.

Soit A la matrice de GLn :

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0

, G = SLn o Z/2Z
k
où Z/2Z

k
agit sur la

matrice M par (AMA−1)t. Soit P le parabolique suivant


∗ ∗ · · · ∗ ∗
∗ ∗ · · · ∗ ∗
0 0 ∗ · · · ∗

0 0
...

. . . ∗
0 0 · · · 0 ∗

 de SLn,

alors l'action de Z/2Z l'envoie sur le parabolique suivant


∗ ∗ · · · ∗ ∗
0 ∗ · · · ∗ ∗
0 0 ∗ · · · ∗

0 0
...

. . . ∗
0 0 · · · ∗ ∗

.

Alors NG(P ) = P et donc P est un DM-parabolique sans être un B-parabolique.
Notons de plus µ un cocaractère tel que P = Pµ.

Soit G′ = G×H le produit des deux groupes précédents et P ′ = P×Gm le produit des
deux paraboliques qui ont servis de contre-exemple. Alors NG′(P

′) = P×H et ν = (µ, id)
le cocaractère produit alors Pν = P ′ donc dans G ×H toutes les inclusions entre types
de paraboliques sont strictes.

Proposition 2.9. Soit P (resp. L) un R-parabolique (resp un R-Lévi) de H tel que
le morphisme P → π0(H) (resp. L → π0(H)) soit surjectif alors P (resp. L) est un
B-parabolique (resp B-Lévi).

Démonstration. Comme P 0 est un parabolique de H0 et π0(P ) → π0(H) est surjectif
par hypothèse et est injectif car P ∩H0 = P 0 est connexe, c'est un isomorphisme et donc
P est un B-parabolique. (La même démonstration marche en remplaçant P par L pour
les R-Lévis.)
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Proposition 2.10. Soit (B0, T 0) une paire de Borel de H0 alors B = NH(B0) est un
B-parabolique et T = NH(B0, T 0) est un B-Lévi de B.

Démonstration. Soit γ ∈ π0(H), et γ un relèvement de γ dans H(k), alors γ agit par
conjugaison via γ sur (B, T ), l'image d'une paire de Borel par un automorphisme de
H0 est une paire de Borel. Comme toutes les paires de Borel sont conjuguées, il existe
h ∈ H0(k) tel que γ(B, T )γ−1 = h(B, T )h−1 donc l = h−1γ normalise (B, T ) donc
l ∈ L(k) ⊂ P (k) et donc l'image de l dans π0(P ) = π0(L) ⊂ π0(H) est γ ainsi π0(P )→
π0(H) est surjectif et (P,L) est une paire de B-Lévi.

Proposition 2.11. Soit P un ∗-parabolique de H et L un ∗-Lévi de P , soit Q un ∗-
parabolique de L alors QRu(P ) ⊂ H est un ∗-parabolique de H. De plus tout ∗-parabolique
de H contenu dans P est obtenu de cette manière. En particulier on a Ru(QRu(P )) =
Ru(Q) oRu(P ). Pour ∗ = Richardson ou Borel.

Démonstration. Dans le cas où ∗ = Richardson, c'est le (ii) du du lemme 6.2 de [BMR05].
Dans le cas où ∗ = Borel, on a (QRu(P ))0 = Q0Ru(P ) et ce dernier est un parabolique

de H0. De plus π0(QRu(P )) = π0(Q) = π0(L) = π0(H), ce qui prouve que QRu(P ) est
un B-parabolique. Soit Q̃ un B-parabolique de H contenu dans P , soit T un tore maximal
de Q̃0 et L un B-Lévi de P contenant T , et c : P → L la projection sur L. Alors c(Q̃)
est un B-parabolique de L, en e�et il existe λ ∈ Y(T ) tel que c = cλ, ce qui montre que
Q0 est un parabolique de L0 et π0(Q) = π0(Q̃) = π0(L). Ainsi Q̃ ⊂ QRu(P ), et comme
Q̃ ⊂ P,Ru(P ) ⊂ Ru(Q̃), ainsi Q̃ ⊂ QRu(P ) ⊂ Q̃.

Proposition 2.12. Il n'y a qu'un nombre �ni de classes de H0(k) conjugaison de ∗-
paraboliques, pour ∗ = R, B ou DM.

Démonstration. Soit P un ∗-parabolique, alors à la classe de H0(k)-conjugaison de P ,
on associe la classe de H0(k)-conjugaison de P 0, celles-ci sont en nombre �ni. Soit P,Q
deux ∗-paraboliques tel que les classes de H0(k) conjugaison de P 0 et Q0 coïncident.
On peut donc supposer P 0 = Q0 alors π0(Q) et π0(P ) déterminent la classe de H0(k)-
conjugaison de P et Q, ce sont des sous-groupes de π0(H) qui est �ni et donc une classe
de conjugaison de ∗-paraboliques est déterminée par la classe de conjugaison de P 0 et
π0(P ).

Proposition 2.13. Soit P un ∗-parabolique, alors il existe L un ∗-Lévi de P et tous les
∗-Lévi de P sont conjugués par Ru(P ), pour ∗ = R, B ou DM.

Démonstration. L'existence de ∗-Lévis, est évidente pour ∗ = R et DM, et a été montrée
pour ∗ = B. Si L et L′ sont deux ∗-Lévis de P alors L0 et L′0 sont deux Lévis de P 0 et sont
conjugués par Ru(P ), on peut donc supposer que L0 = L′0 alors π0(L) = π0(L′) = π0(P )
et L = L′.

Proposition 2.14. Il y a un nombre �ni de classes de H0(k)-conjugaisons de ∗-Lévis,
pour ∗ = R, B ou DM.
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Démonstration. Comme il y a un nombre �ni de classes de conjugaison de ∗-paraboliques,
il su�t de montrer que pour un ∗-parabolique, il y a un nombre �ni de classes de conju-
gaison de ∗-Lévi de P , or par la proposition 2.13, tous les ∗-Lévi de P sont conjugués
par Ru(P ), il n'y a donc qu'une seule classe de conjugaison.

Proposition 2.15. Soit Γ ⊂ H un sous groupe fermé, il existe une famille �nie (l1, . . . , lr)
de Γ(k) telle que pour tout ∗-parabolique P et ∗-Lévi L de H,Γ ⊂ P (resp. L) si et seule-
ment si ∀i, li ∈ P (k) (resp. L(k)).

Démonstration. Le lemme 2.10 de [BMR05] est le même énoncé mais dans le cas où H est
connexe, cependant la preuve de ce lemme n'utilise pas la connexité de H mais seulement
le fait qu'il y ait un nombre �ni de classes de conjugaisons de paraboliques et Lévis.

2.5 Cas d'une extension semisimple

Soit H un groupe réductif non connexe (B0, T 0) une paire de Borel de H0 et Γ un
groupe �ni étale, on suppose dans toute cette section que H = H0 o Γ et que l'action
de Γ sur H0 �xe la paire de Borel (B0, T 0), on a en particulier π0(H) = Γ. On appelera
une telle extension de H0 par π0(H) semisimple.

Remarque 2.16. C'est en particulier le cas des L-groupes.

On noteW = W (H0, T 0) = π0(NH0(T 0)) le groupe de Weyl de T 0 et (X,∆, X∨,∆∨)
les données de racines associées au choix de (B0, T 0). Le but de cette section est de
calculer explicitement les ∗-paraboliques et ∗-Lévis pour ∗ = B ou DM.

Cas des B-paraboliques
Soit (P,L) une paire de B-Lévi de H alors quitte à conjuguer (P,L) par un élément

de H0(k) on peut supposer que (B0, T 0) ⊂ (P 0, L0), il correspond à P 0 un sous-ensemble
J ⊂ ∆.

Théorème 2.17. (i). L'ensemble J est invariant par l'action de Γ.

(ii). L'action de Γ sur H0 stabilise (P 0, L0).

(iii). P = P 0 o Γ et L = L0 o Γ.

(iv). Réciproquement si J ⊂ ∆ est un ensemble Γ invariant et P 0 le parabolique corres-
pondant, L0 l'unique Lévi de P 0 contenant T 0, alors P = P 0 o Γ et L = L0 o Γ
est une paire de B-Lévi de H.

Démonstration. Soit γ ∈ Γ, l'image de P 0 par l'action de γ, γ.P 0 est un parabolique qui
contient B0 et correspond à γ.J . Comme P = NH(P 0), on a que π0(P ) ⊂ Γ correspond à
l'ensemble des éléments de Γ qui stabilisent P 0 et donc J . Comme P est un B-parabolique
π0(P ) = Γ et γ.J = J donc J est Γ-invariant et l'action de Γ stabilise P 0.

Pour tout γ ∈ Γ, γ.L0 est un Lévi de P 0 et coïncide avec L0 si γ ∈ π0(L). Comme L
est un B-Lévi, γ.L0 = L0 et Γ stabilise la paire (P 0, L0).

Pour le (iii), clairement P et L sont engendrés par P 0 et Γ et L0 et Γ, P 0 C P et
L0 C L et P 0 ∩ Γ = e = L0 ∩ Γ. Ce qui montre que P = P 0 o Γ et L = L0 o Γ.
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Soit J ⊂ ∆ un sous-ensemble Γ-invariant et B0 ⊂ P 0 le parabolique contenant B0

correspondant à J et T 0 ⊂ L0 un Lévi de P 0 contenant T 0. Alors comme J est Γ-invariant
P = NH(P 0) véri�e π0(P ) = Γ et P est un B-parabolique et L = NH(P 0, L0) est un
B-Lévi de P .

Théorème 2.18. Les classes de H0(k) conjugaisons de paires de B-Lévis sont répré-
sentées par (P 0 o Γ, L0 o Γ) ou (P 0, L0) est une paire de B-Lévi de contenant (B0, T 0)
et telle que l'ensemble J correspondant à P 0 soit Γ invariant. En particulier on a une
bijection :

{classes de H0(k)-conjugaison de paires de B-Lévis} ' {J ⊂ ∆,Γ invariant} (11)

Démonstration. C'est juste une reformulation du théorème 2.17.

Cas de DM-paraboliques

Théorème 2.19. Soit (B0, T 0) ⊂ (P 0, L0) un paire de Lévi contenant la paire de Borel.
Soit J ⊂ ∆ le sous ensemble associé à P 0 et P = NH(P 0), L = NH(P 0, L0) la paire de
DM-Lévi associée à (P 0, L0). Notons ΓJ le stabilisateur de J sous l'action de Γ alors,

(i). π0(P ) = π0(L) = ΓJ

(ii). P = P 0 o ΓJ et L = L0 o ΓJ .

(iii). Notons [J ] la classe de H0(k)-conjugaison de (P,L). Alors la classe de H(k)-
conjugaison de (P,L) est ∪γ∈Γ[γ.J ].

Démonstration. Le premier point est clair, en e�et γ ∈ Γ est dans π0(P ) si et seulement
si γ ∈ NH(P 0), si et seulement si γ.P = P et si et seulement si γ ∈ ΓJ .

Notons π : H → π0(H), alors HJ = π−1(ΓJ) est un sous groupe de H et (HJ)0 = H0.
De plus (P,L) ⊂ HJ et dans HJ , (P,L) est une paire de B-Lévi ce qui donne le point
(ii).

Soit (Q,R) une paire de DM-Lévi de la classe de H(k)-conjugaison de (P,L) alors
quitte à conjuguer par un élément de H0(k) on peut supposer (B0, T 0) ⊂ (Q0, R0), et
Q0 correspond donc à un sous ensemble J̃ ⊂ ∆. Il su�t alors de montrer que J̃ et J sont
conjugués par Γ. Soit x ∈ H(k) qui conjugue (P,L) avec (Q,R) et soit γ ∈ Γ tel que
π(x) = γ, alors γ−1x ∈ H0(k) et le sous ensemble de ∆ associé à γ(P,L)γ−1 est γ.J , et
donc J̃ = γ.J .

Réciproquement soit (Q,R) la paire de DM-Lévi associée à γ.J pour un γ ∈ Γ.
Comme Γγ.J = γΓJγ

−1, (Q,R) = (Q0 o Γγ.J , R
0 o Γγ.J) qui est conjugué à (P,L).
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3 GIT, Quotients et Espaces de modules

3.1 Quotients GIT

Soit S un schéma, G un S-schéma en groupe et X un S-schéma sur lequel G agit, on
note µ : G×S X → X l'action.

Dé�nition 3.1 (Orbite d'un point). Soit f : T → X un T -point de X, on pose O(f) :
G ×S T → XT , O(f) = µ(id, f) et on l'appelle l'orbite de f . En particulier on note
Ψ = O(idX).

Dé�nition 3.2 (Quotient catégorique, [MFK94] De�nition 0.5). Un quotient catégorique
de X par G est un S-schéma Y muni d'un morphisme de schéma φ : X → Y tel que le
caré suivant commute.

G×S X X

X Y

p2

µ

φ

φ

Et le couple (Y, φ) est muni de la propriété universelle suivante : pour tout h : X → Z
tel que h ◦ p2 = h ◦ µ il existe un unique h : Y → Z faisant commuter le diagramme
suivant :

G×S X X

X Y

Z

p2

µ

φ
h

φ

h

∃! h

S'il existe on le note X//H.

Dé�nition 3.3 (Quotient géométrique, [MFK94] De�nition 0.6). Un quotient géomé-
trique de X par G est un S-schéma Y muni d'un morphisme φ : X → Y tel que

(i). φ ◦ p2 = φ ◦ µ.
(ii). φ est surjective et l'image de Ψ est X ×Y X.

(iii). U ⊂ Y est ouvert si et seulement si φ−1(U) ⊂ X est ouvert.

(iv). OY ⊂ φ∗OX est le faisceau des fonctions invariantes par G.

S'il existe on le note X/H.

Dé�nition 3.4. Soit (Y, φ) un quotient catégorique de X et Y ′ → Y un morphisme, on
note X ′ = X ×Y Y ′ le tiré en arrière à Y ′. L'action de H sur X induit se tire sur une
action sur X ′, mais Y ′ n'est pas nécessairement un quotient catégorique de X ′. Si pour
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tout Y ′ → Y , Y ′ est un quotient catégorique de X ′ alors on dit que Y est un quotient
catégorique universel de X. Si c'est vrai seulement pour Y ′ → Y plat, on dit que c'est
un quotient catégorique uniforme. On obtient les même dé�nitions pour les quotients
géométriques.

Proposition 3.5 ([MFK94] Proposition 0.1). Si (Y, φ) est un quotient géométrique alors
c'est un quotient catégorique.

Soit k un corps algébriquement clos, H est un groupe réductif connexe et X est un
k-schéma de type �ni, a�ne et séparé sur lequel H-agit.

Dé�nition 3.6 (Lieu stable et lieu semi-stable, [Ric88], 1.4). On note Z = ∩x∈XHx le
noyau de l'action de H sur X. Soit x ∈ X(k) on dit que

(i). x est un point stable si son orbite est fermée et si Hx/Z est �ni.

(ii). x est un point semi-stable si son orbite est fermée.

On note respectivement Xs et Xss le lieu stable et semi-stable.

Remarque 3.7. On prend ici les dé�nitions données dans [Ric88], elles sont moins gé-
nérales que [MFK94] mais su�sante pour la suite et ne demandent pas d'utiliser des
H-linéarisation de �bré en droite.

Le théorème suivant est une version faible du théorème de Haboush.

Théorème 3.8. Il existe un quotient catégorique uniforme de l'action de H sur X, celui-
ci est a�ne et de type �ni sur k. En particulier si X = SpecA alors X//G = Spec(AG).

Théorème 3.9 ([Ses77]). Supposons de plus que X soit intègre, on note π : X → X//H
l'application canonique alors X//H dispose des propriétés suivantes :

(i). π est surjective et H équivariante au niveau des k-points.

(ii). Soit F ⊂ X un fermé H-invariant alors π(F ) est un fermé de X//H.

(iii). Soit W1,W2 ⊂ X deux fermés H-invariant disjoints alors π(W1) et π(W2) sont
disjoints.

(iv). Pour tout tout x ∈ (X//H)(k), π−1(x) contient exactement une orbite fermée.

Théorème 3.10 ([Kem78], Theorem 1.4). Soit S ⊂ X un sous schéma fermé stable par
H et x ∈ X(k) tel que O(x) rencontre S, alors il existe un caractère λ ∈ Y(H) tel que
limt7→0 λ(t).x existe et soit dans S.

3.2 Morphismes adéquats et espaces de modules

Les conventions pour les champs algébriques utilisées sont les même que dans [Alp10],
mais nous n'utiliserons ces résultats que pour clari�er les notions de centralisateurs et
de normalisateurs et obtenir des propriétés sur les morphismes induit par passage aux
anneaux d'invariants, ie si A → B est un morphisme d'anneaux G-équivariant pour un
groupe algébrique G, on sera amené à considérer le morphisme induit AG → BG.
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Dé�nition 3.11. Soit f : A→ B un morphisme d'anneau, on dit que c'est un morphisme
adéquat si pour tout b ∈ B, il existe n > 0 tel que bn ∈ A.

On dit que c'est un morphisme universellement adéquat si pour tout morphisme
A→ A′ le morphisme induit A′ → A′ ⊗A B est adéquat.

On dit de plus que c'est un homéomorphisme adéquat, s'il est universellement adé-
quat, Ker(f) est localement nilpotent et Ker(f)⊗Q = 0.

Proposition 3.12 ([Alp10]). Les notions de morphismes adéquat, universellement adé-
quat et homéomorphisme adéquat sont stables par changement de base et locales pour la
topologie fpqc.

On �xe S un schéma quelconque (on peut même se contenter de prendre S un espace
algébrique). On renvoie à [Alp10] pour les dé�nitions de morphismes adéquatement a�nes
et d'espaces de module adéquats. On citera cependant le théorème suivant :

Théorème 3.13 ([Alp10], Introduction, Main Theorem). Soit φ : X → Y un espace de
module adéquat alors on a :

(i). Le morphisme φ est surjectif, universellement fermé et universellement submersif.

(ii). Deux points géométriques x1, x2 ∈ X sont identi�és dans Y (k) ssi {x1} et {x2}
s'intersectent dans X × k.

(iii). Pour tout morphisme d'espaces algébriques Y ′ → Y , le changement de base X ×Y
Y ′ → Y ′ se factorise par un espace de module adéquat suivit d'un homéomorphisme
adéquat.

(iv). Le morphisme φ est universel pour les morphismes à valeurs dans les schémas,
ie si X → Z est un morphisme ou Z est un schéma alors il se factorise par un
morphisme Y → Z.

(v). Les espaces de modules adéquats sont stable par changement de base plat et des-
cendent pour la topologie fpqc.

Dé�nition 3.14 ([Alp10], 9.1.1). Soit H un S-schéma en groupe plat, séparé et de type
�ni, on dit que H est géométriquement réductif si le morphisme BH → S est un espace
de module adéquat, où BH désigne l'espace classi�ant des H-torseurs.

Théorème 3.15. Tout schéma en groupe réductif sur un schéma S est géométriquement
réductif sur S.

Théorème 3.16 ([Alp10], 9.2.5). Soti H un schéma en groupe plat, séparé, �niment
présenté sur un anneau k alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i). Pour tout morphisme universellement adéquat A → B de H-k de noyau K, le
morphisme AH/KH → BH est un homéomorphisme adéquat.

(ii). Le schéma en groupe H est géométriquement réductif.

(iii). Pour toute surjection A → B de H-k-algèbres, le morphisme AH → BH est
adéquat.
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Théorème 3.17 ([Alp10], 9.4.1). Soit H → S un S-schéma en groupe géométriquement
réductif et H ′ ⊂ H un sous-groupe qui est plat séparé et de présentation �nie sur S, si
H/H ′ → S est a�ne alors H ′ est géométriquement réductif. De plus si H est a�ne alors
la réciproque est vraie.

Corollaire 3.18 ([Alp10], 9.4.2). Soit H → S un S-schéma en groupe géométriquement
réductif et X un S-schéma sur lequel H agit, soit x ∈ X(k) pour k un S-corps, si l'orbite
O(x) ⊂ X ×S Spec(k) est a�ne alors Hx → S est géométriquement réductif. Si G → S
est a�ne alors la réciproque est vraie.

Théorème 3.19 ([Alp10], 9.7.5). Soit H → S un S-schéma en groupe a�ne lisse à
�bre géométriquement connexes alors H → S est réductif si et seulement si H → S est
géométriquement réductif.

Dans la section suivante on utilisera les résultats précédents pour S = Spec(k) pour
k un corps algébriquement clos.

Corollaire 3.20. Pour S = Spec(k) où k est un corps algébriquement clos, H un k-
schéma en groupe et géométriquement réductif alors H est réductif si et seulement si il
est lisse si et seulement si il est réduit.

Démonstration. On a que H est réductif ou réduit si et seulement si H0 est réductif
ou réduit. De plus comme le quotient H/H0 est �ni donc a�ne H0 est géométrique-
ment réductif par 3.17. Si H est réduit H0 est réduit et donc par 3.19, H0 est réductif.
Réciproquement si H est réductif il est lisse et réduit par dé�nition.

Corollaire 3.21. Soit S = Spec(k), k un corps algébriquement clos et H un groupe
réductif (à priori non connexe) sur k, soit L ⊂ H un sous groupe géométriquement
réductif alors Lred est réductif.

Démonstration. Comme H est a�ne la réciproque du théorème 3.17 s'applique et H/L
est a�ne sur k. Par [Mil17] 7.16.b le morphisme H/Lred → H/L est �ni donc a�ne.
Alors H/Lred est a�ne et par 3.17 Lred est géométriquement réductif et lisse car réduit
donc par 3.20 Lred est réductif.

Proposition 3.22. Soit S = Spec(k), soit L un k-schéma en groupe alors tout tore
T ⊂ L est contenu dans Lred en particulier L et Lred on le même rang et Y(L) = Y(Lred).

Démonstration. Tout tore T est lisse et l'inclusion T ⊂ L se factorise T ⊂ Lred.

3.3 Anneaux d'invariants

Dans cette section l est un nombre premier, E une extension �nie de Ql et O = OE
son anneau d'entiers et on note k le corps résiduel de O.
Notation. On note CO la catégorie des O-algèbres Artiniennes locales.
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Dé�nition 3.23 (Foncteur de déformation d'un k-point, [BHKT16],Section 3.2). Soit
Y un O-schéma de type �ni, et y ∈ Y (k) on dé�nit le foncteur de déformation en Y .

Y ∨,y : CO → Ens

A 7→ la �bre de Y (A)→ Y (k) au dessus de y.

Si H est un groupe réductif au dessus O, on note H∨ = H∨,e.

Soit H un groupe réductif connexe dé�ni sur O et X un O-schéma de type �ni,
intègre, plat et a�ne sur lequel H agit.

Théorème 3.24 ([BHKT16], Proposition 3.10). On pose X//H = SpecO(X)H alors
X//H n'est pas nécessairement un quotient catégorique mais il dispose des propriétés
suivantes :

(i). X//H est un O-schéma intègre de type �ni et l'application quotient π : X →
X//H est H-équivariante.

(ii). Pour tout morphisme vers un corps algébriquement clos O → K, l'application
X(K) → (X//H)(K) est surjective et identi�e (X//H)(K) avec le quotient de
X(K) par la relation d'équivalence suivante : x1 ∼ x2 si leur orbites s'intersectent.

(iii). La projection X(K)→ (X//H)(K) induit une bijection entre les orbites fermées
de X(K) et (X//H)(K).

(iv). Pour tout ensemble H-invariant W ⊂ X, π(W ) est fermé. Si W1,W2 sont deux
sous ensembles H-invariants disjoints alors π(W1) et π(W2) sont disjoints.

Proposition 3.25 (Cas où l'action est libre, [BHKT16], Proposition 3.13). Supposons
que X soit de plus intègre et lisse. Soit x ∈ H(k) tel que l'orbite de x dans Xk sous l'action
de Hk soit fermée et telle que (Hk)x ' Spec k. Alors l'action de H∨ sur X∨,x est libre et
l'application quotient π : X → X//H induit un isomorphisme X∨,x/H∨ ' (X//H)∨,π(x).
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4 Complète Réducibilité

Soit k un corps algébriquement clos. Sauf mention explicite tous les groupes considérés
sont dé�nis sur k.

4.1 H-Complète réducibilité et H-irréducibilité

Dans tout cette section on �xe H un groupe réductif (sans hypothèse de connexité)
et Γ ⊂ H un sous groupe fermé.

Dé�nition 4.1. (i). On dit que Γ est H-complètement réductible (que l'on notera
H-cr) au sens de Richardson (resp. Borel, resp Digne et Michel) si pour tout R-
parabolique (resp. B-parabolique, resp DM-parabolique) P contenant Γ il existe
un R-Lévi (resp. B-Lévi, resp. DM-Lévi) LP de P tel que Γ ⊂ LP . On notera
aussi H-cr pour H-complètement réductif.

(ii). On dit que Γ est H-irréductible au sens de Richardson (resp. Borel, resp. Digne
et Michel) s'il n'est contenu dans aucun R-parabolique (resp. B-parabolique, resp.
DM-parabolique) de H. On notera H-irr pour H-irréductible.

(iii). On dit que Γ est fortement H-irréductible au sens de Richardson (resp. Borel,
resp. Digne et Michel) si Γ est H-irr au sens de Richardson (resp. Borel, resp.
Digne et Michel) et ZH0(Γ) = Z(H)0.

Théorème 4.2 (Corollaire 3.22 version non connexe, [BMR05]). Soit L un R-Lévi de H
contenant Γ alors Γ est L-cr au sens de Richardson ssi Γ est H-cr au sens de Richardson.

Proposition 4.3. Si Γ est H-cr au sens de Richardson alors il l'est au sens de DM et
Borel.

Démonstration. Supposons que Γ ⊂ P un ∗-parabolique pour ∗ = B ou DM, alors P est
un R-parabolique donc il existe L un R-Lévi de P tel que Γ ⊂ L, or L est aussi un ∗-Lévi
donc Γ est H-cr au sens de ∗.

Proposition 4.4. Si Γ est H-irr au sens de ∗ alors Γ est H-cr au sens de ∗ pour ∗ =
B, DM ou R.

Démonstration. La condition de complète réducibilité devient vide puisque le seul ∗-
parabolique qui contient Γ est H qui est aussi un ∗-Lévi.

Proposition 4.5. Si le morphisme Γ→ π0(H) est surjectif alors Γ est H-cr au sens de
Richardson ssi il l'est au sens de Borel ssi il l'est au sens de Digne et Michel.

Démonstration. Comme Γ→ π0(H) est surjectif, tout R-parabolique(R-Lévi) qui contient
Γ est un B-parabolique (B-Lévi) et c'est en particulier un DM-parabolique (DM-Lévi).

Proposition 4.6. Soit ∗ = Richardson ou Borel, soit P un ∗-parabolique minimal qui
contient Γ, L un ∗-Lévi de P et c : P → L la projection sur L, alors c(Γ) ⊂ L est L-irr
au sens de ∗.
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Démonstration. Supposons que c(Γ) n'est pas L-irr au sens de ∗, soit Q ⊂ L un ∗-
parabolique minimal de L, alors par le lemme 2.11, QRu(P ) est un ∗-parabolique qui
contient c−1(c(Γ)) = Γ car c est surjective, et donc par minimalité de P, P = QRu(P )
donc Ru(Q) = e et L = c(P ) = c(QRu(P )) = c(Q) donc Q = L et le seul ∗-parabolique
qui contient c(Γ) est L ce qui montre que c(Γ) est L-irr au sens de ∗.

Proposition 4.7. Les deux propositions suivantes sont équivalentes (pour ∗ = R) :

(i). Il existe un ∗-Lévi L mininmal contenant Γ tel que Γ soit L-irr au sens de ∗.
(ii). Pour tout ∗-Lévi minimal contenant Γ, Γ est L-irr au sens de ∗

Démonstration. Clairement, il su�t de montrer que s'il existe un ∗-Lévi L tel que Γ est
L-irr alors c'est vrai pour tout ∗-Lévi minimal. Par 4.2, Γ est alors H-cr au sens de ∗,
soit L′ un ∗-Lévi minimal qui contient Γ alors un raisonnement identique à 4.6 montre
que Γ est L′-irr au sens de ∗.

4.2 H-Forte réducivité

Dé�nition 4.8. Soit T un tore maximal de HΓ. Alors Γ est fortement H-réductif au
sens de ∗ si Γ est ZH(S)-irr au sens de ∗ (remplacer ∗ par Richardson, Borel ou Digne et
Michel).

Théorème 4.9 ([BMR05]). On a Γ est fortement H-réductif au sens de Richardson ssi
Γ est H-cr au sens de Richardson.

4.3 Pseudoreprésentations

Dé�nition 4.10. Soit Γ un groupe abstrait et H un groupe réductif, une pseudorepré-
sentation de Γ dans H est un morphisme de groupes ρ : Γ→ H(k).

Dé�nition 4.11. Soit ρ une pseudoreprésentation, on dit que ρ est H-cr ou H-irr au
sens de ∗ si ρ(Γ) l'est.

Dé�nition 4.12. Soit E ⊂ k un sous corps de k, tel que k soit une clôture algébrique
de E et H soit dé�ni sur E, une pseudoreprésentation à valeur dans E est un morphisme
ρ : Γ→ H(E).

On dit que ρ est absolument H-cr ou absolument H-irr au sens de ∗ si le morphisme
induit Γ→ Hk(k) l'est.

Dé�nition 4.13. Soit ρ une pseudoreprésentation, qui n'est pas H-cr au sens de ∗ (pour
∗ = Richardson ou Borel), soit P un ∗-parabolique minimal qui contient ρ(Γ) et L un
∗-Lévi de P de projection c, alors c ◦ ρ est un morphisme L-irr au sens de ∗ par 4.6 et
par 4.2, c ◦ ρ est H-cr au sens de ∗. On appelle une telle construction semisimpli�cation
au sens de ∗ de ρ et on la note ρss. On verra dans la section 6 que les semisimpli�cation
de ρ au sens de Richardson sont toutes conjuguées par H0(k).

24

Jef
minimal contenant Gamma, 
ou
contenant Gamma minimal

Jef
peu clair

Jef
T

Jef
je ne suis pas sûr que cette terminologie soit standard. Mais c'est pas grave pour ce mémoire.



4.4 Caractérisation GIT

Dans cette section on remontre un théorème de Richardson qui donne un critère
GIT pour qu'un sous groupe Γ ⊂ H soit complètement réductif. On �xe donc k un corps
algébriquement clos et H un groupe réductif (a priori non connexe) et n > 0, on considère
l'action par conjugaison simultanée de H0 sur Hn.

Notation. Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Hn(k), on note A(x) = 〈x1, . . . , xn〉, l'adhérence du
sous groupe de H généré par x1, . . . , xn.

Théorème 4.14 ([Ric88]). Soit x ∈ Hn(k), l'orbite de x est fermée dans Hn si et
seulement si A(x) est fortement H-réductif au sens de Richardson.

Notation. Un n-uplet x ∈ Hn(k) ayant une orbite fermée sera appelé semisimple.

On reprend maintenant la preuve de [Ric88] pour l'étendre au cas ou H est non
connexe.

Lemme 4.15 ([Ric82], Theorem C). Soit H un groupe réductif connexe, X un schéma
lisse, intègre et a�ne sur lequel H agit et S un tore de H . Soit x ∈ XS(k), alors la
H-orbite de x est fermée dans X si et seulement si la ZH(S)-orbite de x est fermée dans
XS.

Lemme 4.16 ([Ric88], Lemme 16.6). Soit H réductif connexe et X un schéma lisse
intègre et a�ne sur lequel H agit , x ∈ X(k) et S un tore maximal du stabilisateur Hx.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i). La H-orbite de x est fermée.

(ii). Le point x est stable pour l'action de ZH(S) sur XS.

Lemme 4.17. Soit x ∈ Hn(k) alors x est un point stable de Hn si et seulement si A(x)
est H-irréductible au sens de Richardson.

Démonstration. Supposons d'abord queA(x) soitH-irréductible. Si l'orbite de x n'est pas
fermée alors par 3.10 il existe λ ∈ Y(H0) non central tel que y = cλ(x) existe et l'orbite
de y soit la seule orbite fermée de l'adhérence de l'orbite de x. Alors A(x) ⊂ Pλ ( H ce
qui contredit l'hypothèse d'irréductibilité et l'orbite de x est fermée.

Par 3.18, ZH0(x) est géométriquement réductif, soit S un tore maximal de ZH0(x)
alors par 3.22, S ⊂ ZH0(x)red. Si S 6= Z(H0)0

red alors il existe λ ∈ Y(S), λ 6∈ Y(Z(H0)).
Alors on a A(x) ⊂ Lλ ⊂ Pλ ce qui contredit l'irréductibilité. Donc S = Z(H0)(x)0

red et
comme ZH0(y)red est réductif par 3.21, (ZH0(y)red)0 = Z(H0)0 et x est un point stable.

Réciproquement supposons x soit un point H0-stable et par l'absurde supposons que
A(x) ⊂ Pλ ou λ est un cocaractère non central de H0. Comme A(x) ⊂ Pλ, la limite
y = cλ(x) existe et λ ∈ Y((H0)y). Alors comme Z(H0) ⊂ ZH0(y) et λ 6∈ Y(Z(H0)) on a
dim ZH0(y) > dimZ(H0) et y n'est pas un point stable car ZH0(y)/Z(H0) n'est pas �ni.
Pour revenir à x deux cas sont possibles :

(i). Ou bien y est dans l'orbite de x et alors x n'est pas un point stable.
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(ii). Ou bien y n'est pas dans l'orbite de x et donc l'orbite de x n'est pas fermée et x
n'est pas un point stable.

On obtient une contradiction ce qui termine la preuve.

Lemme 4.18. Soit H réductif et S ⊂ H un tore de H alors ZH(S)0 = ZH0(S).
Et pour tout n > 0, on a ZH(S)n = ZHn(Sn).

Démonstration. Dans un groupe réductif connexe tout centralisateur de tore est connexe
donc ZH0(S) est connexe. Comme ZH0(S) ⊂ ZH(S), il est en fait dans ZH(S)0. Récipro-
quement on a ZH(S)0 ⊂ H0 et comme il centralise S il est contenu dans ZH0(S).

Comme Hn est lisse et Sn est un tore, les deux groupes ZH(S)n et ZHn(Sn) sont
lisses. On véri�e l'égalité au niveau des k-points. Un élément de ZH(S)n centralise Sn

donc ZH(S)n ⊂ ZHn(Sn). Réciproquement (h1, . . . , hn) ∈ ZHn(Sn)(k) véri�e pour tout
t1, . . . , tn) ∈ Sn(k),

(h1, . . . , hn)(t1, . . . , tn)(h1, . . . , hn)−1 = (t1, . . . , tn)

D'où pour tout i, hitih
−1
i = ti donc (t1, . . . , tn) ∈ ZH(S)n(k).

Preuve de 4.14. Soit S un tore maximal de ZH0(x), supposons d'abord que l'orbite de x
est fermée par 4.16 la ZH0(S)-orbite de x est stable dans ZHn(Sn), or par le lemme 4.18
ZH0(S) = ZH(S)n et ZHn(Sn) = ZH(S)n donc comme ZH0(S) est réductif connexe par
4.17, A(x) est HS-irréductible et A(x) est donc fortement H-réductif.

Réciproquement si A(x) est fortement H-réductif alors A(x) est ZH(S)-irréductible
donc par 4.17 x est un point ZH0(S)-stable donc sa ZH0(S)-orbite est fermée , par 4.15,
la H0-orbite de x est fermée ce qui termine la preuve.
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5 FFS-algèbres et pseudocharatères

Ces premières dé�nitions sont dues à Matthew Weidner, [Wei18].

Notation. On note FI la catégorie des ensembles �nis, pour tout I ∈ FI on note FS(I) le
monoïdes libre généré par les éléments de I et FG(I) le groupe libre engendré par I.

On note FFS la catégorie dont les objets sont les ensembles �nis et les morphismes
ensembles de morphismes sont les suivants HomFFS(I, J) = HomMon(FS(I),FS(J)) et
de même on note FFG la catégorie dont les objets sont sont les ensembles �nis et
HomFFG(I, J) = HomGp(FG(I),FG(J)).

Remarque 5.1. On pourrait prendre pour FFS la catégorie des monoïdes libres �niements
générés mais cela poserait des problèmes dans les dé�nitions de pseudocharactères on l'on
devrait faire des identi�cations non canonique.

Remarque 5.2. SoitM un monoïde, et I ∈ FI alors SI = HomEns(I, S) = HomMon(FS(I), S).

Lemme 5.3. La catégorie FFS est générée par les morphismes du type :

(i). FS(I)→ FS(J) induit par une application ensembliste I → J .

(ii). Les morphismes de la forme FS{x1, . . . , xn} → FS{y1, . . . , yn+1}, xi 7→ yi si i <
n, xn 7→ ynyn+1.

Démonstration. Soit FS(I) et FS(J) deux objets de FFS, notons I = {xs, s ∈ I} et
J = {y1, . . . , ym}. Soit φ : FS(I) → FS(J) un morphisme de monoïdes, alors φ est
déterminé par φ(xs) = ysj1 . . . y

s
js
.

Notons K = {zsr , s ∈ I, 1 ≤ r ≤ is}, un ensemble �ni ou tous les zsr sont deux à deux
distincts. Notons de plus ψ1 : FS(K) → FS(J), zsr 7→ ysjr et ψ2 : FS(I) → FS(K), xs 7→
zs1 . . . z

s
js
. Alors ψ1 est un morphisme de type 1 et ψ2 est une composée de morphismes

de type 2.

Le lemme suivant se montre de la même manière.

Lemme 5.4. La catégorie FFG est générée par les morphismes du type :

(i). FG(I)→ FG(J) induit par une application ensembliste I → J .

(ii). Les morphismes de la forme FG{x1, . . . , xn} → FG{y1, . . . , yn+1}, xi 7→ yi si i <
n, xn 7→ ynyn+1.

(iii). Les morphismes du type FG{x1, . . . , xn} → FG{y1, . . . , yn}, xi 7→ yi si i < n, xn 7→
y−1
n .

Dé�nition 5.5. Soit k un anneau commutatif, une k-FFS-algèbre (resp. FFG-algèbre)
est un foncteur F : FFS → k-Alg (resp. FFG → k-Alg). Un morphisme de k-FFS-
algèbres (resp. FFG-algèbre) est une transformation naturelle de foncteurs. La catégorie
des k-FFS-algèbres (resp. FFG-algèbre) n'est alors que la catégorie Fonct(FFS, k-Alg)
(resp. Fonct(FFG, k-Alg)). Lorsque le contexte est cair on supprimera le k des notations
et on parlera de FFS-algèbres

27

Jef
j_{i_s}



Dé�nition 5.6. Soit A une FFS-algèbre (resp. FFG-algèbre), un A-module est un fon-
teur M : FFS → Ab (resp. M : FFG → Ab) tel que pour tout S ∈ FFS(FFG), M(S)
est un A(S) module et pour toute application S → S′, l'application M(S) → M(S′)
commute aux morphismes de structure.

Dé�nition 5.7. Soit H un k-schéma en groupe pour k un anneau et φ : I → J un
morphisme de FFS (resp. FFG) alors on a un morphisme induit HJ → HI où HI est le
produit indexé par I de #I copies de H. Alors I → k[HI ] est une FFS-algèbre et même
une FFG-algèbre.

Soit S un k-schéma en groupe agissant sur H par morphismes de groupes algébriques,
et φ : I → J un morphisme dans FFS (resp. FFG), alors φ induit un morphisme d'algèbres
k[HI ]S → k[HJ ]S où k[HJ ]S est la sous algèbre de k[HJ ] invariante par S. Ainsi on
obtient une FFS-algèbre (et même une FFG-algèbre) : I → k[HI ]S .

Dé�nition 5.8. Soit Γ un groupe abstrait et φ : I → J un morphisme dans FFS
(resp. FFG), alors on a un morphisme induit ΓJ → ΓI où ΓI = HomEns(I,Γ) =
HomMon(FS(I),Γ) (resp. HomGp(FG(I),Γ). En composant avec le foncteur HomEns(·, k)
on obtient une FFS-algèbre (resp. une FFG-algèbre) : I 7→ HomEns(Γ

I , k).

Dé�nition 5.9 (Pseudocaratère). Soit k un anneau, H un schéma en groupe sur k et
Γ un groupe abstrait, un FFS-pseudocharactère est un morphisme de FFS-algèbres Θ· :
k[H ·]H

0 → HomEns(Γ
I , k). On note Pchark(Γ, H) l'ensemble des FFS-pseudocaractères

de Γ dans H dé�nis au dessus de k. De même on dé�nit les FFG-pseudocaractères comme
les morphismes de FFG-algèbres k[H ·]H

0 → HomEns(Γ
I , k). Quand aucune confusion

n'est possible on notera aussi Pchar(Γ, H) l'ensemble des pseudocaractères à valeurs
dans k.

Si Γ est un groupe topologique, k est un anneau topologique et Θ· un pseudocaractère,
on dit que que Θ· est continu si pour tout I ∈ FFS,ΘI est à valeur dans HomTop(Γ, k),

l'ensemble des applications continues de Γ dans k. On note PcharC
0

k (Γ, H) l'ensemble des
pseudocaractères continus de Γ dans H dé�nis sur k.

Remarque 5.10. Dans toute la suite un pseudocaractère désignera un FFS-pseudocaractère.

Dé�nition 5.11 (Trace d'une pseudoreprésentation). Soit Γ un groupe abstrait, H un
schéma en groupe sur un anneau k et ρ : Γ→ H(k) une pseudoreprésentation de Γ dans
H, alors on dé�nit tr(ρ) le pseudocaratère suivant : soit I ∈ FFS, f ∈ k[HI ]H

0
et γ ∈ ΓI ,

on pose tr(ρ)(f)(γ) = f(ρ(γ)).
En particulier c'est même un FFG-pseudocaractère.

Démonstration. On véri�e que c'est bien un morphisme de FFS-algèbres, soit φ : FS(I)→
FS(J) un morphisme de type 1. Soit f ∈ k[HI ]H

0
, il faut véri�er que tr(ρ)(f ◦ φ) =

φ(tr(ρ)(f)) comme fonctions ΓJ → k, soit donc γ ∈ ΓJ ,

tr(ρ)(f ◦ φ)(γ) = (f ◦ φ)(ρ(γ))

= f(φ(ρ(γ)))

= f(ρ(φ(γ)))

= φ(tr(ρ)(f))(γ).
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On véri�e aussi que pour les morphismes φ de type 2 et les morphismes de type 3 on
a aussi tr(ρ)(f ◦ φ) = φ(tr(ρ)(f)), le calcul est similaire mais utilise le fait que ρ est un
morphisme de groupe.

Proposition 5.12. Soit ρ comme dans la dé�nition précédente, alors tr(ρ) ne dépend de
ρ qu'à conjugaison par H0(k) près.

Démonstration. Soit x ∈ H0(k), γ ∈ ΓI et f ∈ k[HI ]H
0
, alors tr(xρx−1)(f)(γ) =

f(xρ(γ)x−1) = f(ρ(γ)) car f est invariante par H0(k)-conjugaison.

Proposition 5.13. Soit k un corps algébriquement clos et soit ρ : Γ → H(k) une
pseudoreprésentation de ρ et ρss une semisimpli�cation au sens de Richardson de ρ alors
tr(ρ) = tr(ρss).

Démonstration. Par dé�nition, ρss est obtenue de la manière suivante, soit P = Pλ un
R-parabolique minimal qui contient ρ(Γ) alors ρss = cλ ◦ ρ. Fixons I, f ∈ k[HI ]H

0
et

γ ∈ ΓI , cela dé�nit un morphisme de g : Gm → A1 dé�nit au niveau des k points par
µ(t) = f(λ(t)ρ(γ)λ(t−1)) = f(ρ(γ)) car f est invariante par H0(k).

Alors g admet une extension g̃ : A1 → A1 de valeur constante f(x). De plus comme
g se factorise par P I et ρ(γ) ∈ P I(k), g̃ se factorise par P I et le diagramme suivant est
commutatif.

Gm P I A1

A1

f

(12)

En évaluant en 0, on obtient f(ρ(γ)) = f(ρss(γ)).

Remarque 5.14. On note la N la sous-catégorie pleine de FI dont les objets sont {[n], n ∈
N} où [n] = {0, . . . , n}. Alors l'inclusion N ⊂ FI est une équivalence de catégories. De
même si on note NMon la sous catégorie pleine de FFS dont les objets sont {FS([n]), n ∈
N}, l'inclusion NMon ⊂ FFS est une équivalence de catégories.

En conséquence, les FFS-algèbres, pseudocaractères, . . ., sont entièrement déterminés
sur leurs valeurs sur NMon, si A· est une FFS-algèbre ou Θ· un pseudocaractère, on notera
An et Θn, A[n] et Θ[n] respectivement.

Théorème 5.15. Soit k un corps algébriquement clos, Γ un groupe abstrait et H un
groupe réductif sur k, alors l'oubli depuis les FFG-pseudocaractères vers les pseudocarac-
tères est une bijection.

Démonstration. Le preuve utilise le théorème de La�orgue de la prochaine section, mais
dans toute la prochaine section, on utilisera pas la notion de FFG-pseudocaractère.

Soit Θ un pseudocaractère de Γ dans H, alors il existe un morphisme ρ : Γ → H(k)
tel que Θ = tr(ρ), par conséquent Θ est aussi un FFG-pseudocaractère via la preuve
5.
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5.1 Le cas de GLn

On souhaiterait que ces nouvelles notions de pseudoreprésentations ne complexi�ent
pas la notion de représentation usuelle, ie quand H = GLn et en particulier sur un corps
de caractéristique 0 le fait que les représentations sont uniquement déterminées par leur
trace. Soit k un corps et n > 0.

Dé�nition 5.16. Soit A une FFS-aglèbre (resp. FFG-aglèbre), et Σ ⊂ ∪nAn un sous
ensemble, l'algèbre engendré par Σ est la plus petite FFS (resp FFG) algèbre qui contient
Σ, si cette algèbre est A alors on dit que Σ engendre A.

Théorème 5.17. La FFG-algèbre k[GL.n]GLn est générée par tr ∈ k[GLn]GLn .

C'est une conséquence du théorème suivant :

Notation. On note M(n) l'algèbre des matrices de taille n×n à coe�cients dans k, pour
tout m ∈ N le groupe GLn agit par conjugaison simultanée sur M(n)m. On note de plus
E la représentation standard de GLn.

Théorème 5.18 ([Don92], Theorem 1). L'algèbre des invariants k[M(n)m]GLn est gé-
nérée par les fonctions x1, . . . , xm 7→ tr(x1 . . . xm|

∧r E).

Lemme 5.19. L'application M(n) → k,A 7→ tr(A|
∧r E) coïncide avec l'application

σr(λ1, . . . , λn) où σr(x1, . . . , xr) est le r-ième polynôme symétrique élémentaire en les xi
et les λi sont les valeurs propres (avec multiplicité) de A.

Démonstration. Comme les deux fonctions sont invariantes par conjugaison on peut sup-
poser que A est diagonale A = diag(λ1, . . . , λn) soit ei la base canonique de E alors
les ei1 ∧ · · · ∧ eir pour i1 < · · · < ir forment une base de

∧r E, et A(ei1 ∧ · · · ∧ eir) =
λi1 . . . λirei1 ∧ · · · ∧ eir ce qui prouve le lemme.

Lemme 5.20. Supposons que car(k) = 0, alors l'algèbre k[M(n)]GLn est engendrée par
les fonctions A 7→ tr(Ar) pour r ∈ N.

Démonstration. C'est une conséquence des relations de Newton.

Lemme 5.21. Si car(k) = 0, la fonction GLn → k,A 7→ 1
det(A) est engendrée par les

fonctions A 7→ tr(Ai) pour i ∈ Z.

Démonstration du théorème 5.17. On note det la fonction M(n)m → k, (A1, . . . , Am) 7→
det(A1 . . . Am). Alors det est invariante par GLn (pour l'action de conjugaison simulta-
née) et k[GLmn ] = k[M(n)m]det la localisation en det, alors k[GLmn ]GLn = (k[M(n)m]GLn)det.
Notons R la sous-FFG-algèbre de k[GL.n]GLn engendré par tr, soit f ∈ k[GLmn ]GLn alors
il existe r > 0 tel que g = detr f ∈ k[M(n)m]GLn , par le théorème 5.18, g est dans la
FFS-algèbre engendrée par les x1, . . . , xm 7→ tr(x1 . . . xm|

∧r E) et par le lemme 5.20,
ces fonctions sont dans R. Ainsi g ∈ R donc f = g

detr et par le lemme 5.21, 1
det est dans

R.
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6 Équivalence entre pseudocaratères et pseudoreprésenta-
tions

6.1 Théorème de La�orgue

Soit k un corps algébriquement clos. On montre dans cette sous section le théorème
de La�orgue 6.2, initialement montré dans [Laf12] dans le cas car(k) = 0 et H réductif
non connexe, puis étendu dans [BHKT16] au cas H connexe et car(k) quelconque. On
montre ici le cas H non connexe et car(k) quelconque.

Dé�nition 6.1. Soit Γ un groupe abstrait et H un groupe réductif (sans hypothèse de
connexité) dé�ni sur k. On note Rep(Γ, H) l'ensemble des classes de H0(k)-conjugaisons
de morphismes ρ : Γ→ H(k) qui sont H-cr au sens de Richardson.

Théorème 6.2 (Théorème de La�orgue). Soit Γ et H comme précédemment, on a un
isomorphisme fonctoriel en Γ et H :

Rep(Γ, H)→̃Pchark(Γ, H)

ρ 7→ tr(ρ).

La preuve de ce théorème est essentiellement une copie de la preuve de [BHKT16]
adaptée pour traiter le cas ou H est non connexe.

Démonstration. Etape 1 : Construction d'un morphisme à partir d'un pseudocaractère.

Soit Θ. : k[H .]H
0 → HomEns(Γ

., k) un pseudocaractère de Γ dans H. Soit n ≥ 1 par
4.14 l'application Hn(k)→ (Hn//H0)(k) induit une bijection entre

{classes de H0(k) conjugaison de n-uplets semisimples g = (g1, . . . , gn) ∈ Hn(k)} (13)

←̃→ (Hn//H0)(k). (14)

Soit γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Γn alors γ determine un k-point de (Hn//H0). En e�et la
composée

k[Hn]H
0 Θn−−→ HomEns(Γ

n, k)
evalγ−−−→ k

est un morphisme d'algèbres et elle correspond donc à un morphisme Spec(k)
ξ(γ)−−→

Hn//H0, donc à un élément de ξ(γ) ∈ (Hn//H0)(k).

Lemme 6.3. Les ξ(γ) sont fonctoriels en le sens suivant, soit φ : [n] → [m] un mor-
phisme dans FFS alors φ induit un morphisme k[Hn]H

0 → k[Hm]H
0
qui correspond à un

morphisme φ̃ : Hm//H0 → Hn//H0. Supposons que γ soit un m-uplet, alors il déter-
mine un k-point ξ(γ) ∈ Hm//H0(k) , notons de plus φ : Γm → Gn le morphisme induit
par φ, alors φ̃(ξ(γ)) = ξ(φ(γ)) ∈ (Hn//H0)(k).

Démonstration. Comme Θ est un morphisme de FFS-algèbres le diagramme suivant com-
mute.
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k[Hn]H
0

HomEns(Γ
n, k) k

k[Hm]H
0

HomEns(Γ
m, k) k

Θn

φ

evalφ(γ)

φ idk

Θm

evalγ

Le k-point ξ(γ) correspond à la composée des la ligne du bas et le k-point ξ(φ(γ))
correspond à la composée de la ligne du haut. Comme le diagramme commute on a bien
φ̃(ξ(γ)) = ξ(φ(γ)).

Dans la suite de la preuve on notera encore ξ(γ) la classe de conjugaison de n-
uplets semisimples de Hn(k) associée par (13). Soit (g1, . . . , gn) ∈ ξ(γ), on notera
n(γ) = min(dim(P )) ou P parcourt l'ensemble des R-paraboliques de H qui contiennent
A(g1, . . . , gn). Comme H est lui même un R-parabolique qui contient A(g1, . . . , gn), n(γ)
est bien dé�nit et on a n(γ) ≤ dim(H).

Posons de plus N = supn≥1,γ∈Γn n(γ) et pour (g1, . . . , gn) ∈ Hn(k),Z(g1, . . . , gn) =
ZH0(A(g1, . . . , gn)) . Soit δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Γn et g ∈ ξ(δ), on dira que δ est un n-uplet
minimal s'il véri�e les conditions suivantes :

(i). n(δ) = N .

(ii). Pour tout n′ ≥ 1 et n′-uplet δ′ ∈ Γn
′
satisfaisant 1 et h ∈ ξ(δ′), on a dim Z(h) ≥

dim Z(g).

(iii). Pour tout n′ ≥ 1 et n′-uplet δ′ ∈ Γn
′
satisfaisant 1 et 2 et h ∈ ξ(δ′), on a

#π0(Z(h)) ≥ #π0(Z(g)).

Lemme 6.4. Soit δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Γn et g = (g1, . . . , gn) ∈ ξ(δ), tels que δ soit un
n-uplet minimal. Pour tout γ ∈ Γ il existe un unique g ∈ H(k) tel que (g1, . . . , gn, g) ap-
partienne à ξ(δ1, . . . , δn, γ). On a de plus Z(g1, . . . , gn) = Z(g1, . . . , gn, g) et (δ1, . . . , δn, γ)
est un (n+ 1)-uplet minimal.

Démonstration. Existence de g. Soit (h1, . . . , hn, h) ∈ ξ(δ1, . . . , δn, γ). On montre que
(h1, . . . , hn) a une orbite fermée dans Hn ce qui est équivalent par le théorème 4.14 au
fait que A(h1, . . . , hn) soit H-cr (au sens de Richardson).

Soit P un R-parabolique de dimension n(δ1, . . . , δn, γ), qui est minimal parmi ceux
qui contiennent A(h1, . . . , hn, h). Comme (h1, . . . , hn, h) a une orbite fermée dans Hn+1,
par 4.14, A(h1, . . . , hn, h) est H-cr et est donc contenu dans un R-Lévi LP de P . En
particulier A(h1, . . . , hn) ⊂ LP , soit Q ⊂ LP un R-parabolique de LP minimal (sans
hypothèse sur la dimension de Q) contenant A(h1, . . . , hn). Soit LQ un R-Lévi de Q
et c le morphisme Q → LQ, notons h′i = c(hi) pour i = 1, . . . , n les images dans LQ
des hi, alors par la propriété 4.6, A(h′1, . . . , h

′
n) ⊂ LQ est LQ-irréductible (au sens de

Richardson) et donc par 4.2 il est H-cr.
De plus (h′1, . . . , h

′
n) est au dessus de ξ(δ), en e�et (h′1, . . . , h

′
n) = cλ(h1, . . . , hn)

où λ ∈ Y(LQ) tel que LQ = Lλ et Q = Pλ dans LP . Or pour tout t ∈ Gm(k),
λ(t)(h1, . . . , hn)λ(t−1) est au dessus de ξ(δ) et donc le morphisme Gm → Hn//H0

est constant, il admet donc une unique extension à A1 et l'image de 0 est l'image de
cλ(h′1, . . . , h

′
n). Ainsi (h′1, . . . , h

′
n) ∈ ξ(δ).
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Alors Q contient un représentant de ξ(δ), il en est de même pour QRu(P ) qui est un
R-parabolique de H par la propriété 2.11, donc

n(δ) = N ≤ dimQRu(P ) ≤ dimP = n(δ1, . . . , δn, γ) ≤ N.

Ainsi QRu(P ) ⊂ P sont des R-paraboliques de H de dimension N , on en déduit que
(QRu(P ))0 = P 0 et donc Ru(QRu(P )) = Ru(P ) et par 2.11 Ru(Q) = {e} donc Q est un
groupe réductif (non connexe) et en particulier un R-Lévi de LP . L'application c dé�nie
précédemment est alors l'identité sur Q = LQ et donc hi = h′i pour i = 1, . . . , n. Alors
(h1, . . . , hn) a une orbite fermée dans Hn.

Par le lemme 6.3, (h1, . . . , hn) est au dessus du point ξ(δ) ∈ Hn//H0(k) et donc
comme son orbite est fermée (h1, . . . , hn) ∈ ξ(δ) (au sens classe de conjugaison). Ainsi
(g1, . . . , gn) = x(h1, . . . , hn)x−1 pour un x ∈ H0(k), on pose alors g = xhx−1, ce qui
montre l'existence.

On obtient en particulier que (δ1, . . . , δn, γ) véri�e 1.

Unicité de g. Supposons qu'il existe g′ ∈ H(k) tel que (g1, . . . , gn, g
′) appartienne

à ξ(δ1, . . . , δn, γ), alors en particulier il existe y ∈ H0(k) tel que (g1, . . . , gn, g
′) =

y((g1, . . . , gn, g)y−1. Alors on a y ∈ Z(g1, . . . , gn), il su�t donc de montrer que Z(g1, . . . , gn) =
Z(g1, . . . , gn, g).

On a Z(g1, . . . , gn, g) ⊂ Z(g1, . . . , gn), comme (g1, . . . , gn, g) véri�e 1, par la condition
2, dim Z(g1, . . . , gn) ≤ dim Z(g1, . . . , gn, g) et les dimensions coincident.

Montrons alors que Z(g1, . . . , gn, g)0(k) = Z(g1, . . . , gn)0(k). Comme on ne regarde
que les k-points, il su�t de montrer l'égalité Z(g1, . . . , gn)0

red = Z(g1, . . . , gn, g)0
red. Ce sont

deux k-schémas réduits et irréductibles car connexes car Z(g1, . . . , gn, g)0 et Z(g1, . . . , gn)0

sont des groupes algébriques par le théorème 1.4. Le lemme suivant permet de conclure.

Lemme 6.5. Soit i : X → Y une immersion fermée entre deux schémas a�nes , intègres
et de type �ni sur k de même dimension. Alors i est un isomorphisme.

Démonstration. Notons X = Spec(A/I), Y = Spec(A) où A est une k-algèbre de type
�nie et I ⊂ A un idéal. Le morphisme i correspond à la projection A → A/I, notons
de plus I = (f1, . . . , fr) une présentation de I et supposons f1 6= 0, alors comme A est
intègre et par le Hauptidealsatz, dim(A/(f1)) = dim(A) − 1, donc dim(A/I) < dim(A)
ce qui contredit l'hypothèse dim(A) = dim(A/I) et donc f1 = 0. On a donc I = (0) et
X = Y .

Comme pour tout groupe algébrique K,π0(K) = π0(Kred) le morphisme induit
π0(Z(g1, . . . , gn, g)) → π0(Z(g1, . . . , gn)) est injectif et par la condition 3 il est surjec-
tif. Alors Z(g1, . . . , gn) = Z(g1, . . . , gn, g) ce qui prouve l'unicité de g.

On observe de plus que (δ1, . . . , δn, γ) véri�e aussi 2 et 3, ce qui �nit de prouver le
lemme.

Fixons un n-uplet minimal δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Γn et (g1, . . . , gn) ∈ ξ(δ), alors l'appli-
cation ρ : γ ∈ Γ 7→ g ∈ H(k) est une application bien dé�nie.

Lemme 6.6. L'application ρ ainsi dé�nie est un morphisme de groupes.
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Démonstration. Soit γ, γ′ ∈ Γ par le lemme il existe un unique g ∈ H(k) tel que
(g1, . . . , gn, g) ∈ ξ(δ1, . . . , δn, γ) et (δ1, . . . , δn, γ) est un (n + 1)-uplet minimal, donc il
existe un unique g′ ∈ H(k) tel que (g1, . . . , gn, g, g

′) ∈ ξ(δ1, . . . , δn, γ, γ
′). En particulier

ρ(γ) = g, on va montrer que (g1, . . . , gn, g
′) et (g1, . . . , gn, gg

′) ont des orbites fermées ce
qui montrera que ρ(γ′) = g′, ρ(γγ′) = gg′ et donc ρ(γ)ρ(γ′) = ρ(γγ′).

Soit P un R-parabolique de dimensionN minimal parmi ceux qui contiennentA(g1, . . . , gn, g, g
′),

soit LP un R-Lévi de P contenant A(g1, . . . , gn, g, g
′) et Q un R-parabolique mini-

mal de LP contenant A(g1, . . . , gn, g
′) (resp. A(g1, . . . , gn, gg

′)), comme précédemment,
QRu(P ) est un R-parabolique de H contenant A(g1, . . . , gn) et est donc de dimen-
sion N et Ru(QRu(P )) = Ru(P ) donc Ru(Q) = {e}. Alors Q est un R-Lévi de LP
contenant A(g1, . . . , gn, g

′) (resp. A(g1, . . . , gn, gg
′)) et tel que A(g1, . . . , gn, g

′) (resp.
A(g1, . . . , gn, gg

′) est Q-irréductible donc par 4.2 A(g1, . . . , gn, g
′) (resp A(g1, . . . , gn, gg

′))
est H-cr ce qui conclut la preuve.

Lemme 6.7. Soit ρ le morphisme dé�ni précédemment, alors tr(ρ) = Θ.

Démonstration. Soit f ∈ k[Hr]H
0
, et γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γr, il su�t de montrer que

Θn(f)(γ1, . . . , γr) = f(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)). On a d'une part f(ξ(γ)) = Θr(f)(γ) sous
l'identi�cation A1(k) ' k. D'autre part notons π : Hr → Hr//H0 la projection, on a
tr(f)(γ) = f(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)). Comme f est invariante sousH0(k), on a f(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) =
f(π(ρ(γ1), . . . , ρ(γr))).

L'argument du lemme 6.6 montre que les uplets δ et (g1, . . . , gn) ∈ ξ(δ) et (δ1, . . . , δn, γ1)
et (g1, . . . , gn, ρ(γ1)) engendrent le même morphisme ρ. On a alors par un itération de
l'argument que (g1, . . . , gn, ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) ∈ ξ(δ, γ).

L'inclusion {n+ 1, . . . , n+ r} ↪→ {1, . . . , n+ r} induit un morphisme f ∈ k[Hr]H
0 7→

f̃ ∈ k[Hn+r]H
0
où f̃(x1, . . . , xn, y1, . . . , yr) = f(y1, . . . , yr) (vue comme fonction sur

Hn+r). Et par le lemme 6.3 le diagramme suivant est donc commutatif :

(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) ∈ Hr(k) ξγ ∈ (Hr//H0)(k)

A1(k)

(g1, . . . , gn, ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) ∈ Hn+r(k) ξδ,γ ∈ (Hn+r//H0)(k)

f

f̃

Ce qui montre que

Θr(f)(γ) = f(ξ(γ))

= f̃(ξ(δ, γ))

= f̃(π(g1, . . . , gn, ρ(γ1), . . . , ρ(γr))

= f(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) = tr(f)(γ).

Ce qui prouve le lemme et en particulier que π(ρ(γ1), . . . , ρ(γr)) = ξ(γ).
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Lemme 6.8. Soit ρ le morphisme dé�ni précédemment associé à δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Γn

et (g1, . . . , gn) ∈ ξ(δ). Alors gi = ρ(δi) pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. On a ρ(δi) = gi ssi (g1, . . . , gn, gi) a une orbite fermée ssi A(g1, . . . , gn, gi)
est H-cr. Or A(g1, . . . , gn, gi) = A(g1, . . . , gn) qui est H-cr car (g1, . . . , gn) ∈ ξ(δ).

Lemme 6.9. Soit γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γr un r-uplet, alors γ peut être complété en un
r′-uplet minimal.

Démonstration. En e�et soit δ le n-uplet minimal utilisé dans les preuves précédentes
alors (δ, γ) est minimal.

Lemme 6.10. Soit ρ le morphisme dé�ni précédemment et φ : Γ→ H(k) un morphisme
de groupes H-cr et tel que tr(φ) = Θ = tr(ρ), alors ρ et φ sont conjugués par un élément
de H0(k).

Démonstration. Remarquons tout d'abord que Z(ρ(δ)) = Z(ρ(Γ)) en e�et dans la dé-
monstration du lemme 6.4 on a vu que pour tout élément γ ∈ Γ on a Z(ρ(δ)) = Z(ρ(δ, γ)).
On a nécessairement Z(ρ(Γ)) ⊂ Z(ρ(δ)) et si h ∈ Z(ρ(δ))(k) alors pour tout γ ∈ Γ, h ∈
Z(ρ(δ, γ)) donc hρ(γ)h−1 = ρ(γ) et h ∈ Z(ρ(Γ))(k).

Soit γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γr un r-uplet tel que φ(Γ) ⊂ P (resp. L) un R-parabolique
(resp. R-Lévi) de H si et seulement, si φ(γ1), . . . , φ(γr) ∈ P (resp. L), un tel r-uplet
existe par la proposition 2.15. On peut alors compléter γ en (δ, γ) un r′-uplet minimal
et (δ, γ) ∈ P ou L ssi φ(Γ) ⊂ P ou L. Notons (t1, . . . , tr′) = φ(δ, γ), alors A(t1, . . . , tr′)
est H-cr et donc (t1, . . . , tr′) a une orbite fermée. En particulier φ(δ, γ) est au dessus de
ξ(δ, γ) et φ(δ, γ) est conjugué à ρ(δ, γ) par un élément de x ∈ H0(k). Comme Z(ρ(δ)) =
Z(ρ(Γ)) = Z(ρ(γ, δ)) car (δ, γ) est minimal, ρ et φ sont conjugués par x.

Etape 2 : Fonctorialité
Soit τ : H1 → H2 un morphisme de groupes réductifs.

Lemme 6.11. Pour tout n > 0, τ induit un morphisme k[Hn
2 ]H

0
2 → k[Hn

1 ]H
0
1 .

Démonstration. Soit f : Hn
2 → A1 un élément de k[Hn

2 ]H
0
2 alors f ◦ τ : Hn

1 → A1 est
invariant par H0

1 . Il su�t de véri�er ceci sur les k-points de H1, soit h ∈ H0
1 (k) et g ∈ Hn

1

alors f(τ(hgh−1)) = f(τ(h)τ(g)τ(h−1)) = f(τ(g)) car τ(h) ∈ H0
2 .

De plus ce morphisme est la factorisation de la composée suivante : k[Hn
1 ]H

0
1 ⊂

k[Hn
1 ] → k[Hn

2 ] où la deuxième �èche est τ∗. Ainsi le morphisme k[Hn
1 ]H

0
1 → k[Hn

2 ]H
0
2

est naturel et donc τ induit un morphisme de FFS-algèbres k[H .
1]H

0
1 → k[H .

2]H
0
2 . Ainsi

à tout pseudocaractère Θ ∈ Pchark(Γ, H1),Θ ◦ τ est un élément de Pchark(Γ, H2) où
τ désigne ici le morphisme de FFS-algèbres précédent, on notera encore τ l'application
Pchark(Γ, H1)→ Pchark(Γ, H2).

Soit ρ : Γ→ H1(k) un pseudoreprésentation H1-cr de Γ, alors (τ ◦ ρ)ss une semisim-
pli�cation quelconque de (τ ◦ ρ) est un pseudoreprésentation H2-cr de Γ.

Lemme 6.12. On a tr((τ ◦ ρ)ss) = tr(ρ) ◦ τ .
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Démonstration. Par 5.13, tr((τ ◦ ρ)ss) = tr(τ ◦ ρ). Soit f ∈ k[Hn
2 ]H

0
2 et γ ∈ Γn alors

tr((τ ◦ ρ)ss)(f)(γ) = tr(τ ◦ ρ)(f)(γ)

= f((τ ◦ ρ)(γ))

= τ∗(f)(ρ(γ))

= tr(ρ)(τ∗f)(γ)

= (tr(ρ) ◦ τ)(f)(γ).

Ce qui prouve le lemme.

Corollaire 6.13. Toutes les semisimpli�cations de τ ◦ ρ sont conjuguées par H0
2 (k).

Démonstration. Deux semisimpli�cations on la même trace par 5.13 et donc sont conju-
guées par première partie du théorème.

Ainsi l'application

Rep(Γ, H1)→ Rep(Γ, H2)

[ρ]→ [(τ ◦ ρ)ss]

est bien dé�nie. En particulier le diagramme suivant commute :

Rep(Γ, H1) Pchark(Γ, H1)

Rep(Γ, H2) Pchark(Γ, H2)

τ

tr

τ

tr

où les deux �èches verticales sont les �èches induites par τ et décrites précédemment.
Cet énoncé montre que tr : Rep(Γ, H)→ Pchark(Γ, H) est fonctorielle en H.

Fixons maintenant H un groupe réductif et α : Γ1 → Γ2 un morphisme de groupes.
Alors α induit deux applications encore notées α,

Rep(Γ2, H)→ Rep(Γ1, H)

[ρ]→ [(ρ ◦ α)ss]

Pchark(Γ2, H)→ Pchark(Γ1, H)

Θ→ α∗ ◦Θ.

où α∗ est l'application HomEns(Γ
.
2, k)→ HomEns(Γ

.
1, k) induite par α.

On véri�e comme précédemment que tr(ρ ◦ α) = α∗ ◦ tr(ρ) ce qui montre que le
diagramme suivant commute :
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Rep(Γ2, H) Pchark(Γ2, H)

Rep(Γ1, H) Pchark(Γ1, H)

α

tr

α

tr

En particulier tr est une équivalence entre les bifoncteurs Rep et Pchark.

6.2 Algébricité

Soit k un corps algébriquement clos, on �xe Γ un groupe algébrique lisse, on peut
appliquer le théorème de La�orgue 6.2 à Γ(k), on obtient alors une équivalence entre les
pseudocaractères de Γ(k) à valeur dans H et les classes de conjugaison de morphismes
H-cr, ρ : Γ(k)→ H(k), on souhaiterait que ρ provienne d'un morphisme de schémas en
groupes Γ→ H.

Comme Γ est lisse un morphisme de schémas Γ→ A1 est entièrement déterminé par
l'application Γ(k) → k ' A1(k), et donc on peut voir [�Γ.] ⊂ HomEns(Γ(k)., k) comme
une inclusion de FFS-algèbres.

Dé�nition 6.14. Un pseudocaractère est algébrique s'il est à valeur dans la sous FFS-
alègbre k[Γ.].

Théorème 6.15. Soit Θ un pseudocaractère de Γ dans H et ρ(k) : Γ(k) → H(k) une
pseudoreprésentation H-cr au sens de Richardson de trace Θ,

(i). S'il existe un morphisme de groupes algébriques ρ : Γ→ H qui engendre ρ(k) sur
les k-points alors Θ est algébrique.

(ii). Si car(k) = 0, et Θ est algébrique alors il existe un morphisme de groupes algé-
brique ρ : Γ→ H tel que ρ induit ρ(k) sur les k-points.

(iii). Si car(k) = p > 0 alors il existe un r > 0 et un morphisme de groupes algébriques
Γ(pr) → H(pr) de trace Θ(pr) où (pr) désigne le morphisme de Frobenius x→ xp

r
.

Démonstration. La preuve repose sur la démonstration de La�orgue du théorème 6.17.
Soit Θ un pseudocaractère algébrique de Γ dansH, alors par le théorème de La�orgue,

en �xant un n-uplet minimal δ ∈ Γ(k)n et (g1, . . . , gn) un point au dessus de ξ(δ) dont la
H0 orbite est fermée, il existe un unique morphisme de groupeH-cr au sens de Richardson
ρ(k) : Γ(k) → H(k) tel que ρ(δ) = (g1, . . . , gn). On souhaite discuter de l'existence
d'un morphisme f : Γ → H tel que f(k) = ρ(k), comme tous les schémas en jeu sont
a�nes et lisses sur k, si ce morphisme existe, il est unique. De plus comme l'application
Γ(k)→ H(k) est un morphisme de groupes, s'il existe un morphisme de schémas Γ→ H
qui engendre ρ(k) alors c'est un morphisme de groupes algébriques. Il su�t donc de
montrer que ρ(k) provient d'un morphisme de schémas.

Cas où car(k) = 0
On note C(δ) = ZH0(ρ(δ) et D(δ) = ZH(C(δ). Comme on est en caractéristique 0 ce

sont des groupes lisses. De plus comme le n-uplet δ est minimal C(δ) = ZH0(ρ(Γ(k))) et
comme ρ(Γ(k)) est H-cr au sens de Richardson et donc c'est un groupe réductif et donc
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linéairement réductif (caractéristique 0) et donc D(δ) est réductif (et aussi linéairement
réductif).

Clairement le morphisme ρ(k) est a valeur dans D(δ) il su�t donc de montrer qu'il
existe un morphisme d'algèbres k[D(δ)]→ k[Γ] qui engendre ρ(k).

Notons

q : k[Hn+1]H
0 → k[D(δ)]

f 7→ (d→ f(g1, . . . , gn, d))

Comme dans la preuve de La�orgue on montre que q est surjectif, en e�et q est la
composée des deux morphismes :

(i). Le morphisme i : k[Hn+1]H
0 → k[H//C(δ)], f → (g → f(g1, . . . , gn, g) où

C(δ) agit par conjugaison sur H et en particulier comme C(δ) est réductif on
a k[H//C(δ)] = k[H]C(δ) . Premièrement cette �èche est bien dé�nie, véri�ons
que pour f ∈ k[Hn+1]H

0
, g 7→ f(g1, . . . , gn, g) est invariante par C(δ), soit λ ∈

C(δ)(k) on a λ.i(f)(g) = f(g1, . . . , gn, λgλ
−1) = f(λ(λ−1(g1, . . . , gn)λ, g)λ−1) =

f((λ−1(g1, . . . , gn)λ, g) = f(g1, . . . , gn, g) par dé�nition de C(δ) et car f est inva-
riante par H0. Notons j : H → Hn+1, h 7→ (g1, . . . , gn, h) le diagramme suivant
est commutatif.

j : H Hn+1

H//C(δ) Hn+1//H0i

L'orbite de (g1, . . . , gn) est isomorphe àH0/C(δ) (les classes à droites pour l'action
de translation) et donc par le lemme suivant l'image de (g1, . . . , gn) × H dans
(Hn+1//H0) est (H//C(δ)) ce qui montre que i est une immersion fermée et
donc surjectif.

Lemme 6.16. Soit G un groupe abstrait et L et N deux ensembles sur lesquels
G agit, on suppose que G agit transitivement sur L et on �xe l ∈ L alors il existe
une bijection qui ne dépend que de l, fl : (L×N)/G ' N/StabG(l)

Démonstration. Comme l'action sur L est transitive les orbite de L × N pour
l'action de G sont représentées (de manières non unique) par les couple (l, n), n ∈
N . Deux tels couples (l, n1) et (l, n2) sont dans la même G-orbite si et seulement
s'il existe g ∈ StabG(l) tel que g.n1 = n2. Ainsi l'application fl : (L × N)/G →
N/StabG(l), (l, n) 7→ n est une bijection, elle ne dépend que de l.

(ii). Le morphisme k[H]C(δ) → k[D(δ)] obtenu en considérant le morphisme k[H] �
k[D] correspondant à l'inclusion D ↪→ H et en prenant les parties invariantes par
C(δ), comme on est en caractéristique 0 le foncteur A → AC(δ) est exact de la
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catégorie des k-modules munies d'une action de C(δ) vers les k-modules. Et donc
la �èche k[H]C(δ) → k[D(δ)] est surjective car C(δ) agit trivialement sur D(δ).

L'application k[Hn+1]H
0 → k[Γ], f 7→ (γ 7→ Θn+1(f)(δ, γ) se factorise par q car

Θn+1(f)(δ, γ) = f(ρ(δ, γ)) et le diagramme suivant est commutatif :

k[Hn+1]H
0

k[Γ]

k[D(δ)]

q

Comme q est surjectif le morphisme induit par ρ de k[D(δ)] → HomEns(Γ, k) est à
valeur dans k[Γ] et induit bien ρ(k).

Cas où car(k) = p
On reprend le cas où car(k) = 0 en faisant les modi�cations nécessaires : on ne

considère plus les sous groupes C(δ) et D(δ) mais C(δ)red et D(δ)red, comme l'orbite
de ρ(δ) est fermée, C(δ) est donc géométriquement réductif et C(δ)red est réductif mais
pas linéairement réductif. On ne peut à priori pas discuter de la réductivité de D(δ)
(remarquons cela n'est pas utilisé dans la partie caractéristique 0).

Le morphisme q est dé�ni de la même manière mais n'est plus surjectif. En e�et
c'est toujours la composée des morphismes (i) et (ii) précédents, le premier est toujours
surjectif (on n'utilise pas la caractéristique 0) mais le deuxième est seulement universel-
lement adéquat et donc on en déduit de la même manière l'existence d'un morphisme de
groupes algébriques Γ(pr) → H(pr) qui engendre ρ(pr).

6.3 Continuité

Théorème 6.17 ([BHKT16], Proposition 4.7). Soit Γ un groupe topologique, k un corps
topologique algébriquement clos et ρ : Γ → H(k) une pseudoreprésentation H-cr et
tr(ρ) = Θ : alors

(i). Si ρ est continue alors Θ est continue.

(ii). Si k est de caractéristique 0 et Θ est continue alors ρ est continue.

(iii). Si k est discret, Γ pro�ni et Θ est continue alors ρ est continue.

Démonstration. Supposons ρ continue et soit f ∈ k[Hn]H
0
alors tr(ρ)(f) : Γn → k est

une composée d'applications continues et est donc continue.
Pour le deuxième point on reprend la preuve de [Laf12] pour la continuité, c'est essen-

tiellement le même argument que pour le théorème 6.15, comme on est en caractèristique
0 le morphisme q dé�ni dans la preuve de 6.15 est surjectif et le diagramme suivant est
commutatif :

k[Hn+1]H
0 C(Γ, k)

k[D(δ)]

q
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où C(Γ, k) désigne l'ensemble des fonctions continues de Γ dans k.
Pour le troisième point, adaptons la preuve de [BHKT16] pour le cas H non connexe

et k discret. Soit f1, . . . , fr ∈ k[Hn]H
0
une famille génératrice de k[Hn]H

0
comme k-

algèbre et soit δ ∈ Γn un n-uplet minimal. Les applications γ → tr(ρ)(fi)(δ, γ) sont
continues, comme k est discret, il existe un ouvert normal N de Γ tel que pour tout γ ∈
N, fi(ρ(δ, γ)) = fi(ρ(γ), eH) pour i = 1, . . . , r , et donc pour tout f ∈ k[Hn]H

0
, f(ρ(δ, γ)) =

f(ρ(γ), eH) cette condition impose que ρ(γ) = eH et donc le morphisme Γ → H(k) se
factorise par un quotient �ni de Γ et est donc continu.

Remarque 6.18. Si car(k) = p et Θ est continue comme dans le théorème 6.15, il existe
r > 0 tel que ρ(pr) soit continue.

6.4 Rationalité

Théorème 6.19. Soit k un corps, ka une clôture algébrique, Γ un groupe abstrait et H
un groupe réductif sur k. Soit Θ un pseudocaractère à valeur dans k et ρ : Γ → H(ka)
une pseudoreprésentation associée à Θka le pseudocaractère obtenu en composant Θ avec
l'inclusion k ⊂ ka, alors il existe une extension �nie k′ de k telle que ρ soit à valeur dans
H(k′).

Démonstration. Soit δ ∈ Γn un n-uplet minimal associé au pseudocaractère Θka , (g1, . . . , gn) ∈
Hn(ka) ayant une H0 orbite fermée et ρ : Γ → H(ka) le morphisme tel que ρ(δi) = gi.
Alors il existe une extension �nie k′/k tel que (g1, . . . , gn) ∈ Hn(k′). Soit Gk′ le groupe
de Galois absolu de k′.

Soit γ ∈ Γ, par construction, ρ(γ) est l'unique élément deH(ka) tel que (g1, . . . , gn, ρ(γ))
ait une orbite fermée, et par unicité ce (n+1)-uplet est Gk′ invariant, il est par conséquent
dé�ni sur k′ ainsi ρ(Γ) ⊂ H(k′).

6.5 Intégralité

Théorème 6.20 ([BHKT16], Thm 4.8). Soit E une extension �nie de Ql, Γ un groupe
pro�ni et H un groupe réductif dé�ni et déployé sur OE, on suppose que π0(H) existe
est constant au dessus de OE. Soit ρ : Γ→ H(Ql) une pseudoreprésentation absolument
H-cr et continue, alors il existe E′/E une extension �nie de E telle que ρ soit à valeur
dans H(OE′).

Démonstration. Comme précédemment cette preuve est calquée sur [BHKT16] avec les
modi�cations nécessaires pour traiter le cas où H est non connexe. Par 6.19, il existe une
extension �nie E′/E telle que ρ soit à valeur dans H(E′). Comme H est toujours dé�ni
sur OE′ on peut supposer que E = E′.

On note L ⊂ H(E) le sous groupe des éléments l tel que pour tout caractère
χ ∈ X(H), χ(l) ∈ O×E . On note DH0 le groupe dérivé de H0 et B(DH0, E) l'immeuble
de Bruhat-Tits de DH0 sur E, le groupe H(E) agit par morphismes simpliciaux sur
B(DH0, E) et les sous groupes compacts maximaux de H0(E) sont les stabilisateurs
dans L de sommets dans B(DH0, E). De plus il existe un unique point hyperspécial
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y ∈ B(DH0, E) tel que StabL(x) = H0(OE). Par unicité et comme H0(OE) est caracté-
ristique dans H(OE), H(OE) �xe x et H(OE) est un sous groupe compact maximal de
H(E).

Par [Lar95] 2.2, pour toute extension �nie E′ de E, il existe un morphisme iE′/E :
B(DH0, E) → B(DH0, E′) qui est H(E) ⊂ H(E′) équivariant. Par unicité du point y,
on a encore StabLE′ (iE′/E(y)) = H(OE′).

Le groupe Γ étant pro�ni, il est compact et agit par ρ sur B(DH0, E) par morphismes
simpliciaux et comme ρ est continue, l'image ρ(Γ) est bornée au sens de [Tit79] 2.2.1, et
par [Tit79] 2.3.1, il existe un point �xe x ∈ B(DH0, E) à l'action de Γ, alors comme Γ
agit par morphismes simpliciaux, la face Fx qui contient x est stable par Γ et donc Γ �xe
l'isobarycentre z de Fx. Par [Lar95] 2.4, il existe une extension �nie E′ de E totalement
rami�ée telle que iE′/E(z) soit hyperspécial. Les points hyperspéciaux de B(DH0, E′)
sont conjugués par H(E′′) pour E′′ une extension �nie de E′. Soit h ∈ H(E′′) tel que
iE′′/E(y) = h.iE′′/E(z) alors hρh−1 �xe iE′′/E(y) et donc ρ(Γ) ⊂ StabLE′′ = (iE′′/E(y)) =
H(OE′′) ce qui prouve le théorème.

6.6 Coe�cients Artiniens

Le but de cette section est de généraliser le théorème 4.10 de [BHKT16] au cas ou H
est non connexe.

Soit E ⊂ Ql une extension �nie de Ql,Γ un groupe pro�ni. On note k le corps résiduel
de OE et ka une clôture algébrique de k, soit H un groupe réductif déployé et dé�ni sur
OE . Soit ρ : Γ → H(k) une pseudoreprésentation absoluement fortement Hk-irr et Θ le
pseudocaratère associé.

Dé�nition 6.21. On dé�nit deux foncteurs de déformation de ρ et Θ, étant donnée une
k-algèbre artinienne locale A on note qA : A→ k le quotient par l'idéal maximal de A.

Defρ : CO → Ens

A 7→ {[ρ], ρ : Γ→ H(A), qA(ρ) = ρ}
DefΘ : CO → Ens

A 7→ {Θ ∈ PcharA(Γ, H), qA(Θ) = Θ}

où [ρ] désigne la classe de conjugaison de ρ par le groupe Ker(H0(A)→ H0(k)).

Comme précédemment on étend au cas non connexe la preuve de [BHKT16].

Théorème 6.22 ([BHKT16], 4.1). La transformation naturelle tr : Defρ → DefΘ est un
isomorphisme de foncteurs.

Démonstration. Notons H0,ãd = H0/(ZH0(H)), alors l'action par conjugaison de H0 sur
Hn induit une action de H0,ãd sur Hn (ce sont tous des OE-schéma en groupe réductifs).
On note Xn = Hn et Yn = Xn//H

0,ãd comme dans 3.24 et π : Xn → Yn la projection.
Soit A ∈ CO et Θ DefΘ(A) on construit un relèvement de ρ qui a pour trace Θ. Soit

δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Γn un n-uplet minimal pour Θka comme dans la preuve de 6.2. Notons
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h = (h1, . . . , hn) = ρ(δ) alors Z0,ãd
H = {e}. Toujours comme dans la preuve de 6.2, Θn et

δ determinent un A-point de Yn par

O[Hn]H
0,ãd → HomEns(Γ

n, A)
evalδ−−−→ A (15)

On notera encore un tel point ξΘ(δ). De plus comme qA(Θ) = (Θ), qA(ξΘ(δ)) =

ξΘ(δ) ∈ Yn(k) et en particulier ξΘ(δ) ∈ Y ∨,hn (A).
Par le théorème 3.25, comme δ est minimal, l'orbite de h dans Hn est fermée et

ZH0(h) = ZH0(ρ) = ZH0(H) et est donc trivial dans H0,ãd, ainsi X∨,hn /H0,ãd,∨ = Y
∨,π(h)
n

et π(h) = ξΘ(δ). Il existe donc un relèvement de ξΘ(δ) dans X∨,hn (A), soit (g1, . . . , gn)
un tel relèvement, en particulie si (g′1, . . . g

′
n) est un autre relèvement, ils sont conjugués

par un élément de H0,ãd,∨(A) = Ker(H0(A)→ H0(k)).
Soit γ ∈ Γ, on dé�nit maintenant ρ(γ), posons h′ = (h1, . . . , hn, ρ(γ)) ∈ Xn+1(k),

on a une �èche naterelle Xn+1 → Xn qui oublie la dernière composante. Le diagramme
suivant est alors commutatif :

h′ ∈ Xn+1(k) π(h′) ∈ Yn+1(k)

h ∈ Xn(k) π(h) ∈ Yn(k)

Et le diagramme de foncteurs suivant est alors commutatif :

X∨,h
′

n+1 Y
∨,π(h′)
n+1

X∨,hn Y
∨,π(h)
n

Lemme 6.23. Le diagramme précédent est cartésien.

Démonstration. On utilise uniquement le fait que Xn et Xn+1 sont des H0,ãd torseur au

dessus de Yn et Yn+1. Soit Z ∈ Fonct(CO,Ens) et p : Z → X∨,hn et q : Z → Y
∨,π(h′)
n+1 tel

que le diagramme suivant commute.

Z

X∨,h
′

n+1 Y
∨,π(h′)
n+1

X∨,hn Y
∨,π(h)
n

q

p
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Soit A ∈ CO et x ∈ Z(A), comme q(x) ∈ Y ∨,π(h′)
n+1 (A) = X∨,h

′

n+1(A)/H0,ãd,∨(A), il existe

un relèvement z′ ∈ X∨,h
′

n+1(A) de q(x). Soit z l'image de z′ dans Xn∨, h(A), comme z et

p(x) s'envoie sur le même point dans Yn∨, π(h), ils sont conjugués par H0,ãd,∨(A). Donc
quitte à conjuguer z′, on peut supposer que z = p(x).

Soit z′′ un autre relèvement de q(x) tel que son image dans Xn∨, h(A) soit p(x), alors
z′ et z′′ sont conjugués, comme l'action surXn∨, h(A) deH0,ãd,∨(A) est libre l'élément qui

conjugue z′ et z′′ est trivial et z′ = z′′. Cela dé�nit une application l : Z(A)→ X∨,h
′

n+1(A)
et celle-ci est fonctorielle en A. De plus toute autre telle application l′ coïncide avec l par
le même argument.

Lemme 6.24. Il existe un unique relèvement de h′ à Xn+1(A), on le note (g1, . . . , gn, g).

Démonstration. Soit Z : CO → Ens le foncteur suivant Z(A′) = ∅ si A′ 6= A et Z(A) = ∗
un ensemble à un point. On dé�nit les transformations naturelles suivantes : Z → Y

∨,π(h′)
n+1

qui envoie Z(A) sur ξΘ(δ, γ) et Z → X∨,hn qui envoie Z(A) sur h. Alors le diagramme
suivant commute.

Z

X∨,h
′

n+1 Y
∨,π(h′)
n+1

X∨,hn Y
∨,π(h)
n

Il existe donc un unique morphisme Z → X∨,h
′

n+1 , notons x ∈ Xn+1(A) l'image de
Z(A), on note x = (x1, . . . , xn, x). Par la commutativité du diagramme précédent on a
(x1, . . . , xn) = (g1, . . . , gn), ce qui prouve le lemme.

Cela dé�ni une application ρ : Γ→ H(A), γ 7→ g.

Lemme 6.25. L'application ainsi dé�nie est un morphisme de groupes, [ρ] ∈ Defρ(A)
et tr(ρ) = Θ.

Démonstration. Par construction ρ est un relèvement de ρ. Véri�ons que ρ est un mor-
phisme de groupes, notons hγγ′ = (h1, . . . , hn, ρ(γγ′)) et hγ,γ′ = (h1, . . . , hn, ρ(γ), ρ(γ′))
alors le diagramme suivant est commutatif où µ désigne la multiplication des deux der-
nières composantes les deux autres �èches verticales l'oubli de la dernière composante :
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X
∨,hγ,γ′
n+2 Y

∨,π(hγ,γ′ )

n+2

X
∨,hγγ′
n+1 Y

∨,π(hγγ′ )

n+1

X∨,hn Y
∨,π(h)
n

µ µ

Les trois carrés sont cartésiens par le même argument que le lemme 6.23, alors le re-
lèvement dans Xn+2(A) de (g1, . . . , gn) est (g1, . . . , gn, ρ(γ), ρ(γ′)) et celui dans Xn+1(A)
est (g1, . . . , gn, ρ(γγ′)) ce qui montre que ρ(γγ′) = ρ(γ)ρ(γ′).

Montrons en�n que tr(ρ) = Θ, soit k > 0, γ ∈ Γk, f ∈ O(Yk), on note f∗ ∈ O(Yn+k)
l'application dé�nie par f∗(x1, . . . , xn+k) = f(xn+1, . . . , xn+k). Alors pour tout γ ∈ Γk,
f∗(ξΘ(δ, γ) = Θ(f)(γ) et le diagramme suivant commute :

Xk(A) Yk(A)

γ ∈ Γk A1(A) = A

Xn+k(A) ξΘ(δ, γ) ∈ Yn+k(A)

fρ

f∗

La �èche Γk → Xn+k(A) est donnée par γ 7→ (g1, . . . , gn, ρ(γ1), . . . , ρ(γk)). La com-
posée des �èches du haut donne tr(ρ)(f)(γ) et celle des �èches du bas donne f∗(ξΘ(δ, γ))
ce qui montre alors que tr(ρ) = Θ.

Par le lemme 6.25, l'application tr : Defρ → DefΘ est surjective. L'unicité dans le

lemme 6.24 montre que ρ ne dépend que de Θ et (g1, . . . , gn) ∈ X∨,hn (A) or le choix
d'un autre n-uplet (g1, . . . , gn) revient à conjuguer par un élément de Ker(H0,ãd(A) →
H0,ãd(k)) et donc la classe [ρ] ne dépend que de Θ ce qui montre l'injectivité.
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7 Espace des représentations

7.1 Espace des pseudocaractères

Soit k un anneau, Γ un groupe abstrait etH un schéma en groupe plat de présentation
�nie sur k.

Théorème 7.1. Le foncteur

Pchar(Γ, H) : k −Alg→ Ens

R 7→ Pchar(Γ, H)(R)

est représenté par le schéma ,aussi noté Pchar(Γ, H) = limFFS/Γ Spec(k[HI ]H
0
) où FFS/Γ

est la catégorie dont les objets sont les objets de FFS muni d'un morphisme de monoïde
vers Γ et les morphismes sont ceux qui commutent au morphisme structural vers Γ.

Démonstration. On montre qu'il y a une bijection naturelle entre les morphismes de
FFS-algèbres Θ : k[H .]H

0 → Hom(Γ., R) et les morphismes d'algèbres Θ : colimFFS/Γ

k[HI ]H
0 → R, cela montre que les Pchar(Γ, H) et le foncteur de Yoneda du schéma

Pchar(Γ, H) sont isomorphes et cela prouve le théorème.
Soit Θ un pseudocaractère à valeurs dans R, on construit un morphisme Ψ(Θ) :

colimFFS/Γ k[HI ]H
0 → R et soit φ : FS(I) → Γ un objet de FFS/Γ, on peut voir φ

comme un élément de ΓI .
La composée evalφ ◦ΘI : k[HI ]H

0 → R est un morphisme de k-algèbres. Soit φ′ :
FS(J)→ Γ un autre élément de FFS/Γ et λ : FS(I)→ FS(J) un morphisme de FFS/Γ.

Notons f∗ : k[H∗]H
0
les morphismes induits par φ et φ′ pour ∗ = I, J , alors λ induit

un morphisme (encore noté λ) k[HI ]H
0 → k[HJ ]H

0
. On véri�e de fJ ◦ λ = fI . Soit

x ∈ k[HI ]H
0
, on a

fJ(λ(x)) = ΘJ(λ(x))(φ′)

= ΘI(x)(φ′(λ))

= ΘI(x)(φ)

= fI(x).

Par la propriété universelle des colimites les morphismes fI pour I ∈ FFS/Γ induisent
un morphisme Ψ(Θ) : colimFFS/Γ k[HI ]H

0 → R. La naturalité de Ψ en R est immédiate.

Soit Θ : colimFFS/Γ k[HI ]H
0 → R un morphisme d'algèbres, construisons un pseudo-

caractère de Γ dans H. Soit I un objet de FFS on construit d'abord un morphisme de
k[HI ]H

0 → Hom(ΓI , k), soit φ ∈ ΓI , on peut voir φ comme un morphisme FS(I)→ Γ et
donc comme un élément de FFS/Γ.

La composée k[HI ]H
0 → colim k[HJ ]H

0 Θ−→ R dé�nit une application fφ. On pose
alors Φ(Θ)I : k[HI ]H

0 → Hom(ΓI , R) l'application dé�nie par x 7→ (φ 7→ fφ(x)). Comme
pour tout φ, fφ est un morphisme d'algèbres, Φ(Θ)I est un morphisme d'algèbres.
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Soit λ : FS(I) → FS(J) un morphisme de FFS, on veut véri�er que Φ(Θ) est bien
un pseudocaractère, cela revient à véri�er la naturalité en I. Il su�t donc de montrer
que λ ◦ Φ(Θ)I = Φ(Θ)J ◦ λ. Soit φ ∈ ΓJ et x ∈ k[HI ]H

0
, comme le triangle suivant est

commutatif on a fλ(φ)(x) = fφ(λ(x))

k[HI ]H
0

colim k[HI ]H
0

R

k[HJ ]H
0

fλ(φ)

λ
Θ

fφ

On a alors

λ(Φ(Θ))I(φ) = Φ(Θ)I(λ(φ))

= fλ(φ)(x)

= fφ(λ(x))

= Φ(Θ)J(λ(x))(φ).

Ce qui montre que Φ(Θ) est un pseudocaractère à valeur dans R. Il reste à voir que
Φ et Ψ sont inverses l'une de l'autre.

Soit Θ un pseudocaractère à valeurs dansR et soit Ψ(Θ) le morphisme colimFFS/Γ k[HI ]H
0 →

R construit précédemment. Soit I ∈ FFS, φ : FS(I) → Γ un objet de FFS/Γ et
x ∈ k[HI ]H

0
alors on a

Φ(Ψ(Θ))I(x)(φ) = fφ(x)

où fφ est le morphisme composé k[HI ]H
0 → colimFFS/Γ k[HI ]H

0 Ψ(Θ)−−−→ R mais par
dé�nition de Ψ(Θ) le morphisme fφ n'est que ΘI(x)(φ) ainsi on a

Φ(Ψ(Θ))I(x)(φ) = ΘI(x)(Φ).

Ainsi Φ ◦ Ψ = id. Soit maintenant Θ : colimFFS/Γ k[HI ]H
0 → R un morphisme, on

véri�e que Ψ(Φ(Θ)) = Θ.
Soit x ∈ colimFFS/Γ k[HI ]H

0
alors il existe φ : FS(I) → Γ un objet de FFS/Γ et

y ∈ k[HI ]H
0
tel que x = eφ(y) où eφ : k[HI ]H

0 → colimFFS/Γ k[HI ]H
0
l'inclusion dé�nie

par φ, alors on a
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Ψ(Φ(Θ))(x) = Ψ(Φ(Θ))(eφ(y))

= Φ(Θ)I(y)(φ)

= fφ(y)

= Θ(x).

Ce qui achève la démonstration.

7.2 Variété des morphismes

Soit k un anneau, Γ un groupe abstrait et H schéma en groupe plat de présentation
�nie sur k muni d'un plongement H ↪→ GLn (ce qui est véri�é dès lors que k est un corps
par exemple).

On dé�nit le foncteur

Hom(Γ, H)→ Ens

R→ HomGp(Γ, H(R))

Théorème 7.2. Le foncteur Hom(Γ, H) est représentable par un schéma sur k.

Démonstration. On montre d'abord que Hom(Γ,GLn)) est représentable. Notons GLn =
Spec(k[X1,1, . . . , Xn,n,

1
det(Xi,j)

]), posons Hom(Γ,GLn) = Spec k[Xγ
i,j ,

1
det(Xγ

i,j)i,j
]/IΓ pour

i, j = 1, . . . , n et γ ∈ Γ et IΓ est l'idéal généré par les éléments Xe
i,j − δi,j et Xγδ

i,j −∑
kX

γ
i,kX

δ
k,j .

Soit R une k-algèbre et ρ : Spec(R) → Hom(Γ, H)(R) un R-point de Hom(Γ, H)
alors par dé�nition de Hom(Γ, H) cela revient à donner un élément ρ(γ) ∈ GL(R) pour
tout γ ∈ Γ et par la description de IΓ on a pour tout γ, δ ∈ Γ, ρ(γδ) = ρ(γ)ρ(δ) et ρ est
donc un élément de Hom(Γ, H)(R).

Réciproquement si ρ ∈ Hom(Γ, H)(R) alors on dé�nit un R-point de Hom(Γ, H) par

k[Xγ
i,j ,

1

det(Xγ
i,j)i,j

]/IΓ → R

Xγ
i,j 7→ ρ(γ)i,j

où ρ(γ)i,j désigne l'élément de coordonnées (i, j) dans la matrice ρ(γ). Comme ρ est
un morphisme de groupes ce R-point est bien dé�ni et ces deux procédés sont inverses
l'un de l'autre, ce qui montre le théorème pour GLn.

Soit H un schéma en groupe sur k muni d'un plongement ι : H ↪→ GLn. Notons
H = Spec(A) et A = k[Xi,j ,

1
det(Xi,j)

]/IH où IH est l'idéal dé�nissant le plongement ι.

Notons de plus IH = (fl)l∈L (comme on ne suppose pas k noethérien, IH n'est peut être
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pas �niement généré) et fl = fl(Xi,j) est un polynôme à coe�cients dans k. On pose
IH,γ l'idéal de k[Hom(Γ,GLn)] dé�ni par IH,γ = (fl(X

γ
i,j)l∈L. En�n on pose Hom(Γ, H) =

Spec k[Hom(Γ,GLn)]/
∑

γ∈Γ IH,γ .
Véri�ons alors que Hom(Γ, H) représente le foncteur Hom(Γ, H) soit ρ : Γ → H(R)

pour R une k-algèbre, alors ρ est aussi à valeurs dans GLn(R) et donc dé�nit un R-point
de Hom(Γ,GLn), comme pour tout γ ∈ Γ on a ρ(γ) ∈ H(R) ⊂ GLn(R) par dé�nition
de Hom(Γ, H) le R-point dé�ni par ρ est à valeur dans le sous schéma fermé Hom(Γ, H)
de Hom(Γ,GLn). Réciproquement si ρ est un R-point de Hom(Γ, H) alors c'est un R-
point de Hom(Γ,GLn) et donc il dé�nit un morphisme ρ̃ : Γ → GLn(R) et comme le
ρ est à valeurs dans Hom(Γ, H)(R) pour tout γ ∈ Γ, ρ̃(γ) ∈ H(R) ce qui conclut le
théorème.

Théorème 7.3. Le schéma Hom(Γ, H) est fonctoriel en Γ et H, covariant en H et
contravariant en Γ.

Si Γ′ → Γ est surjective alors le morphisme induit Hom(Γ, H)→ Hom(Γ′, H) est une
immersion fermée.

Démonstration. Soit φ : Γ′ → Γ un morphisme de groupes, on dé�nit une transformation
naturelle

Hom(Γ, H)→ Hom(Γ′, H)

(ρ : Γ→ H(R)) 7→ ((ρ ◦ φ) : Γ′ → H(R)).

Comme Hom(Γ, H) et Hom(Γ′, H) représentent les deux foncteurs précédents cela
induit un morphisme de schémas Hom(Γ, H)→ Hom(Γ′, H). Étant donné la présentation
de la preuve précédente, le morphisme induit φ[ : k[Hom(Γ′, H)] → k[Hom(Γ, H)] est
décrit par

Xγ′

i,j → X
φ(γ)
i,j . (16)

Comme φ est surjectif le morphisme φ[ l'est aussi et donc Hom(Γ, H)→ Hom(Γ′, H)
est une immersion fermée.

Si φ : H → H ′ est un morphisme induit Hom(Γ, H)→ Hom(Γ, H ′) est induit par la
transformation naturelle suivante

Hom(Γ, H)→ Hom(Γ, H ′)

(ρ : Γ→ H(R)) 7→ ((φ ◦ ρ) : Γ′ → H(R)).

Proposition 7.4. Si Hom(Γ, H) est de type �ni si Γ l'est .
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Démonstration. Par la description donnée dans la preuve du théorème 7.2, si Γ est de
type �ni alors il existe un morpshime surjectif FS(I)→ Γ pour I un ensemble �ni. Alors
le morphisme induit Hom(Γ, H)→ Hom(FS(I), H) est une immersion fermée par 7.3 et
donc Hom(FS(I), H) est de type �ni, ainsi Hom(Γ, H) l'est aussi.

Remarque 7.5. Si les théorèmes 7.2, 7.3 et 7.4 sont encore valables si on suppose sim-
plement de Γ est un monoïde, en replaçant morphismes de groupes par morphismes de
monoïdes on obtient des résultats similaires avec les même preuves. On notera encore
le schéma associé Hom(Γ, H) et comme les morphismes de monoïdes et de groupes de
Γ→ H(R) coïncident lorsque Γ est un groupe, il n'y aucune confusion possible.

Proposition 7.6. On a un isomorphisme

Hom(Γ, H)→ lim
FFS/Γ

Hom(FS(I), H) (17)

dé�ni par (ρ : Γ→ H(R)) 7→ (FS(I)
φ−→ Γ

ρ−→ H(R))φ:FS(I)→Γ.

Démonstration. Montrons tout d'abord que Γ = colimFFS/Γ FS(I). Soit x ∈ colimFFS/Γ FS(I)
alors il existe φ : FS(I)→ Γ tel que x ∈ FS(I) on pose Φ(x) = φ(x). Soit γ ∈ Γ, on note
φγ : FS(1) → Γ le morphisme qui envoie le générateur sur γ on pose alors Ψ(γ) l'image
du générateur de FS(1) dans colimFFS/Γ FS(I) par l'inclusion via déterminée par φγ .

On véri�e alors que Φ et Ψ sont inverses l'une de l'autre. Soit x ∈ colimFFS/Γ FS(I)
comme Φ(x) ne dépend pas du représentant choisi, on peut choisir φΦ(x) : FS(1)→ Γ on
a alors Ψ(Φ(x)) = x. Réciproquement soit γ ∈ Γ alors φγ : FS(1)→ colimFFS/Γ FS(I) est
un représentant possible pour déterminer Φ(Ψ(γ)) et donc Φ(Ψ(γ)) = γ ce qui montre
bien que Γ = colimFFS/Γ FS(I). On remarque de plus que cet isomorphisme est naturel
en Γ.

Finalement on a

Hom(Γ, H(R)) = Hom(colim
FFS/Γ

FS(I), H(R)) = lim
FFS/Γ

Hom(FS(I), H(R)). (18)

7.3 Espace de module des morphismes complètement réductifs

Soit k un anneau, Γ un groupe abstrait et H un schéma en groupe réductif sur k. On
généralise la notion de pseudoreprésentation sur k.

Dé�nition 7.7. Un morphisme Γ→ H(k) est dit absolument H-complètement réductif
(au sens de Richardson) si pour tout point géométrique k → Ω, la pseudoreprésentation
induite Γ→ H(Ω) est H-complètement réductive (au sens de Richardson).

Le but de cette section est de discuter de l'existence et des rapport entre les espaces
de module des pseudoreprésentations, pseudocaractères, pseudoreprésentations complè-
tement réductible,...

Les objets que l'on souhaite comparer sont :
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(i). Le champ quotient [Hom(Γ, H)/H0].

(ii). Le quotient GIT Hom(Γ, H)//H0 s'il existe.

(iii). L'espace Spec k[Hom(Γ, H)]H
0
.

(iv). L'espace/foncteur Pchar(Γ, H)

Les sections précédentes et le thèorème de La�orgue montrent que tous ces espaces
ont les même Ω-points pour tout corps algébriquement clos Ω.

Notons de plus Hom(Γ, H)/H la catégorie �brée en groupoïde,R 7→ Hom(Γ, H(R))/H(R).
Le diagramme suivant résume les résultats connus :

Hom(Γ, H)

Hom(Γ, H)/H0

[Hom(Γ, H)/H0]

Spec(k[Hom(Γ, H)]H
0
) = Hom(Γ, H)//H0

Pchar(Γ, H) = limFFS/Γ Spec k[HI ]H
0

= limFFS/Γ Hom(FS(I), H)//H0.

tr

En notant que les égalités Spec(k[Hom(Γ, H]H
0
) = Hom[Γ, H)//H0 et Spec(k[Hom(FS(I), H]H

0
) =

Hom(FS(I), H)//H0 ne sont a priori valables que lorsque k est un corps.
Les di�érents morphismes sont obtenus de la manière suivante :
� La composée de l'iso H(Γ, H) = limFFS/Γ Hom(FS(I), H) avec la projection terme

à terme sur le "quotient" limFFS/Γ Spec(k[Hom(FS(I), H)]H
0
) (qui n'est pas à

priori un quotient GIT) est le morphisme tr.
� Comme tr est invariant par H0 il se factorise par Hom(Γ, H)/H0.
� Comme Pchar(Γ, H) est un schéma le morphisme Hom(Γ, H) → Pchar(Γ, H) se

factorise par le champ quotient [Hom(Γ, H)/H0] (qui n'est que le champ associé
à Hom(Γ, H)/H0).

� Comme [Hom(Γ, H)/H0]→ Spec(k[Hom(Γ, H)]H
0
) est un espace de module adé-

quat et Pchar(Γ, H) est un schéma le morphisme [Hom(Γ, H)/H0]→ Pchar(Γ, H)
se factorise par Spec(k[Hom(Γ, H)]H

0
).

Remarque 7.8. Supposons que k soit un corps algébriquement clos et Γ soit un groupe
libre �niement engendré alors le morphisme [Hom(Γ, H)/H0] → Hom(Γ, H)//H0 n'est
pas un isomorphisme. En e�et au niveau des k-points Hom(Γ, H)//H0 classi�e les classes
de conjugaison de morphismes Γ → H(k) qui sont H-complètement réductif (c'est le
théorème de Richardson) alors que les k-points de [Hom(Γ, H)/H0] classi�e en particulier
toutes les classes de conjugaison de morphismes de Γ → H(k) et envoie un morphisme
sur sa semisimpli�cation.
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Théorème 7.9 (Structure du morphisme trace). Supposons que Γ soit de type �ni et
que k soit un corps algébriquement clos alors le morphisme tr est un homéomorphisme
adéquat.

Démonstration. Soit FS(I) → Γ, le morphisme induit Hom(Γ, H) → Hom(FS(n), H)
est une immersion fermée. Notons I l'idéal de k[Hom(FS(n), H)] correspondant à cette
immersion fermée. Le morphisme induit k[Hn]H

0 → k[Hom(Γ, H)]H
0
est adéquat et le

morphisme k[Hn]H
0
/IH

0 → k[Hom(Γ, H)]H
0
est un homéomorphisme adéquat.

Notons δ le n-uplet image des générateurs de FS(n) dans Γ, alors δ est une famille
génératrice de Γ et en particulier pour tout pseudocaractère Θ, c'est un n-uplet mini-
mal. Ainsi l'application qui à un pseudocaractère Θ ∈ Pchar(Γ, H)(k) associe le k-point
ξΘ(δ) ∈ Hn//H0(k) provient de la projection Pchar(Γ, H) → Hom(FS(n), H)//H0 =
Hn//H0 correspondant au morphisme FS(n)→ Γ.

Comme au niveau des k-points tout pseudocaratère de Γ dans H à valeurs dans k
provient d'une pseudoreprésentation, le morphisme k[Hn]H

0 → k[Pchar(Γ, H)] induit
un morphisme Θ : k[Hn]H

0
/IH

0 → k[Pchar(Γ, H)]red rendant le diagramme suivant
commutatif :

k[Hn]H
0

k[Hom(Γ, H)]H
0

k[Hn]H
0
/IH

0

k[Pchar(Γ, H)]red

k[Pchar(Γ, H)]

tr

Le morphisme k[Pchar(Γ, H)] → k[Hom(Γ, H)]H
0
correspond simplement à la trace

qui induit un morphisme k[Pchar(Γ, H)]red → k[Hom(Γ, H)]H
0

red, le diagramme suivant
est donc commutatif et la �èche horizontale est un homéomorphisme adéquat :

(k[Hn]H
0
/IH

0
)red k[Hom(Γ, H)]H

0

red

k[Pchar(Γ, H)]red

Θ tr .

Ainsi tr ◦Θ est un homéomorphisme adéquat, comme ce sont des morphismes entre
anneaux réduit, si car(k) = p, on a Ker(tr ◦Θ) = 0 donc Ker(Θ) = 0 et soit x ∈
k[Pchar(Γ, H)]red, il existe r > 0 tel que xp

r ∈ (k[Hn]H
0
/IH

0
)red donc Θ(xp

r
) est un

relèvement de xp
r
. Soit x ∈ Ker(tr) comme k[Pchar(Γ, H)]red est réduit, il existe un idéal

maximalm de k[Pchar(Γ, H)]red tel que x 6∈ m alors comme tr est une bijection au niveau
des k-points, il existe un unique idéal maximal n de k[Hom(Γ, H)]H

0

red tel que tr−1(n) = m,
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comme k est algébriquement clos le morphisme induit k[Pchar(Γ, H)]red/m→ k[Hom(Γ, H)]H
0

red/n
est un isomorphisme. Comme x 6∈ m l'image de x dans k[Pchar(Γ, H)]red/m n'est pas
nulle, donc son image dans k[Hom(Γ, H)]H

0

red ne peut pas être nulle, ainsi Ker(tr) = 0, ce
qui montre par [Alp10], proposition 3.3.3 que tr est un homéomorphisme adéquat.

Si car(k) = 0 alors le morphisme k[Hn]H
0 → k[Hom(Γ, H)]H

0
est encore surjectif, et

donc k[Hn]H
0
/IH

0
= k[Hom(Γ, H)]H

0
et le morphisme tr admet un inverse, c'est donc

un isomorphisme en caractéristique 0.

52



Références

[Alp10] Jarod Alper. Adequate moduli spaces and geometrically reductive group
schemes. arXiv preprint arXiv :1005.2398, 2010.

[BHKT16] Gebhard Böckle, Michael Harris, Chandrashekhar Khare, and Jack A.
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