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Abstract

Dans ce mémoire, on étudie les classes de conjugaisons de morphismes complétement
réductifs I' — H (k) pour I' un groupe quelconque, H un groupe réductif et k£ un corps
algébriquement clos. On montre en particulier que ces morphismes sont uniquement pa-
ramétrés par leurs "traces" et on étudie comme sont reliés 'espace des représentations
avec ’espace des traces.


referee
réductibles ?


Table des matiéres

1

Préliminaires

1.1 Notations de théorie des catégories . . . . . . . .. .. ... ... ..
1.2 Notations et résultats de théorie des groupes algébriques . . . . . . .
1.3 Action des tores et concentrateurs. . . . . . . . ... ...
1.4 Groupesréductifs . . . . . . ...
1.4.1 Données deracines . . . . . . . . .. .o
1.4.2 Borels, Paraboliques et Lévis . . . . .. ... ... ... ...

Paraboliques et Lévis des groupes réductifs non connexes

2.1 Ausensde Richardson . . . . . ... ... ... ... .. ..., .
2.2 AusensdeBorel . . ... ...
2.3 Au sens de Digne et Michel . . . .. ... ... 0oL
2.4 Comparaison entre les définitions . . . . . . . ... ... ... .. ..
2.5 Cas d’une extension semisimple . . . . . . .. .. L Lo

GIT, Quotients et Espaces de modules

3.1 Quotients GIT . . . . . .. ...
3.2 Morphismes adéquats et espaces de modules . . . . . ... ... ...
3.3 Anneaux d'invariants . . . . . . .. ...

Compléte Réducibilité

4.1 H-Compléte réducibilité et H-irréducibilité . . .. .. . .. .. ...
4.2 H-Forte réducivité . . . . . . . . . ...
4.3 Pseudoreprésentations . . . . . ... Lo Lo
4.4 Caractérisation GIT . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...

FFS-algébres et pseudocharatéres

51 Lecasde GL, . . . . . . . . . .

Equivalence entre pseudocaratéres et pseudoreprésentations

6.1 Théoréme de Lafforgue . . . . . .. ... ... oL
6.2 Algébricité . . . . . . ..
6.3 Continuité . . . . . . . ...
6.4 Rationalité . . . . . . . . ... L
6.5 Intégralité . . . . . . . . ..
6.6 Coefficients Artiniens . . . . . . . . ...

Espace des représentations

7.1 Espace des pseudocaractéres . . . . . . .. ...
7.2 Variété des morphismes . . . . . .. ...
7.3 Espace de module des morphismes complétement réductifs . . . . . .

11
11
11
12
13
16

18
18
19
21

23
23
24
24
25

27
30

31
31
37
39
40
40
41



1 Préliminaires

1.1 Notations de théorie des catégories

Les symboles : Ens, Top, Gp, Ab, Mon, A-Mod, A-Alg,Sch, S-Sch, GpProfini, GpReductif,,
désignent respectivement les catégories des ensembles,des espaces topologiques, des groupes,
des groupes abéliens, des monoides, des A-modules (pour A un anneau commutatif), des
A-algebres, des schémas, des S-schéma pour S un schéma, des groupes profinis et des
groupes réductifs définis sur k. Si de plus C et D sont deux catégories quelconques, on
note Fonct(C, D) la catégorie des foncteurs de C dans D. Si C est une catégorie, et S € C
un objet, on notera C/S la catégorie des S-objets de C. De plus étant donné une catégorie
C et T € C, on notera hy = Home(.,T) : C — Ens le foncteur de Yoneda.

Soit C une catégorie avec des produits fibrés et S € C un objet, un S-objet en groupe
de C est un objet G € C/S muni de trois S-morphismes :

(7). Un morphisme de multiplication : m : G xg G — G,
(74). Un morphisme d’inversion : i : G — G,
(7i7). Unneutre: eg : S — G. En particulier e est une section du morphisme structural
de G comme S-schéma,

tel que les diagrammes suivants commutent :

GXSGXSG(%)GXSG SXSG(%)GXSG(M)GXSS

(idcvm)l . lm \ g” /

GxsG —— G

G (iidg) G xsG (id i) a
S o G o S

1)

En particulier soit 7' un S-objet, alors G(T') = Homg(T, G) € Gp. Et donc le foncteur
de Yoneda hg : C/S — Ens se factorise en C/S — Gp Y, Ens ot U est I'oubli Gp — Ens.
On notera encore hg : C/S — Gp le foncteur innduit.

Reéciproquement si F' : C/S — Gp est un foncteur contravariant tel que U o F :
C/S — Ens est représentable par un objet H, alors F' défini une structure de C/S-groupe
canonique sur H. Pour tout S-objet T" soit m(T') : F(T) x F(T) — F(T) la loi de groupe
de F(T), comme F est un foncteur pour tout S-morphisme 77 — T, F(T) — F(T") est un
morphisme de groupe donc 7" — m(T') est une transformation naturelle de foncteur, de
méme on définit les morphismes d’inversion ¢ et neutre ep, comme U o F est représentable
et U commute aux produits fibrés, on obtient des morphismes encore notés m,i et ey
respectivement H xg H — H,H — H et S — H. Comme pour tout T,m(T),i(T) et
e(F) veérifent les axiomes de groupes les diagrammes (1) commutent quand on remplace



G par F(T) et (m,i,eq) par (m(T),i(T),er(T)). Donc les transformations naturelles
(m,i,ep) font commuter les diagrammes (1) et par lemme de Yoneda les S-morphisme
(m,i,epr) vérifient les méme relations, ce qui définit la stucture de groupe sur H.

Soit G1 et G5 deux S-objet en groupes un morphisme de S-objet en groupe est une
fleche f € Homg(G1,G2) telle que fmg, = meg, (f, f). On définit alors la catégorie
des S-objets en groupe S — Gp et la construction précédente donne une équivalence de
catégories :

S-Gp ~ {F € hg-Gp tel que U o F soit représentable}. (2)

Définition 1.1. Soit G un S-objet en groupe et X un S-objet, une action a gauche de
G sur X est un morphisme p: G xg X — X tel que les diagrammes suivant commutent, :

GXSGXSX(mGﬂdX)GXSX SXsXeGJdXGXSX
oo b Sk
GxgX — X

Remarque 1.2. Par le lemme de Yoneda, il est équivelent de donner une action & gauche
de G sur X et de donner un morphisme p: G xg X — X tel que pour tout S-objet T’
le morphisme (T) : G(T') x g(y X(T') — X (T') soit une action action a gauche de G(7)
sur X (7T) dans la catégorie des S(T')-ensembles.

1.2 Notations et résultats de théorie des groupes algébriques

Soit S un schéma, un S-schéma en groupe est un S-objet en groupe dans la catégorie
S-Sch, de plus si G est un S-schéma en groupe et T' — S est un morphisme de schéma,
on notera G = G xXgT le changement de base &4 T, alors G est un T-schéma en groupe.
Pour tout S-schéma en groupe G, on dira que G est affine, propre, de type fini, étale,

..si le schéma sous-jacent ’est. Un groupe algébrique est un k-schéma en groupe de type
fini sur un corps k. Dans le reste de cette section on énumérera les propriétés des groupes
algébriques qui seront utiles par la suite, les preuves sont dans [Mill7].

On fixe k un corps et G un k-groupe algébrique.On identifiera le morphisme neutre
e : Spec(k) — G, avec son image e € G.

Théoréme 1.3 (|Mill7| Proposition 1.28). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(7). G est lisse.
(13). Le point e est un point lisse de G.
(t3i). L’anneau local Og e est régulier.
(v). G est géométriqguement réduit.
Théoréme 1.4 ([Mill7], Proposition 1.29 & 1.36 et 2.37). Soit X un k-schéma de type
fini, il existe un unique k-schéma étale mo(X) et un morphisme X — w(X) ayant la

propriété universelle suwivante : pour tout morphisme u : X — S ou S est un k-schéma
étale, il existe un unique morphisme w : w9 — X faisant commuter le diagramme :



X —— 7T0(X)
x v
S
Le schéma mo(X) vérifie de plus les propriétés suivantes :
(7). Pour toute extension k' de k, mo(Xy) = (m0(X))r-
(7i). Pour tout X,Y de type fini sur k, mo(X X Y) ~ mo(X) x mo(Y).

(#i1). Les fibres du morphisme X — mo(X) sont les composantes connezes de X .

Si G est un k-groupe algébrique alors mo(G) est un k-groupe algébrique étale, de plus
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(7). G est irréductible.
(17). G est conneze.

(791). G est géométriquement conneze.

(iv). mo(G) ~ Spec(k).

Définition 1.5 ([Mill7] 1.f). Soit G un groupe algébrique, un sous groupe algébrique H
de G est un sous schéma fermé tel que pour tout k-schéma T, H(T') est un sous groupe
de G(T).

Le sous groupe H est distingué si pout tout 7', H(T") est disintgué dans G(T').

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes algébriques, le noyau de f,Ker(f) est le
sous-groupe distingué Spec(k) X G. En particulier pour tout k-schéma T, Ker(f)(T") est
le noyau de G(T') — G'(T).

Un suite courte ,
esHLGL Q—e (4)

est exacte si j est un isomorphisme de H sur Ker(f) et si f est fidélement plat.

Théoréme 1.6 ([Mill7|, Proposition 2.37). Soit G un groupe un algébrique, le compo-
sante connexe qui contient e est notée G, il jouit des propriétés suivantes :

(i). Le sous groupe G est distingué.

(ii). GO s’insére dans la suite exacte suivante :
e—=G'C G —=m(G) —e (5)
ot le deuzieme morphisme est le morphisme canonique de G — mo(G).

Soit f: G — G’ un morphisme de groupes algébriques alors f induit des morphismes,
G — (G")° et mo(G) — mo(G).



Théoréme-Définition 1.7 ([Mill7], Sections 1.J et 1.K). Soit G un schéma en groupe
sur un corps k, et H un sous groupe on définit deux foncteurs représentables Zg(H) et
N¢(H) qui sont respectivement normalisateurs et centralisateur de H dans G. Pour tout
k-schéma T on pose :

Ne(H)(T) ={g € G(T),gHrg™ ' = Hr}
Za(H)(T) = {g € G(T),ghg™' = h,¥T' — T,h € Hp(T")}

On note de plus Z(G) = Zg(G).

Théoréme 1.8 (|Mill7], Theorem 7.2). Soit G un groupe algébrique et X un schéma de
type fini séparé sur k sur lequel G agit. Notons p: G x X — X [action, alors le foncteur
T— {x e X(T),ulg,xp) = xp ,VT" — T} est représentable par un sous schéma fermé
que lon notera X9, c’est le lieu des points fires de Uaction de G.

Définition 1.9 ([Mill7], 7.6). Soit G et X comme précédemment et x € X (k), alors le
foncteur T +— {g € G(T),gxr = gr} est représentable par un sous schéma en groupe
noté G,, c’est le groupe d’isotropie de = ou le stabilisateur de x.

1.3 Action des tores et concentrateurs

Soit k un corps et k% une cloture algébrique de k. Les groupes algébriques et schémas
considérés sont définis au dessus de k. Tous les groupes algébriques considérés sont affines.

Définition 1.10. Le groupe G,, = Spec(k[T, T~]) est le groupe algébrique correspon-

nt au foncteur suivant : T — O(T)*. Un tore T est un groupe algébrique tel que

ta ~ Gl ot n = dim(7T). On dira que T est déployé si cet isomorphisme est défini au
dessus de k.

Soit G un groupe algébrique, un caractére de G est un morphisme G — G,,, un
cocaractére de G est un morphisme G,, — G. On note X(G) = Hom(G,G,,),Y (G) =
Hom(G,,, G) les groupes de caractéres et cocaractéres définis au dessus de k et X*(G) =
Hom(Gga, (Gpy)ka), Y*(G) = Hom((Gpy ) ga, Gia) ceux définis au dessus de k°.

On renvoie au chapitre 4 et 12 de [Mill7] pour les propriétés des tores et de leurs
représentations.

Théoréme 1.11 ([Mill7]|, Theorem 13.1). Soit T un tore qui agit sur un schéma lisse
X, alors X7 est lisse.

Définition 1.12 (Limite d'un morphisme). Soit X un schéma séparé, et ¢ : Al — {0} —
X un morphisme, comme X est séparé et A —{0} est schématiquement dense dans ,@1, il
existe au plus un morphisme ¢ : A' — X qui prolonge ¢. On note alors lim; 0 ¢ = ¢(0).

Théoréme-Définition 1.13 (Concentrateur d’un sous schéma ferme, [Mill7] 13.31).
Soit X un schéma algébrique affine lisse muni d’une action de G,, et Z C X un sous
schéma fermé lisse de X, alors il existe un unique sous schéma fermé X (Z) vérifiant

X(Z)(k*) = {x € X(k%) tel que %ir% tx existe et soit dans Z} (6)
—
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Jef
C'est une définition non standard !


Soit maintenant G un groupe algébrique lisse et A : G,,, — G un cocaractére, A définit
une action de G, sur G par conjugaison. On note alors Py = G(G) le concentrateur de
G,Ly = G®m et Uy = G(e) le concentrateur de e.

Théoréme 1.14 (|Mill7], 13.d). Les sous schémas Py, LyetUy sont des sous groupes de
G qui vérifient les propriétés suivantes :
(i). Pour tout g € P\(T),limy_o A(t)g\(t™1) € Ly et Uapplication Py — Ly définie
sur les T-points comme g — limy o A(£)gA(t™!) est un morphisme de groupes, on
la note cy.

(17). Le groupe Uy est unipotent.

(7i1). La suite suivante est exacte et scindée par l'inclusion Ly C Py,

€—>U>\—>P)\C—)\>L)\—>e. (7)

1.4 Groupes réductifs

Le but de cette section est de fixer les conventions concernant les groupes réductifs,
les principales références utilisées sont [Mill7] et [Conl4].

Théoréme-Définition 1.15 (|Mill7], 19.a et 19.b). Soit G' un groupe algébrique affine
lisse connexe sur un corps k,
(). Il existe un unique sous groupe affine connexe lisse normal maximal résoluble de
G, on l'appelle le radical de G, il est noté R(G).
(74). 1l existe un unique sous groupe affine connexe lisse normal maximal unipotent de
G, on 'appelle le radical unipotent de G, il est noté R, (G).

Définition 1.16. Soit k£ un corps et G un groupe algébrique affine lisse connexe sur k
et notons k une cléture algébrique de k.

(7). On dit que G est semisimple si R(Gy) est trivial.

(7). On dit que G est semisimple si R, (Gy) est trivial.

Définition 1.17. Soit G un groupe algébrique affine lisse sur un corps k, on dit que G
est réductif si GO I’est.

Remarque 1.18. Comme la formation de G° commute aux changements de base, on a
(G%)f = (G)° et il n’y a pas de confusion possible quand aux définitions.

Définition 1.19. Soit S un schéma et G un schéma en groupe sur S qui est S-affine et
lisse, on dit que G si pour tout point géométrique s : Spec(2) — S la fibre Gz est un
groupe réductif connexe.

Théoréme 1.20 (|Gro65| Tome3, 15-6-5). Soit G un schéma en groupe lisse, S-affine
et de présentation finie sur S, il existe un sous schéma en groupe ouvert GO C G tel
que pour tout point s € S, G soit la composante centrale de Gs. La formation de G°
commute avec tout changement de base.

Définition 1.21. Soit G un schéma en groupe S-affine, lisse, de présentation finie sur
S, on dit que G est réductif si GO Dest.


Jef
On parle de "composante neutre", ou de "composante connexe de l'élément neutre", mais je n'ai jamais vu le terme "composante centrale"

Rq : si vous corrigez, il y a un paquet d'occurences 

Jef



1.4.1 Données de racines

Les références pour cette section sont [Mill7] 21.c et [springer]
Soit H réductif connexe défini sur k-algébriquement clos.

Définition 1.22. Le rang de H est la dimension d’un tore maximal. Le rang semisimple
de H est la dimension d’un tore maximal de H/R(H).

Proposition 1.23 (|Mill7], Theorem 20.1). Supposons que H soit semisimple alors sont
rang est > 0.

— 2(96’@%0(.

|§ifotation. Soit & € V, on note s, : V — V la symétrie de vecteur a, alors s, (z) =
(@
Définition 1.24 (Systéme de Racines, [Mill7| C.12). Un sous ensemble R C V est un
systéme de racines si
(7). R est fini, engendre V et 0 ¢ R.
(7). Pour tout a € R, so(R) C R.
(#i7). Pour tout «, 8 € R, so(B) — [ est un multiple entier de .
Le groupe de Weyl du systéme de racine, noté W(R) est le sous groupe de Aut(V)

engendré par les symétries s, pour a € R, c’est un groupe fini.

Définition 1.25 (Données de Racines). Un ensemble de données de racine est un qua-
druplet (X, R, XV, RY) tel que X et XV soient des Z-modules libres finis en dualité
parfaite, R et RY sont des sous ensembles finis de X et XV en bijection par a <> oV
vérifiant :

(). (a,a) =2 pour tout o € R.

(7). sa(R) C R et sov(RY) C RY pour tout o € R.

Le groupe de Weyl des données de racines, noté W (R) est le sous groupe de Aut(X)

engendré par les symétries s, pour a € R, c’est un groupe fini.

En particulier si R est un famille génératrice de Xg alors (Xg, R) est un systéme de
racines.

Définition 1.26 (Données de Racines basées). Un ensemble de données de racines basées
est un sextuple (X, R, A, XV, RY,AY) que I'on notera plus souvent (X, A, XV, AY) ou
(X,R, X", RY) sont des données de racines et A C R est une base de Xgq.

Soit (B, T) une paire de Borel de H. On note X = X(T) et XV = Y(T), alors X et
XV sont en dualité parfaite par

XxXY =7
(x, A) = n tel que Gy, = Gy t = x(A(2)) = t"


Jef
il me semble que BOrel, Tits, etc utilisaient plutôt le terme "données radicielles"

Jef
Qu'est-ce que V ici ?? Un espace euclidien ?

Jef
ne faut-il pas un produit scalaire ?

Jef
On veut plus que ça. Notamment toute racine est combinaison linéaire de Delta à coefficients de signes uniformes.


Théoréme 1.27. Le quadruplet (X, ®, XV, ®") sont des données de racines, ce sont les
données de racines de H.

Théoréme 1.28. Le choiz de B correspond au choiz d’une base A faisant de (X, A, XV, AV)
des données de racines basées. Ce A est donné par A = {«a,U, C B}.

Théoréme 1.29. Pour toutes données de racines basées (X, A, XV, AV) il existe un
groupe réductif H défini sur k muni d’une paire de Borel (B, T) tel que (X, A, XV AY)
soit les données de racines basées de H pour la paire de Borel (B, T).

A toute données de racines basées R = (X, A, XV, AV) on associe un graphe, D,
appelé de le diagramme de Dynkin de R dont les sommets sont les éléments de A et entre
deux sommets a et Sily an(a, 3) = (8,a") arétes. On note Aut(D) les automorphismes
de graphe de D.

Théoréme 1.30. On note D le diagramme de Dynkin associé ¢ H. Le groupe des auto-
morphismes de H se décompose de la maniére sutvante :

e — Inn(H) — Aut(H) — Aut(D) — e (8)

1.4.2 Borels, Paraboliques et Lévis

Soit k un corps et H un groupe réductif connexe sur k, la référence pour cette section
est [Mill7], chapitre 17.

Définition 1.31. Un sous groupe connexe, maximal, lisse, résoluble B de G est appelé
sous-groupe de Borel de G.

Une paire (B,T') ou B est un Borel de G et T' C B un tore maximal de G (ou B) est
appelée paire de Borel de G.

Proposition 1.32. Toutes les paires de Borel de G sont conjuguées par G(k).

Définition 1.33. Soit 7" un tore maximal de G, on note W(G,T) = W lorsqu’aucune
confusion n’est possible le groupe mo(Ng(T')) = Na(T')/ Za(T'), on Pappelle le groupe de
Weyl de (G, T).

Théoréme-Définition 1.34. Un sous groupe parabolique P de H est un sous groupe
vérifiant 1'une des propositions équivalentes suivantes :

(7). P contient un sous groupe de Borel.
(7i). La variété H/P est compléte.
(7i7). 1l existe A € Y(H) tel que P = P;.

Définition 1.35. Soit P un sous groupe parabolique, un sous groupe de Lévi L de P est
un supplémentaire de R, (P) dans P. C’est a dire que L ~ P/R,(P) et P = L x R,(P).
On dira aussi que L est un Lévi de P. De maniére plus générale on dira que L est
un sous groupe de Lévi de H (ou simplement Lévi de H), s’il existe un sous groupe
parabolique de H dont L est un Lévi.
On appellera paire de Lévi (P, L) une paire de sous groupes ot P est un parabolique
de H et L est un Lévi de P.


Jef
Que sont \Phi et \Phi^\vee  ?

Jef
On en a besoin avant

Jef


Jef


Jef



Proposition 1.36. Pour tout parabolique P, il existe un sous groupe de Lévi de P et
tous les Lévis de P sont conjugués par Ry, (P).

Proposition 1.37. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de parabolique
et elle sont en correspondance avec les sous ensembles J C A o (X, A, XV, AY) sont
des données de racines basées associées a une paire de Borel (B,T) de H.

10



2 Paraboliques et Lévis des groupes réductifs non connexes

Soit k un corps algébriquement clos. Soit H un groupe réductif non connexe, il y a
plusieurs maniéres de définir les notions de sous-groupes paraboliques et sous groupes
de Lévis de H. Le but de cette section est de définir ces différentes notions et de les
comparer.

2.1 Au sens de Richardson

Cette définition est issue de [BMRO05|. Les sous groupes paraboliques sont les sous
groupes de la formes Py et les sous groupes de Lévi sont les groupes de la forme Ly pour
A € Y(H). On les appelera R-paraboliques et R-Lévis de H. Soit P un R-parabolique,
on note Ry (P) = R,(P°) son radical unipotent, un R-Lévi de P est un supplémentaire
de R, (P) dans P, en particulier si P = P, alors L) est un R-Lévi de P. En particulier
la suite exacte suivante est scindée :

e = Ry(P\) = P\— Ly—e (9)

Démonstration. Notons cy : P — L le deuxiéme morphisme de cette suite. Soit x € L(k),
alors ¢)(x) = x et inclusion L — P scinde la suite. O

Proposition 2.1. Soient L un R-Lévi et P un R-parabolique. Alors L° est un Lévi de
HO et PY est un parabolique de H°.

Démonstration. Notons L = Ly et P = Py, alors les groupes (P N H) et (L N HY) sont
caractérisés par les propriétés suivantes :

(PN H®)(K) = {2z € H(k), lim At)zA(t) ™! existe}.
(LN H®) (k) = {z € H(k), lim M)z (t) ™t =z}

Donc PN HC et L N HY sont des paraboliques et Lévis respectivement de H?, ils sont
par conséquent connexes. D'une part P° est connexe donc P® C PN H? et d’autre par
PN HO est connexe donc PN HY C PY et les deux groupes coincident (il en est de méme
pour L et LN HY). Ainsi LY est un Lévi de HY et P° est un parabolique de H°. O

2.2 Au sens de Borel

Dans le cas d’un L-groupe, [Bor79| définit une notion de parabolique et de Lévi d’un
L-groupe. Dans le cas plus général d’un groupe réductif non connexe H, on dira que
P C H est un sous-groupe parabolique au sens de Borel si P? (la composante centrale de
P) est un sous groupe parabolique de HY et si mo(H) = mo(P). De méme un sous groupe
de Lévi L C H est un sous groupe tel que L est un Lévi de H? et mo(L) = mo(H). On
appelera ces groupes B-paraboliques et B-Lévis. On pose en particulier R, (P) = R, (P°).
Enfin par une paire de B-Lévi, on désigne un couple (P, L) ot P est un B-parabolique et
L C P un B-Lévi tel que L° soit un Lévi de PY.
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Remarques 2.2.  (i). On fera attention au fait que l'existence de B-Lévis et B-paraboliques
n’est pas assurée en toute généralité.
(ii). Par mo(H) = mo(P) on entend que le morphisme canonique mo(P) — mo(H) est
un isomorphisme.

Proposition 2.3. Soit (P,L) une paire de B-Lévi de H, alors L’ = L N H® et PO =
PN HO.

Démonstration. Comme L° est connexe L° C L N HY. Réciproquement (L N H) est
le noyau du morphisme naturel mo(L) — mo(H), par hypothése on a égalité entre les
deux groupes (ce qui veut dire que ce morphisme est en fait un isomorphisme). Donc
7o(LNHY) = e et LN HY est connexe et LN H® C LY. La méme preuve fonctionne si on
remplace L par P°. O

Proposition 2.4. Soit P un B-parabolique, alors P = Ny (PY).

Démonstration. En effet PO est distingué¢ dans P donc P C Ny (P%). On a Ny (P%)° =
PV en effet PO étant connexe est contenu dans Ny (P°)?, de plus Ny (P%)°? ¢ Ny(P°)n
H® = Npo(P%) = PP Enfin 79(N g (P°%) N H?) est le noyau du morphisme 7o(Ng (PY)) —
7o(H). Comme PP est connexe ce morphisme est injectif. Comme P est un B-parabolique
la composée des morphismes canoniques est un isomorphisme mo(P) — mo(Ng(P°)) —
7o(H) et donc mo(Ng(P°)) = mo(H), ainsi P et Ny (P°) ont méme composante centrale
et méme groupe de composantes connexes, ils sont donc égaux. O

Proposition 2.5. Soit P un B-parabolique, alors il ezxiste un B-Lévi de P.

Démonstration. Soit L° un Lévi de P qui existe car P° est un parabolique de H°, notons
L = Ng(P° L) alors par la proposition 2.7 la composante centrale de L est L, ¢’est donc
un Lévi de H? et P = R, (P)x L donc comme R, (P) est connexe mo(L) = mo(P) = mo(H)
car P est un B-parabolique. Ainsi L est un B-parabolique de H. O

Proposition 2.6. Soit (P, L) une paire de B-Lévi de H, alors on a P =L x R, (P).

Démonstration. Comme R, (P) est caractéristique dans P il I'est dans P, il est en par-
ticulier distingué. L’inclusion L — P induit un morphisme L — P/R,(P) qui est un
isomorphisme au niveau des composantes centrales, de plus comme R, (P) est connexe
le morphisme m(P) — mo(P/Ru(P)) est un isomorphisme. Donc le morphisme composé
mo(L) — mo(P/Ry(P)) est un isomorphisme, ainsi L — P/R,(P) induit un isomor-
phisme sur les composantes centrales et sur les groupes de composantes, c’est donc un
isomorphisme. O

2.3 Au sens de Digne et Michel

Cette définition est issue de [DM94]. Un sous groupe P C H est un parabolique
de H sl existe un parabolique P° de H? tel que P = Ny (PY%). Et un sous-groupe
L C H est un Lévi s’il existe un paire de Lévi/parabolique (PY, L°) de H° tel que
L = Ng(P,L). On les appelera DM-paraboliques et DM-Lévis. Comme précédemment
on définit R, (P) = R,(PY).

12


Jef
P^0, L^0


Proposition 2.7. Soit (P°, L°) une paire de Lévi de H®, alors la paire (P, L) construite
précédemment vérifie :
(i). La composante centrale de P (resp. L) est PO (resp. L°), et les notations sont
cohérentes.

(7). P =Npg(P) et L = Ny(P,L).
(iii). mo(L) = m(P)
(iv). P=Lx R,(P)

Démonstration. Notons @ la composante centrale de P, alors Q normalise P° et Q C H°
donc Q C Npo(P?). Réciproquement Ngo(PY) est connexe donc Q = Nyo(PP) enfin
comme P° est un parabolique de H?, qui est connexe Nyo(PY) = PY et P = Q. Le
méme raisonnement fonctionne pour L° car L° = Nyo (P, L°) qui est connexe.

Montrons ensuite que P = Ngy(P), soit z € Ny(P)(k) alors la conjugaison par
x préserve P? donc x normalise P? et P C Ny(P) C Ny(PY% = P. De méme si
r € Ng(P,L) alors la conjugaison par z préserve (PY,L%) et x € N(P° L°) donc
L CNg(P,L) c N(P°, L% = L.

Montrons que 7o(P) = m(L). Remarquons que L N P® = LN H® = L? est connexe,
donc le morphisme mo(L) — 7o(P) induit par 'inclusion est injectif. Soit T € mo(P)(k)
et z € P un relévement de z. Alors zL% ! est un Lévi de P° donc il existe y € P°(k)
tel que yz Lz~ 1y~! = L. Alors yx € L(k) et I'image 7 de yx dans m(P) est T ce qui
prouve la surjectivité de mo(L) — mo(P).

Montrons que P = L x R, (P), comme R, (P) est caractéristique dans P et P est
caractéristique dans P, R, (P) est caractéristique dans P donc en particulier distingué.
De plus il est connexe et donc mo(L) = mo(P) = mo(P/Ry(P)), enfin (P/R,(P))° =
PY/(R,(P%)) ~ L° par la composée LY — P° — P°/(R,(P")) et donc le morphisme
L — P/R,(P) est un isomorphisme sur les composantes centrales et sur les 7y ¢’est donc
un isomorphisme qui est une section de la projection P — P/ R, (P). O

2.4 Comparaison entre les définitions

Théoréme 2.8. Soit H un groupe réductif non conneze alors on a les inclusions sui-
vantes :
{B-paraboliques} C { DM-paraboliques} C { R-paraboliques}. (10)

On a les méme inclusions si on remplace "paraboliques” par "Lévis". Toutes ces inclusions
sont strictes a priori et sont des égalités si H est conneze.

Démonstration. Soit (P, L) une paire de B-Lévi, on a déja prouvé dans 2.4 que tout
B-parabolique est un DM-parabolique et donc P est un DM-parabolique. Montrons de
plus que L = Ny(P° LY), comme L C P,L normalise P’ et comme L° est la compo-
sante centrale de L, L normalise L'. Donc on a une inclusion L C Ny (P°, L°). Comme
Ng(P% L% est un DM-Lévi, Ny (PY L%? = L0 et mo(Ny(PY, L%)) — mo(H) est in-
jectif. Comme la composée mo(L) — mo(Ny(P? L) — mo(H) est un isomorphisme,
mo(Ng(PY L)) = mo(H) et L = Ny (PP, L°) est un DM-Lévi.
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Soit (P, L) un paire de DM-Lévi, le fait que ce soit une paire de R-Lévi est le lemme
6.1 de [BHKT16].

Si H est connexe, les trois définitions de paraboliques et Lévis coincident, car alors
P = PY est un parabolique de H = H° (de méme pour les sous groupes de Lévis). On
montre maintenant que dans le cas non connexe ces inclusions sont a priori strictes.

Posons H = Gy, X Z/2Z, , o0 Z/2Z, est le groupe constant égal & Z/27 défini au

dessus de k, celui ci agit sur G,, par t — t~! au niveau des k-points. Alors comme
H° = G,, il n’y a qu’un sous groupe parabolique de H” et c’est H” tout entier (qui est
aussi un Lévi de H?). Alors Ny (H®) = H, donc il n’y a qu'un seul DM-parabolique et
un seul B-parabolique qui dans les deux cas est H. Soit A : G,,, — H le cocaractére défini
par linclusion H® ¢ H, alors Py = H° car le k-point (1,1) n’est pas dans Py, en effet
pour t € Gy, (k),t(1,1)t71 = (#2,1) qui n’admet pas de limite dans H (car le point (0, 1)
n’est pas dans H). Donc H? est un R-parabolique mais non un DM-parabolique.

0o --- 1
Soit A la matrice de GL,, : | © .. |, G =SL, % Z/ZZIC ol Z/QZk agit sur la
1 -+ 0
* * %
ko ok * *
matrice M par (AM A=), Soit P le parabolique suivant [0 0 * -+ %] de SL,,
00 : - *
0 0 *
X ok *
0 = *
alors Iaction de Z /27 l'envoie sur le parabolique suivant 00 = *
00 *
00 -+ x =

Alors Ng(P) = P et donc P est un DM-parabolique sans étre un B-parabolique.
Notons de plus p un cocaractére tel que P = P,.

Soit G' = G'x H le produit des deux groupes précédents et P’ = P x G, le produit des
deux paraboliques qui ont servis de contre-exemple. Alors N/ (P') = Px H et v = (u,id)
le cocaractere produit alors P, = P’ donc dans G x H toutes les inclusions entre types
de paraboliques sont strictes.

O

Proposition 2.9. Soit P (resp. L) un R-parabolique (resp un R-Lévi) de H tel que
le morphisme P — mo(H) (resp. L — wo(H)) soit surjectif alors P (resp. L) est un
B-parabolique (resp B-Lévi).

Démonstration. Comme P est un parabolique de H® et mo(P) — mo(H) est surjectif
par hypothése et est injectif car PN H? = P est connexe, c’est un isomorphisme et donc
P est un B-parabolique. (La méme démonstration marche en remplacant P par L pour
les R-Lévis.) O

14



Proposition 2.10. Soit (B, T%) une paire de Borel de H® alors B = Ny (B°) est un
B-parabolique et T = Ny (B°, T") est un B-Lévi de B.

Démonstration. Soit 7 € mo(H), et v un relevement de 5 dans H(k), alors 7 agit par
conjugaison via 7 sur (B,T), I'image d’une paire de Borel par un automorphisme de
HO est une paire de Borel. Comme toutes les paires de Borel sont conjuguées, il existe
h € HO(k) tel que v(B,T)y"! = h(B,T)h~! donc | = h™ly normalise (B,T) donc
l € L(k) C P(k) et donc I'image de I dans mo(P) = mo(L) C mo(H) est 7 ainsi mo(P) —
mo(H) est surjectif et (P, L) est une paire de B-Lévi. O

Proposition 2.11. Soit P un x-parabolique de H et L un x-Lévi de P, soit Q un *-
parabolique de L alors QR,(P) C H est un x-parabolique de H. De plus tout x-parabolique
de H contenu dans P est obtenu de cette maniére. En particulier on a R, (QRyu(P)) =

R.(Q) x R,(P). Pour x = Richardson ou Borel.

Démonstration. Dans le cas ot * = Richardson, c¢’est le (74) du du lemme 6.2 de [BMRO5].

Dans le cas oil * = Borel, on a (QR,(P))? = Q"R,(P) et ce dernier est un parabolique
de HY. De plus mo(QR,(P)) = mo(Q) = mo(L) = mo(H), ce qui prouve que QR,(P) est
un B-parabolique. Soit Q un B-parabolique de H contenu dans P, soit T’ un tore maximal
de Q° et L un B-Lévi de P contenant T, et ¢ : P — L la projection sur L. Alors ¢(Q)
est un B-parabolique de L, en effet il existe A € Y(T') tel que ¢ = ¢y, ce qui montre que
Q° est un parabolique de L0 et mo(Q) = mo(Q) = mo(L). Ainsi Q € QR,(P), et comme
Q C P,R,(P) C R,(Q), ainsi Q C QR,(P) C Q. O

Proposition 2.12. Il n’y a qu'un nombre fini de classes de H'(k) conjugaison de *-
paraboliques, pour x = R, B ou DM.

Démonstration. Soit P un s-parabolique, alors & la classe de H(k)-conjugaison de P,
on associe la classe de H%(k)-conjugaison de P, celles-ci sont en nombre fini. Soit P, Q
deux *-paraboliques tel que les classes de H°(k) conjugaison de P° et Q° coincident.
On peut donc supposer P? = Q alors 7(Q) et mo(P) déterminent la classe de H(k)-
conjugaison de P et @), ce sont des sous-groupes de my(H) qui est fini et donc une classe

de conjugaison de *-paraboliques est déterminée par la classe de conjugaison de P° et
™0 (P) ]

Proposition 2.13. Soit P un *-parabolique, alors il existe L un x-Lévi de P et tous les
x-Lévi de P sont conjugués par R,(P), pour x = R, B ou DM.

Démonstration. L’existence de x-Lévis, est évidente pour x = R et DM, et a été montrée
pour * = B. Si L et L’ sont deux *-Lévis de P alors L et L% sont deux Lévis de P? et sont
conjugués par R,(P), on peut donc supposer que LY = L0 alors mo(L) = mo(L') = 7o (P)
et L=1" O

Proposition 2.14. Il y a un nombre fini de classes de HY(k)-conjugaisons de *-Léuis,
pour x = R, B ou DM.

15


Jef
un peu rapide car il faut un moyen de comparer L et L' (aucun n'est contenu dans l'autre a priori). Il faut passer par 
N_P(L^0) qui contient L et L' et leur est donc égal au vu des égalités de pi_0


Démonstration. Comme il y a un nombre fini de classes de conjugaison de x-paraboliques,
il suffit de montrer que pour un *-parabolique, il y a un nombre fini de classes de conju-
gaison de *-Lévi de P, or par la proposition 2.13, tous les x-Lévi de P sont conjugués
par R, (P), il n’y a donc qu’une seule classe de conjugaison. O

Proposition 2.15. SoitI' C H un sous groupe fermé, il existe une famille finie (11, ...,1,)
de T'(k) telle que pour tout x-parabolique P et x-Lévi L de H,T' C P (resp. L) si et seule-
ment si Vi,l; € P(k) (resp. L(k)).

Démonstration. Le lemme 2.10 de [BMRO05| est le méme énoncé mais dans le cas ot H est
connexe, cependant la preuve de ce lemme n’utilise pas la connexité de H mais seulement
le fait qu’il y ait un nombre fini de classes de conjugaisons de paraboliques et Lévis. [

2.5 Cas d’une extension semisimple

Soit H un groupe réductif non connexe (B?,T°%) une paire de Borel de H et T’ un
groupe fini étale, on suppose dans toute cette section que H = HY x T et que l'action
de T' sur HO fixe la paire de Borel (B°,7°), on a en particulier mo(H) = I'. On appelera
une telle extension de H® par mo(H) semisimple.

Remarque 2.16. C’est en particulier le cas des L-groupes.

On note W = W (H?, T = mo(Ngo(T?)) le groupe de Weyl de T9 et (X, A, XV, AY)
les données de racines associées au choix de (B?,T9). Le but de cette section est de
calculer explicitement les x-paraboliques et *-Lévis pour x = B ou DM.

Cas des B-paraboliques

Soit (P, L) une paire de B-Lévi de H alors quitte a conjuguer (P, L) par un élément
de H(k) on peut supposer que (B?,T°) c (P°, L°), il correspond & P° un sous-ensemble
J C A

Théoréme 2.17.  (i). L’ensemble J est invariant par laction de T'.
(ii). L’action de T sur HY stabilise (P°, L?).
(iii). P=P ' xT et L=L%xT.
(iv). Réciproquement si J C A est un ensemble T invariant et PV le parabolique corres-

pondant, L° Uunique Lévi de PY contenant T°, alors P = PY xT et L =L°xT
est une paire de B-Lévi de H.

Démonstration. Soit v € ', 'image de PY par 'action de v, v.P° est un parabolique qui
contient B et correspond & +.J. Comme P = Ny (P'), on a que mo(P) C I correspond &
I’ensemble des éléments de I’ qui stabilisent PO et donc J. Comme P est un B-parabolique
mo(P) =T et v.J = J donc J est [-invariant et 'action de I' stabilise P°.

Pour tout v € T, 7.L° est un Lévi de P et coincide avec LY si v € mo(L). Comme L
est un B-Leévi, v.L? = LY et T stabilise la paire (PY, LO).

Pour le (ii4), clairement P et L sont engendrés par P° et T et L0 et I, PO < P et
I’ <aLet PPNT =e=L°NT. Ce qui montre que P =P xTet L = L% xT.
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Soit J C A un sous-ensemble I-invariant et BY C P le parabolique contenant B°
correspondant & J et 70 C LY un Lévi de PY contenant T°. Alors comme J est [-invariant
P = Ny (PY) vérifie mo(P) = T et P est un B-parabolique et L = Ny (P° L%) est un
B-Lévi de P.

O

Théoréme 2.18. Les classes de H'(k) conjugaisons de paires de B-Lévis sont répré-
sentées par (PY x T, L° x T') ou (P°, LY) est une paire de B-Lévi de contenant (B°, TY)
et telle que Uensemble J correspondant & PP soit T invariant. En particulier on a une
bijection :

{classes de H°(k)-conjugaison de paires de B-Lévisy ~ {J C A, T invariant} — (11)
Démonstration. C’est juste une reformulation du théoréme 2.17. O

Cas de DM-paraboliques

Théoréme 2.19. Soit (B°,T°) C (P°, L°) un paire de Lévi contenant la paire de Borel.
Soit J C A le sous ensemble associé¢ a P° et P = Ny(PY),L = Ny (P° L°) la paire de
DM-Lévi associ¢e o (P°, L°). Notons T'j le stabilisateur de J sous l'action de T' alors,

(7). mo(P) =mo(L) =Ty
(i) P=P°xTyet L=L"xT.

(iii). Notons [J] la classe de H(k)-conjugaison de (P,L). Alors la classe de H(k)-
conjugaison de (P, L) est U er[y.J].

Démonstration. Le premier point est clair, en effet v € T' est dans 7o (P) si et seulement
si v € Ny (PY), si et seulement si v.P = P et si et seulement si v € I';.

Notons 7 : H — mo(H), alors H; = 7~ (') est un sous groupe de H et (H;)° = H°.
De plus (P,L) C Hy et dans Hy, (P, L) est une paire de B-Lévi ce qui donne le point
(i7).

Soit (@, R) une paire de DM-Lévi de la classe de H(k)-conjugaison de (P, L) alors
quitte & conjuguer par un élément de HY(k) on peut supposer (B%,7°) C (Q°, RY), et
Q" correspond donc & un sous ensemble J C A. 1 suffit alors de montrer que J et J sont
conjugués par I'. Soit € H(k) qui conjugue (P, L) avec (Q, R) et soit v € I' tel que
7(x) = v, alors v~ 'z € HO(k) et le sous ensemble de A associé a (P, L)y~! est v.J, et
donc J = ~.J.

Reéciproquement soit (Q, R) la paire de DM-Lévi associée a «.J pour un v € T
Comme I'y ; =Ty % (Q,R) = (Q° x Ty, RY x ', ;) qui est conjugué a (P,L). [
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3 GIT, Quotients et Espaces de modules

3.1 Quotients GIT

Soit S un schéma, G un S-schéma en groupe et X un S-schéma sur lequel G agit, on
note p: G xg X — X l'action.

Définition 3.1 (Orbite d'un point). Soit f : 7' — X un T-point de X, on pose O(f) :
G xsT — Xr,0(f) = p(id, f) et on Pappelle l'orbite de f. En particulier on note
U =0O(idx).

Définition 3.2 (Quotient catégorique, [MFK94| Definition 0.5). Un quotient catégorique
de X par G est un S-schéma Y muni d’un morphisme de schéma ¢ : X — Y tel que le
caré suivant commute.

GxgX s X

pzl Lﬁ

XT>Y

Et le couple (Y, ¢) est muni de la propriété universelle suivante : pour tout h: X — Z
tel que hopy = ho p il existe un unique h : Y — Z faisant commuter le diagramme
suivant :

S’il existe on le note X//H.

Définition 3.3 (Quotient géométrique, [MFK94| Definition 0.6). Un quotient géomé-
trique de X par G est un S-schéma Y muni d’un morphisme ¢ : X — Y tel que

(i). ¢op2=dop.
(71). ¢ est surjective et 'image de W est X xy X.
(i73). U CY est ouvert si et seulement si ¢~(U) C X est ouvert.
(iv). Oy C ¢.Ox est le faisceau des fonctions invariantes par G.
S’il existe on le note X/H.
Définition 3.4. Soit (Y, ¢) un quotient catégorique de X et Y/ — Y un morphisme, on

note X’ = X xy Y’ le tiré en arriére a Y. L’action de H sur X induit se tire sur une
action sur X', mais Y’/ n’est pas nécessairement un quotient catégorique de X’. Si pour
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tout Y/ — Y, Y/ est un quotient catégorique de X’ alors on dit que Y est un quotient
catégorique universel de X. Si c’est vrai seulement pour Y/ — Y plat, on dit que c’est
un quotient catégorique uniforme. On obtient les méme définitions pour les quotients
géométriques.

Proposition 3.5 ([MFK94| Proposition 0.1). Si (Y, ¢) est un quotient géométrique alors
c’est un quotient catégorique.

Soit k£ un corps algébriquement clos, H est un groupe réductif connexe et X est un
k-schéma de type fini, affine et séparé sur lequel H-agit.

Définition 3.6 (Lieu stable et lieu semi-stable, [Ric88], 1.4). On note Z = Nyex H, le
noyau de l'action de H sur X. Soit x € X (k) on dit que
(7). x est un point stable si son orbite est fermeée et si H,/Z est fini.
(79). x est un point semi-stable si son orbite est fermée.
On note respectivement X, et X, le lieu stable et semi-stable.
Remarque 3.7. On prend ici les définitions données dans [Ric88|, elles sont moins gé-

nérales que [MFK94| mais suffisante pour la suite et ne demandent pas d’utiliser des
H-linéarisation de fibré en droite.

Le théoréme suivant est une version faible du théoréme de Haboush.

Théoréme 3.8. Il existe un quotient catégorique uniforme de l’action de H sur X, celui-
ci est affine et de type fini sur k. En particulier si X = Spec A alors X//G = Spec(A%).

Théoréme 3.9 ([Ses77]). Supposons de plus que X soit intégre, on note 7 : X — X//H
Uapplication canonique alors X//H dispose des propriétés suivantes :

(7). 7 est surjective et H équivariante au niveau des k-points.
(13). Soit F' C X un fermé H-invariant alors w(F') est un fermé de X//H.
(7i1). Soit W1, Wy C X deux fermés H-invariant disjoints alors w(Wh) et w(Wy) sont
disjoints.

(iv). Pour tout tout x € (X//H)(k), 7~ 1(x) contient exactement une orbite fermée.

Théoréme 3.10 ([Kem78|, Theorem 1.4). Soit S C X un sous schéma fermé stable par
H et x € X(k) tel que O(z) rencontre S, alors il existe un caractére X € Y (H) tel que
limy, 0 A\(¢).x existe et soit dans S.

3.2 Morphismes adéquats et espaces de modules

Les conventions pour les champs algébriques utilisées sont les méme que dans [Alp10],
mais nous n’utiliserons ces résultats que pour clarifier les notions de centralisateurs et
de normalisateurs et obtenir des propriétés sur les morphismes induit par passage aux
anneaux d’invariants, ie si A — B est un morphisme d’anneaux G-équivariant pour un
groupe algébrique G, on sera amené & considérer le morphisme induit A — BS.
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Définition 3.11. Soit f : A — B un morphisme d’anneau, on dit que c¢’est un morphisme
adéquat si pour tout b € B, il existe n > 0 tel que b"™ € A.

On dit que c’est un morphisme universellement adéquat si pour tout morphisme
A — A’ le morphisme induit A" —+ A’ ® 4 B est adéquat.

On dit de plus que c’est un homéomorphisme adéquat, s’il est universellement adé-
quat, Ker(f) est localement nilpotent et Ker(f) ® Q = 0.

Proposition 3.12 ([Alpl0]). Les notions de morphismes adéquat, universellement adé-
quat et homéomorphisme adéquat sont stables par changement de base et locales pour la

topologie fpgc.
On fixe S un schéma quelconque (on peut méme se contenter de prendre S un espace

algébrique). On renvoie & [Alp10] pour les définitions de morphismes adéquatement affines
et d’espaces de module adéquats. On citera cependant le théoréme suivant :

Théoréme 3.13 (|Alpl0], Introduction, Main Theorem). Soit ¢ : X — Y un espace de
module adéquat alors on a :
(7). Le morphisme ¢ est surjectif, universellement fermé et universellement submersif.
(13). Deuz points géométriques x1,x2 € X sont identifiés dans Y (k) ssi {z1} et {x2}
sintersectent dans X X k.

(iii). Pour tout morphisme d’espaces algébriques Y' — Y | le changement de base X Xy
Y’ — Y’ se factorise par un espace de module adéquat suivit d’un homéomorphisme
adéquat.

(tv). Le morphisme ¢ est universel pour les morphismes & valeurs dans les schémas,
ie st X — Z est un morphisme ou Z est un schéma alors il se factorise par un
morphisme Y — 7.

(v). Les espaces de modules adéquats sont stable par changement de base plat et des-
cendent pour la topologie fpqc.

Définition 3.14 (|Alp10], 9.1.1). Soit H un S-schéma en groupe plat, séparé et de type
fini, on dit que H est géométriquement réductif si le morphisme BH — S est un espace
de module adéquat, ou BH désigne 'espace classifiant des H-torseurs.

Théoréme 3.15. Tout schéma en groupe réductif sur un schéma S est géométriguement
réductif sur S.

Théoréme 3.16 ([Alpl0], 9.2.5). Soti H un schéma en groupe plat, séparé, finiment
présenté sur un anneau k alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(7). Pour toul morphisme universellement adéquat A — B de H-k de noyau K, le
morphisme A" JKH — BH est un homéomorphisme adéquat.

(7i). Le schéma en groupe H est géométriquement réductif.

(iii). Pour toute surjection A — B de H-k-algébres, le morphisme A" — BH est
adéquat.
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Théoréme 3.17 (|Alpl0]|, 9.4.1). Soit H — S un S-schéma en groupe géométriquement
réductif et H' C H un sous-groupe qui est plat séparé et de présentation finie sur S, si
H/H' — S est affine alors H' est géométriquement réductif. De plus si H est affine alors
la réciproque est vraie.

Corollaire 3.18 (|[Alpl0], 9.4.2). Soit H — S un S-schéma en groupe géométriquement
réductif et X un S-schéma sur lequel H agit, soit © € X (k) pour k un S-corps, si l’orbite
O(z) C X xg Spec(k) est affine alors H, — S est géométriquement réductif. St G — S
est affine alors la réciproque est vrate.

Théoréme 3.19 ([Alpl0], 9.7.5). Soit H — S un S-schéma en groupe affine lisse a
fibre géométriqguement connexes alors H — S est réductif si et seulement si H — S est
géométriqguement réductif.

Dans la section suivante on utilisera les résultats précédents pour S = Spec(k) pour
k un corps algébriquement clos.

Corollaire 3.20. Pour S = Spec(k) ot k est un corps algébriquement clos, H un k-
schéma en groupe et géométriguement réductif alors H est réductif si et seulement si il
est lisse si et seulement si il est réduit.

Démonstration. On a que H est réductif ou réduit si et seulement si HY est réductif
ou réduit. De plus comme le quotient H/HY est fini donc affine H? est géométrique-
ment réductif par 3.17. Si H est réeduit H? est réduit et donc par 3.19, H? est réductif.
Réciproquement si H est réductif il est lisse et réduit par définition. ]

Corollaire 3.21. Soit S = Spec(k), k un corps algébriquement clos et H un groupe
réductif (a priori non connexe) sur k, soit L C H wun sous groupe géomélriquement
réductif alors Lyeq est réductif.

Démonstration. Comme H est affine la réciproque du théoréme 3.17 s’applique et H/L
est affine sur k. Par [Mill7| 7.16.b le morphisme H/L,.q — H/L est fini donc affine.
Alors H/Lyeq est affine et par 3.17 Lyoq est géométriquement réductif et lisse car réduit
donc par 3.20 Lyeq est réductif. O

Proposition 3.22. Soit S = Spec(k), soit L un k-schéma en groupe alors tout tore
T C L est contenu dans Lyeq en particulier L et Lyeq on le méme rang et Y (L) = Y (Lyeq)-

Démonstration. Tout tore T est lisse et 'inclusion T" C L se factorise T' C Lyoq. ]

3.3 Anneaux d’invariants

Dans cette section ! est un nombre premier, F une extension finie de Q; et O = Op
son anneau d’entiers et on note k le corps résiduel de O.

Notation. On note Cp la catégorie des O-algébres Artiniennes locales.
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Définition 3.23 (Foncteur de déformation d’un k-point, [BHKT16],Section 3.2). Soit
Y un O-schéma de type fini, et y € Y (k) on définit le foncteur de déformation en Y.

YV¥Y:Cop — Ens
A la fibre de Y(A) — Y (k) au dessus de y.

Si H est un groupe réductif au dessus O, on note HY = H"®.

Soit H un groupe réductif connexe défini sur O et X un O-schéma de type fini,
intégre, plat et affine sur lequel H agit.

Théoréme 3.24 ([BHKT16], Proposition 3.10). On pose X//H = Spec O(X)H alors
X//H n’est pas nécessairement un quotient catégorique mais il dispose des propriétés
suivantes :

(7). X//H est un O-schéma intégre de type fini et Uapplication quotient m : X —
X//H est H-équivariante.

(7i). Pour tout morphisme vers un corps algébriguement clos O — K, l'application
X(K) — (X//H)(K) est surjective et identifie (X//H)(K) avec le quotient de
X (K) par la relation d’équivalence suivante : x1 ~ xo si leur orbites s’intersectent.

(#i1). La projection X(K) — (X//H)(K) induit une bijection entre les orbites fermées
de X(K) et (X//H)(K).

(tv). Pour tout ensemble H-invariant W C X, n(W) est fermé. Si W1, Wy sont deux
sous ensembles H-invariants disjoints alors m1(W1) et m1(Wa) sont disjoints.

Proposition 3.25 (Cas ou l'action est libre, [BHKT16], Proposition 3.13). Supposons
que X soit de plus integre et lisse. Soit x € H(k) tel que l’orbite de x dans Xy, sous l'action
de Hy soit fermée et telle que (Hy), =~ Speck. Alors Uaction de HY sur XV'* est libre et
Vapplication quotient w : X — X//H induit un isomorphisme XV* /HY ~ (X//H)V™@).
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4 Compléte Réducibilité

Soit k un corps algébriquement clos. Sauf mention explicite tous les groupes considérés
sont définis sur k.

4.1 H-Compléte réducibilité et H-irréducibilité

Dans tout cette section on fixe H un groupe réductif (sans hypothése de connexité)
et I' C H un sous groupe fermé.

Définition 4.1. (7). On dit que I' est H-complétement réductible (que ’on notera
H-cr) au sens de Richardson (resp. Borel, resp Digne et Michel) si pour tout R-
parabolique (resp. B-parabolique, resp DM-parabolique) P contenant I' il existe
un R-Lévi (resp. B-Lévi, resp. DM-Lévi) Lp de P tel que I' C Lp. On notera
aussi H-cr pour H-complétement réductif.

(74). On dit que I" est H-irréductible au sens de Richardson (resp. Borel, resp. Digne
et Michel) 8’il n’est contenu dans aucun R-parabolique (resp. B-parabolique, resp.
DM-parabolique) de H. On notera H-irr pour H-irréductible.

(7i7). On dit que T" est fortement H-irréductible au sens de Richardson (resp. Borel,
resp. Digne et Michel) si I' est H-irr au sens de Richardson (resp. Borel, resp.
Digne et Michel) et Zpo(T) = Z(H)°.

Théoréme 4.2 (Corollaire 3.22 version non connexe, [BMRO5]). Soit L un R-Lévi de H
contenant I" alors " est L-cr au sens de Richardson ssi " est H-cr au sens de Richardson.

Proposition 4.3. Si ' est H-cr au sens de Richardson alors il l'est au sens de DM et
Borel.

Démonstration. Supposons que I' C P un *-parabolique pour * = B ou DM, alors P est
un R-parabolique donc il existe L un R-Lévi de P tel que I' C L, or L est aussi un *-Lévi
donc I' est H-cr au sens de x. O

Proposition 4.4. S5i ' est H-irr au sens de x alors I' est H-cr au sens de x pour * =
B, DM ou R.

Démonstration. La condition de compléte réducibilité devient vide puisque le seul -
parabolique qui contient T" est H qui est aussi un x-Lévi. O

Proposition 4.5. Sile morphisme I' — 7o(H) est surjectif alors T' est H-cr au sens de
Richardson ssi il lest au sens de Borel ssi il lest au sens de Digne et Michel.

Démonstration. Comme I' — mo(H) est surjectif, tout R-parabolique(R-Lévi) qui contient
[ est un B-parabolique (B-Lévi) et c’est en particulier un DM-parabolique (DM-Lévi).
O

Proposition 4.6. Soit x = Richardson ou Borel, soit P un x-parabolique minimal qus
contient I, L un *-Lévi de P et ¢: P — L la projection sur L, alors ¢(I') C L est L-irr
au sens de x.
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Démonstration. Supposons que ¢(I') n’est pas L-irr au sens de %, soit ) C L un x*-
parabolique minimal de L, alors par le lemme 2.11, QR,(P) est un #-parabolique qui
contient ¢ (c(T')) = T car ¢ est surjective, et donc par minimalité de P, P = QR,(P)
donc R, (Q) =e et L = ¢(P) = c¢(QRyu(P)) = ¢(Q) donc Q = L et le seul x-parabolique
qui contient ¢(T") est L ce qui montre que ¢(I") est L-irr au sens de . O

Proposition 4.7. Les deux propositions suivantes sont équivalentes (pour x = R) :
(1). Il existe un *-Lévi L mininmal contenant T' tel que T’ soit L-irr au sens de *.

(13). Pour tout x-Lévi minimal contenant T', T' est L-irr au sens de *

Démonstration. Clairement, il suflit de montrer que s’il existe un *-Lévi L tel que I' est
L-irr alors c’est vrai pour tout *Lévi minimal. Par 4.2, I" est alors H-cr au sens de x,

pit L' un *-Lévi minimal qui contient I' alors un raisonnement identique & 4.6 montre
que I" est L'-irr au sens de . O

4.2 H-Forte réducivité

Définition 4.8. Soit T un tore maximal de H'. Alors I' est fortement H-réductif au
sens de * si I' est Zg(S9)-irr au sens de * (remplacer * par Richardson, Borel ou Digne et
Michel).

Théoréme 4.9 (|[BMRO5]). On a I' est fortement H-réductif au sens de Richardson ssi
I' est H-cr au sens de Richardson.

4.3 Pseudoreprésentations

Définition 4.10. Soit ' un groupe abstrait et H un groupe réductif, une pseudorepré-
sentation de I" dans H est un morphisme de groupes p: I' — H (k).

Définition 4.11. Soit p une pseudoreprésentation, on dit que p est H-cr ou H-irr au
sens de * si p(I") Pest.

Définition 4.12. Soit £ C k un sous corps de k, tel que k soit une cléture algébrique
de F et H soit défini sur F, une pseudoreprésentation & valeur dans F est un morphisme
p:I'— H(E).

On dit que p est absolument H-cr ou absolument H-irr au sens de * si le morphisme
induit I' — Hy (k) Uest.

Définition 4.13. Soit p une pseudoreprésentation, qui n’est pas H-cr au sens de * (pour
« = Richardson ou Borel), soit P un x-parabolique minimal qui contient p(I') et L un
x-Lévi de P de projection ¢, alors c o p est un morphisme L-irr au sens de * par 4.6 et
par 4.2, co p est H-cr au sens de *. On appelle une telle construction semisimplification
au sens de * de p et on la note p*®. On verra dans la section 6 que les semisimplification
de p au sens de Richardson sont toutes conjuguées par H(k).
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4.4 Caractérisation GIT

Dans cette section on remontre un théoréme de Richardson qui donne un critére
GIT pour qu’un sous groupe I' C H soit complétement réductif. On fixe donc k un corps
algébriquement clos et H un groupe réductif (a priori non connexe) et n > 0, on considére
'action par conjugaison simultanée de H® sur H".

Notation. Soit x = (x1,...,x,) € H"(k), on note A(z) = (x1,...,2n), Padhérence du
sous groupe de H généré par x1,...,Ty.

Théoréme 4.14 (|Ric88|). Soit © € H"(k), lorbite de x est fermée dans H" si et
seulement si A(z) est fortement H-réductif au sens de Richardson.

Notation. Un n-uplet € H™(k) ayant une orbite fermeée sera appelé semisimple.

On reprend maintenant la preuve de [Ric88] pour l'étendre au cas ou H est non
connexe.

Lemme 4.15 (|Ric82|, Theorem C). Soit H un groupe réductif conneze, X un schéma
lisse, intégre et affine sur lequel H agit et S un tore de H . Soit x € X°(k), alors la
H-orbite de x est fermée dans X si et seulement si la Zy(S)-orbite de x est fermée dans
X5,

Lemme 4.16 ([Ric88|, Lemme 16.6). Soit H réductif connexze et X un schéma lisse
intégre et affine sur lequel H agit , x € X (k) et S un tore maximal du stabilisateur H,.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(7). La H-orbite de x est fermée.
(ii). Le point x est stable pour laction de Zy(S) sur X5

Lemme 4.17. Soit x € H"(k) alors x est un point stable de H" si et seulement si A(x)
est H-irréductible au sens de Richardson.

Démonstration. Supposons d’abord que A(z) soit H-irréductible. Sil’orbite de x n’est pas
fermée alors par 3.10 il existe A € Y(H") non central tel que y = c) () existe et orbite
de y soit la seule orbite fermée de I'adhérence de l'orbite de z. Alors A(z) C Py C H ce
qui contredit I’hypothése d’irréductibilité et 'orbite de = est fermée.

Par 3.18, Zpo(x) est géométriquement réductif, soit S un tore maximal de Zpo(x)
alors par 3.22, S C Zyo(2)red. Si S # Z(H?)2 , alors il existe A € Y(9),\ € Y(Z(HY)).
Alors on a A(x) C Ly C Py ce qui contredit l'irréductibilité. Donc S = Z(H)(z)? ; et
comme Z o (y)red est réductif par 3.21, (Zgo(y)rea)? = Z(H®)? et x est un point stable.

Réciproquement supposons z soit un point H’-stable et par I’absurde supposons que
A(z) C Py ou A est un cocaractére non central de H. Comme A(z) C P, la limite
y = ca(x) existe et X € Y((H?)y,). Alors comme Z(H®) C Zgo(y) et A € Y(Z(H?)) on a
dim Z o (y) > dim Z(H®) et y n’est pas un point stable car Zyo(y)/ Z(H®) n’est pas fini.
Pour revenir & x deux cas sont possibles :

(7). Ou bien y est dans l'orbite de = et alors = n’est pas un point stable.
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(7). Ou bien y n’est pas dans lorbite de z et donc 'orbite de x n’est pas fermeée et x
n’est pas un point stable.

On obtient une contradiction ce qui termine la preuve. O

Lemme 4.18. Soit H réductif et S C H un tore de H alors Zy(S)° = Zyo(S).
Et pour tout n >0, on a Zg(S)" = Zgn(S™).

Démonstration. Dans un groupe réductif connexe tout centralisateur de tore est connexe
donc Zgo(9) est connexe. Comme Zgo(S) C Zy(S), il est en fait dans Zy (S)°. Récipro-
quement on a Zg(S)? € HY et comme il centralise S il est contenu dans Zpo(.9).

Comme H" est lisse et S™ est un tore, les deux groupes Zy(S)" et Zgn(S™) sont
lisses. On vérifie I’égalité au niveau des k-points. Un élément de Zy(S)™ centralise S
donc Zg(S)™ C Zgn(S™). Réciproquement (hq,...,h,) € Zgn(S™)(k) vérifie pour tout
ti,...,ty) € S™(k),

(R1ye ey hn) (b1, ey tn) (B, ) TE = (t, e )
D’ou pour tout i, hit;h; ' = t; donc (t1,...,t,) € Zu(S)" (k). O

Preuwve de 4.14. Soit S un tore maximal de Zgo(z), supposons d’abord que l'orbite de x
est fermée par 4.16 la Zgo(S)-orbite de = est stable dans Zgn (S™), or par le lemme 4.18
Zpo(S) =Zy(S)" et Zpn(S™) = Zy(S)" donc comme Zo(S) est réductif connexe par
417, A(x) est HS-irréductible et A(x) est donc fortement H-réductif.

Réciproquement si A(x) est fortement H-réductif alors A(z) est Zp(S)-irréductible
donc par 4.17 x est un point Zgo(S)-stable donc sa Zgo(S)-orbite est fermée , par 4.15,
la H%orbite de x est fermée ce qui termine la preuve. O
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5 FFS-algébres et pseudocharatéres

Ces premiéres définitions sont dues & Matthew Weidner, [Weil§|.

Notation. On note FI la catégorie des ensembles finis, pour tout I € FI on note FS(I) le
monoides libre généré par les éléments de I et FG(I) le groupe libre engendré par I.
On note FFS la catégorie dont les objets sont les ensembles finis et les morphismes
ensembles de morphismes sont les suivants Hompps(Z, J) = Homyen (FS(1), FS(J)) et
de méme on note FFG la catégorie dont les objets sont sont les ensembles finis et
Homprg (I, J) = Homgp (FG(I), FG(J)).
Remarque 5.1. On pourrait prendre pour FFS la catégorie des monoides libres finiements
générés mais cela poserait des problémes dans les définitions de pseudocharactéres on I’'on
devrait faire des identifications non canonique.

Remarque 5.2. Soit M un monoide, et I € Flalors S7 = Homgps(I, S) = Homyon(FS(1), S).

Lemme 5.3. La catégorie FFS est générée par les morphismes du type :
(7). FS(I) — FS(J) induit par une application ensembliste I — J.

(7i). Les morphismes de la forme FS{zx1,...,x,} = FS{y1,...,ynt1},xi — y;i si i <
n,Tp = YnYn+1-

Démonstration. Soit FS(I) et FS(J) deux objets de FFS, notons I = {zs,s € I} et
J =Ay1,..,Ym}. Soit ¢ : FS(I) — FS(J) un morphisme de monoides, alors ¢ est
déterminé par ¢(zs) =y, ...y, -

Notons K = {zf,s € I,1 <r <}, un ensemble fini ou tous les z; sont deux a deux
distincts. Notons de plus ¢y : FS(K) — FS(J), 2 — y; et ¢ : FS(I) — FS(K),z5 —
25 ... zjs. Alors 1 est un morphisme de type 1 et 19 est une composée de morphismes
de type 2. O

Le lemme suivant se montre de la méme maniére.

Lemme 5.4. La catégorie FFG est générée par les morphismes du type :
(7). FG(I) — FG(J) induit par une application ensembliste I — J.
(i7). Les morphismes de la forme FG{x1,...,xn} = FG{y1, ..., Yns1},xi — yi si 1 <
Ny Tn = YnYn+1-
(7i1). Les morphismes du type FG{z1,...,zn} = FG{y1,...,yn}, xi = y; sii < n,x, —
Ui
Définition 5.5. Soit k£ un anneau commutatif, une k-FFS-algébre (resp. FFG-algeébre)
est un foncteur F' : FFS — k-Alg (resp. FFG — k-Alg). Un morphisme de k-FFS-
algebres (resp. FFG-algébre) est une transformation naturelle de foncteurs. La catégorie
des k-FFS-algébres (resp. FFG-algebre) n’est alors que la catégorie Fonct(FFS, k-Alg)

(resp. Fonct(FFG, k-Alg)). Lorsque le contexte est cair on supprimera le k des notations
et on parlera de FFS-algébres
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Définition 5.6. Soit A une FFS-algébre (resp. FFG-algébre), un A-module est un fon-
teur M : FFS — Ab (resp. M : FFG — Ab) tel que pour tout S € FFS(FFG), M(S)
est un A(S) module et pour toute application S — S’, I'application M(S) — M(S")
commute aux morphismes de structure.

Définition 5.7. Soit H un k-schéma en groupe pour k un anneau et ¢ : I — J un
morphisme de FFS (resp. FFG) alors on a un morphisme induit H/ — H ot H' est le
produit indexé par I de #1I copies de H. Alors I — k[H'] est une FFS-algébre et méme
une FFG-algébre.

Soit S un k-schéma en groupe agissant sur H par morphismes de groupes algébriques,
et ¢ : I — J un morphisme dans FFS (resp. FFG), alors ¢ induit un morphisme d’algebres
k[HT)S — E[H’]® ou k[H’]® est la sous algébre de k[H”] invariante par S. Ainsi on
obtient une FFS-algébre (et méme une FFG-algeébre) : I — k[HT]%.

Définition 5.8. Soit I' un groupe abstrait et ¢ : I — J un morphisme dans FFS
E—;esp. FFG), alors on a un morphisme induit TV — T/ oi TV = Hompg,(I,T) =
ompion (FS(I),T") (resp. Homgp(FG(Z),T'). En composant avec le foncteur Hompgys(-, k)

on obtient une FFS-algébre (resp. une FFG-algébre) : I + Hompys (T, k).

Définition 5.9 (Pseudocaratére). Soit k£ un anneau, H un schéma en groupe sur k et
I' un groupe abstrait, un FFS-pseudocharactére est un morphisme de FFS-algébres ©° :
k[HH® — Homgns(I', k). On note Pchary(T', H) Uensemble des FFS-pseudocaractéres
de I dans H définis au dessus de k. De méme on définit les FFG-pseudocaractéres comme
les morphismes de FFG-algébres k[H 2" — Homgus(I'Z, k). Quand aucune confusion
n’est possible on notera aussi Pchar(I', H) l’ensemble des pseudocaractéres a valeurs
dans k.

Si I est un groupe topologique, k est un anneau topologique et © un pseudocaractére,
on dit que que © est continu si pour tout I € FFS, ©f est a valeur dans Homrop (T, k),
I’ensemble des applications continues de I' dans k. On note Pcharkoo(F, H) Vensemble des
pseudocaractéres continus de I' dans H définis sur k.

Remarque 5.10. Dans toute la suite un pseudocaractére désignera un FFS-pseudocaractére.

Définition 5.11 (Trace d'une pseudoreprésentation). Soit I' un groupe abstrait, H un
schéma en groupe sur un anneau k et p : I' — H (k) une pseudoreprésentation de I' dans
H, alors on définit tr(p) le pseudocaratére suivant : soit I € FFS, f € k:[HI]HO et vy eI,

on pose tr(p)(f)(v) = f(p(7))-

En particulier c’est méme un FFG-pseudocaractére.

Démonstration. On vérifie que c’est bien un morphisme de FFS-algebres, soit ¢ : FS(I) —
FS(J) un morphisme de type 1. Soit f € k[H!]H’, il faut vérifier que tr(p)(f o ¢) =
#(tr(p)(f)) comme fonctions I'Y — k, soit donc v € TV,

tr(p)(f 0 9)(v) = (f 2 #)(p(7))
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On vérifie aussi que pour les morphismes ¢ de type 2 et les morphismes de type 3 on
a aussi tr(p)(f o ¢) = ¢(tr(p)(f)), le calcul est similaire mais utilise le fait que p est un
morphisme de groupe. O

Proposition 5.12. Soit p comme dans la définition précédente, alors tr(p) ne dépend de
p qu’a conjugaison par HO(k) pres.

Démonstration. Soit x € HO(k),y € Tl et f € k[HH’ alors tr(zpz=1)(f)(y) =
f(zp(v)z~™1) = f(p(7)) car f est invariante par H°(k)-conjugaison. O

Proposition 5.13. Soit k un corps algébriguement clos et soit p : T' — H(k) une
pseudoreprésentation de p et p*° une semisimplification au sens de Richardson de p alors

tr(p) = tr(p™).

Démonstration. Par définition, p*® est obtenue de la maniére suivante, soit P = Py un
R-parabolique minimal qui contient p(I") alors p* = ¢y o p. Fixons I, f € k‘[HI]HO et
v € I, cela définit un morphisme de g : G,, — A' définit au niveau des k points par
w(t) = fFONB)p(AEY)) = f(p(7)) car f est invariante par HO(k).

Alors g admet une extension g : Al — Al de valeur constante f(z). De plus comme
g se factorise par P! et p(y) € PI(k),§ se factorise par P! et le diagramme suivant est
commutatif.

s

Gom pl L, a1
(12)
%

En évaluant en 0, on obtient f(p(7y)) = f(p**(7))- O

Remarque 5.14. On note la N la sous-catégorie pleine de FI dont les objets sont {[n],n €
N} ou [n] = {0,...,n}. Alors l'inclusion N C FI est une équivalence de catégories. De
méme si on note Nyjon la sous catégorie pleine de FFS dont les objets sont {FS([n]),n €
N}, l'inclusion Ny, C FFS est une équivalence de catégories.

En conséquence, les FFS-algébres, pseudocaractéres, . .., sont entiérement déterminés
sur leurs valeurs sur Nyop, si A* est une FFS-algébre ou © un pseudocaractére, on notera
A" et O", A" ot O regpectivement.

Théoréme 5.15. Soit k un corps algébriqguement clos, I' un groupe abstrait et H un
groupe réductif sur k, alors Uoubli depuis les FEG-pseudocaractéres vers les pseudocarac-
téres est une bijection.

Démonstration. Le preuve utilise le théoréme de Lafforgue de la prochaine section, mais
dans toute la prochaine section, on utilisera pas la notion de FFG-pseudocaractére.
Soit © un pseudocaractére de I' dans H, alors il existe un morphisme p : I' — H(k)
tel que © = tr(p), par conséquent O est aussi un FFG-pseudocaractére via la preuve
5. O
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5.1 Le cas de GL,,

On souhaiterait que ces nouvelles notions de pseudoreprésentations ne complexifient
pas la notion de représentation usuelle, ie quand H = GL,, et en particulier sur un corps
de caractéristique 0 le fait que les représentations sont uniquement déterminées par leur
trace. Soit k un corps et n > 0.

Définition 5.16. Soit A une FFS-aglébre (resp. FFG-aglébre), et ¥ C U, A" un sous
ensemble, I'algébre engendré par ¥ est la plus petite FFS (resp FFG) algébre qui contient
3, si cette algébre est A alors on dit que X engendre A.

Bﬁéoréme 5.17. La FFG-algébre k[GL; 9 est générée par tr € k[GL,]%".

C’est une conséquence du théoréme suivant :

Notation. On note M (n) I’algébre des matrices de taille n x n a coefficients dans k, pour
tout m € N le groupe GL,, agit par conjugaison simultanée sur M (n)™. On note de plus
FE la représentation standard de GL,,.

Théoréme 5.18 ([Don92|, Theorem 1). L’algébre des invariants k[M(n)™]S% est gé-
nérée par les fonctions x1,...,Tm — tr(z1 ... 2m| \" E).

Lemme 5.19. L’application M(n) — k, A — tr(A|\" E) coincide avec 'application
or( A1y, A\n) ot op(x1, ..., xy) est le r-iéme polyndme symétrique élémentaire en les x;
et les \; sont les valeurs propres (avec multiplicité) de A.

Démonstration. Comme les deux fonctions sont invariantes par conjugaison on peut sup-

poser que A est diagonale A = diag(A1,...,\,) soit e; la base canonique de E alors
les e;;, A+ Ae;, pour i3 < --- < i, forment une base de \" E, et A(e;; A---Nej;) =
Aiy oo Ni€ip Ao+ Ae; ce qui prouve le lemme. O

Lemme 5.20. Supposons que car(k) = 0, alors Ualgébre k[M(n)]Sn est engendrée par
les fonctions A — tr(A") pour r € N.

Démonstration. C’est une conséquence des relations de Newton. ]

Lemme 5.21. Si car(k) = 0, la fonction GL,, — k, A — #(A) est engendrée par les
fonctions A — tr(A?) pour i € 7.

Démonstration du théoréme 5.17. On note det la fonction M(n)™ — k, (A1,..., Ap) —
det(Ap ... Ay). Alors det est invariante par GL,, (pour l'action de conjugaison simulta-
née) et k[GL™] = k[M(n)™]qet la localisation en det, alors kK[GL™]SM = (k[M (n)™] %) get.
Notons R la sous-FFG-algébre de k[GL;]%"" engendré par tr, soit f € k[GL™]% alors
il existe > 0 tel que g = det” f € E[M(n)™]%t, par le théoréme 5.18, g est dans la

FFS-algebre engendrée par les xq,...,2y — tr(z1...25| A" E) et par le lemme 5.20,
ces fonctions sont dans R. Ainsi g € R donc f = 3%+ et par le lemme 5.21, ﬁ est dans
R. O
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6 Equivalence entre pseudocaratéres et pseudoreprésenta-
tions

6.1 Théoréme de Lafforgue

Soit k£ un corps algébriquement clos. On montre dans cette sous section le théoréme
de Lafforgue 6.2, initialement montré dans [Laf12] dans le cas car(k) = 0 et H réductif
non connexe, puis étendu dans [BHKT16] au cas H connexe et car(k) quelconque. On
montre ici le cas H non connexe et car(k) quelconque.

Définition 6.1. Soit I un groupe abstrait et H un groupe réductif (sans hypothese de
connexité) défini sur k. On note Rep(I", H) 'ensemble des classes de HY(k)-conjugaisons
de morphismes p : I' = H (k) qui sont H-cr au sens de Richardson.

Théoréme 6.2 (Théoréme de Lafforgue). Soit I' et H comme précédemment, on a un
isomorphisme fonctoriel en I’ et H :

Rep(T', H)= Pcharg(T", H)
p = tr(p).

La preuve de ce théoréme est essentiellement une copie de la preuve de [BHKT16]
adaptée pour traiter le cas ou H est non connexe.

Démonstration. Etape 1 : Construction d’un morphisme & partir d’un pseudocaractére.

Soit ©- : k[H]HO — Hompgys(I', k) un pseudocaractére de I' dans H. Soit n > 1 par
4.14 Tapplication H"(k) — (H"//H")(k) induit une bijection entre

{classes de HY(k) conjugaison de n-uplets semisimples g = (g1,...,9,) € H"(k)} (13)
< (H"//H")(k). (14)

Soit v = (71,...,7m) € '™ alors v determine un k-point de (H"//H°). En effet la
composée

KIH™H 2% Hompns (T, k) 2205 &

est un morphisme d’algebres et elle correspond donc & un morphisme Spec(k) M

H"//H°, donc & un élément de &(y) € (H™//H)(k).

Lemme 6.3. Les () sont fonctoriels en le sens suivant, soit ¢ : [n] — [m] un mor-
phisme dans FFS alors ¢ induil un morphisme k[H”]HO — k[Hm]HO qui correspond 4 un
morphisme ¢ H™//H° — H"//H°. Supposons que v soit un m-uplet, alors il déter-
mine un k-point §(7) € H™//H°(k) , notons de plus ¢ : T™ — G™ le morphisme induit
par ¢, alors o(&(v)) = &(o(v)) € (H™//H)(k).

Démonstration. Comme O est un morphisme de FFS-algébres le diagramme suivant com-
mute.
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1
K[HH® —©" Hompys(I", k) —2

— k

bk
— k
evaly

E[H™H" —©", Hompys(I™, k)

Le k-point &() correspond a la composée des la ligne du bas et le k-point £(¢(7))
correspond a la composée de la ligne du haut. Comme le diagramme commute on a bien

d(€(7)) = &(d(7))- O

Dans la suite de la preuve on notera encore () la classe de conjugaison de n-
uplets semisimples de H™(k) associée par (13). Soit (g1,...,9n) € &(7), on notera
n(y) = min(dim(P)) ou P parcourt I’ensemble des R-paraboliques de H qui contiennent
A(g1,-.-,9n). Comme H est lui méme un R-parabolique qui contient A(gi,...,gn), n(7)
est bien définit et on a n(y) < dim(H).

Posons de plus N = sup,,>1 ,ern 2(7) et pour (g1,...,9,) € H"(k),Z(g1,...,9n) =
Zpo(A(g1,---,9n)) - Soit § = (01,...,0,) € ™ et g € £(J), on dira que § est un n-uplet
minimal s’il vérifie les conditions suivantes :

(i). n(d) = N.

(i3). Pour tout n’ > 1 et n/-uplet & € T satisfaisant 1 et h € £(0), on a dimZ(h) >
dimZ(g).

(i31). Pour tout n/ > 1 et n/-uplet & € I' satisfaisant 1 et 2 et h € £(¢'), on a
#mo(Z(h)) = #m0(Z(g))-

Lemme 6.4. Soit § = (01,...,6,) € I'™ et g = (g1,...,9n) € &€(9), tels que § soit un
n-uplet minimal. Pour tout v € T il existe un unique g € H(k) tel que (g1,...,9n,9) ap-

partienne ¢ £(d1,...,0n,7). On a de plus Z(g1, ..., 9n) = Z(g1,- .-, 9n,9g) €t (01,...,0n,7)
est un (n + 1)-uplet minimal.

Démonstration. Existence de g. Soit (hi,...,hn,h) € &(61,...,0,,7). On montre que
(h1,...,hy) a une orbite fermée dans H™ ce qui est équivalent par le théoréme 4.14 au
fait que A(hq,...,hy) soit H-cr (au sens de Richardson).

Soit P un R-parabolique de dimension n(d1,...,d,,7), qui est minimal parmi ceux
qui contiennent A(hy,...,hy,h). Comme (hy,...,hy, h) a une orbite fermée dans H" 1,
par 4.14, A(hy,...,hy,h) est H-cr et est donc contenu dans un R-Lévi Lp de P. En
particulier A(hi,...,h,) C Lp, soit @ C Lp un R-parabolique de Lp minimal (sans
hypothése sur la dimension de ) contenant A(hi,...,h,). Soit Ly un R-Lévi de @
et ¢ le morphisme Q — Lg, notons h, = c(h;) pour ¢ = 1,...,n les images dans Lq
des h;, alors par la propriété 4.6, A(h},...,h;,) C Lg est Lg-irréductible (au sens de
Richardson) et donc par 4.2 il est H-cr.

De plus (R},...,h]) est au dessus de £(0), en effet (h},...,h]) = ca(h1,...,hy)
ot A € Y(Lg) tel que Lg = Ly et Q = Py dans Lp. Or pour tout t € Gy, (k),
At)(h1, ..., hp)A(t™1) est au dessus de £(0) et donc le morphisme G,, — H"//H°
est constant, il admet donc une unique extension a Al et Iimage de 0 est Iimage de
ex(hy, ..., hl). Ainsi (), ..., Rh)) € &(9).
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Alors @) contient un représentant de (), il en est de méme pour QR,,(P) qui est un
R-parabolique de H par la propriété 2.11, donc

n(0) = N <dimQR,(P) < dim P = n(dy,...,0n,7) < N.

Ainsi QR,(P) C P sont des R-paraboliques de H de dimension N, on en déduit que
(QR,(P))? = PY et donc Ry, (QR.(P)) = Ru(P) et par 2.11 R, (Q) = {e} donc Q est un
groupe réductif (non connexe) et en particulier un R-Lévi de Lp. L’application ¢ définie
précédemment est alors l'identité sur Q = Lg et donc h; = h] pour i = 1,...,n. Alors
(hi,...,hy) a une orbite fermée dans H™.

Par le lemme 6.3, (hi,...,h,) est au dessus du point £(0) € H"//H°(k) et donc
comme son orbite est fermée (hi,..., h,) € £(9) (au sens classe de conjugaison). Ainsi
(g15---,9n) = x(h1,...,hp)x~! pour un € H°(k), on pose alors g = whz~!, ce qui
montre ’existence.

On obtient en particulier que (01, ..., d,,7) vérifie 1.

Unicité de g. Supposons qu’il existe ¢ € H(k) tel que (g1,...,9n,9") appartienne
a &(61,...,0n,7), alors en particulier il existe y € HY(k) tel que (g1,...,9n,9) =
(91, 9n,9)y~ L. Alorsonay € Z(g1,- . ., gn), il suffit donc de montrer que Z(g, - - - , gn)
Z(g1;5 - 9n: 9)-

OnaZ(gi,-- - 9n.9) C Z(g1,---,9n), comme (g1,...,9n,g) verifie 1, par la condition
2, dimZ(g1,...,9n) < dimZ(g1,...,9n,g) et les dimensions coincident.

Montrons alors que Z(g1,...,gn,9)°(k) = Z(g1,...,9n)° (k). Comme on ne regarde
que les k-points, il suffit de montrer 'égalité Z(g1, . .., gn)%y = Z(g1, - - -, gn, 9)%q. Ce sont
deux k-schémas réduits et irréductibles car connexes car Z(g1, . . ., gn, 9)° et Z(g1, ..., gn)°
sont des groupes algébriques par le théoréme 1.4. Le lemme suivant permet de conclure.

Lemme 6.5. Soiti: X — Y une immersion fermée entre deux schémas affines , intégres
et de type fini sur k de méme dimension. Alors i est un isomorphisme.

Démonstration. Notons X = Spec(A/I),Y = Spec(A) out A est une k-algébre de type
finie et I C A un idéal. Le morphisme ¢ correspond a la projection A — A/I, notons
de plus I = (f1,..., fr) une présentation de I et supposons fi # 0, alors comme A est
intégre et par le Hauptidealsatz, dim(A/(f1)) = dim(A) — 1, donc dim(A/I) < dim(A)
ce qui contredit ’hypotheése dim(A) = dim(A/I) et donc f1 = 0. On a donc I = (0) et
X=Y. L]

Comme pour tout groupe algébrique K,mo(K) = mo(Kyeq) le morphisme induit
70(Z(g1, -y 9n,9)) — mo(Z(g1,--.,9n)) est injectif et par la condition 3 il est surjec-
tif. Alors Z(g1,...,9n) = Z(91,-..,9n,g) ce qui prouve 'unicité de g.

On observe de plus que (01, ...,0,,7) verifie aussi 2 et 3, ce qui finit de prouver le
lemme. O

Fixons un n-uplet minimal 6 = (61,...,0,) € '™ et (g1,...,9n) € £(0), alors 'appli-
cation p: v € I' — g € H(k) est une application bien définie.

Lemme 6.6. L’application p ainsi définie est un morphisme de groupes.
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Démonstration. Soit v,y € T par le lemme il existe un unique g € H(k) tel que
(91, 9n,9) € €(01,...,0pn,7) et (01,...,0n,7) est un (n + 1)-uplet minimal, donc il
existe un unique ¢’ € H(k) tel que (g1,.--,9n,9,9") € £(1,...,0n,7,7). En particulier
p(v) = g, on va montrer que (g1,...,9n,9") et (g1,---,gn, g9 ) ont des orbites fermées ce
qui montrera que p(y') = ¢', p(vY') = gg’ et donc p(v)p(v') = p(v7")-

Soit P un R-parabolique de dimension N minimal parmi ceux qui contiennent A(gy, . ..
soit Lp un R-Lévi de P contenant A(g1,...,9n,9,9) et @ un R-parabolique mini-
mal de Lp contenant A(g1,...,9n,9") (vesp. A(g1,--.,9n,99")), comme précédemment,
QR,(P) est un R-parabolique de H contenant A(gi,...,gn) et est donc de dimen-
sion N et R, (QRy,(P)) = Ry(P) donc R,(Q) = {e}. Alors @ est un R-Lévi de Lp
contenant A(g1,...,9n,9) (resp. A(g1,-..,9n,99")) et tel que A(g1,...,9n,9") (resp.
A(g1,- .-y 9n,99) est Q-irréductible donc par 4.2 A(g1, ..., 9n, 9’ ) (resp A(g1,---,9n,99"))
est H-cr ce qui conclut la preuve. O

Lemme 6.7. Soit p le morphisme défini précédemment, alors tr(p) = ©.

Démonstration. Soit f € k[HT]HO, et v = (v,...,7%) € I'", il suffit de montrer que

O™ (), sw) = flp(n)s-- - p(yr)). On a d'une part f(£(7)) = ©"(f)(7) sous
lidentification A'(k) ~ k. D’autre part notons 7 : H" — H"//H" la projection, on a

I 9,9)

tr(£)(v) = f(p(n),-..,p(7)). Comme f est invariante sous HO(k), on a f(p(71),...,p(7)) =

f(W(P("h), ce ,p(’yr)))

L’argument du lemme 6.6 montre que les uplets d et (g1, ..., g,) € £() et (91, .., n,71)

et (g1,...,9n,p(71)) engendrent le méme morphisme p. On a alors par un itération de
l’argument que (gl, s 7gn7p(71)7 s 7/)(77‘)) € 5(577) o

_ Linclusion {n+1,...,n+7r} < {1,...,n+7} induit un morphisme f € k[H"]"" —
fe K[H"H ou f(z1,....%n 1, ) = f(y1,...,yr) (vue comme fonction sur

H™T). Et par le lemme 6.3 le diagramme suivant est donc commutatif :
(p(M), -5 p(w)) € H' (k) ————— & € (H"//HO)(k)

\

) Al (k)
L
(91, 90 p(11), -, p(r)) € H™T (k) —— &y € (H™T//H) (k)
Ce qui montre que
O"(f)(v) = fEMm)

= f(m(g1s -+ gnsp(11), -, ()

= flp(n)- -+, p() = tr(£) (7).
Ce qui prouve le lemme et en particulier que 7(p(71), ..., p(%)) = £(7). O
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Lemme 6.8. Soit p le morphisme défini précédemment associé a4 § = (d1,...,0,) € I
et (g1,..-,9n) € £(0). Alors g; = p(6;) pouri=1,...,n.

Démonstration. On a p(d;) = g; ssi (g1,- .-, 9n, gi) a une orbite fermée ssi A(g1, ..., gn, gi)
est H-cr. Or A(g1,...,9n,9i) = A(g1,...,9n) qui est H-cr car (g1,...,9n) € £(9). O

Lemme 6.9. Soit v = (71,...,%) € I'" un r-uplet, alors v peut étre complété en un
r'-uplet minimal.

Démonstration. En effet soit § le n-uplet minimal utilisé dans les preuves précédentes
alors (6,7) est minimal. O

Lemme 6.10. Soit p le morphisme défini précédemment et ¢ : I' — H (k) un morphisme
de groupes H-cr et tel que tr(¢) = © = tr(p), alors p et ¢ sont conjugués par un élément
de HO(k).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Z(p(0)) = Z(p(T")) en effet dans la dé-
monstration du lemme 6.4 on a vu que pour tout élément v € T' on a Z(p(d)) = Z(p(6,7)).
On a nécessairement Z(p(I")) C Z(p(9)) et si h € Z(p(0))(k) alors pour tout v € T'jh €
Z(p(8,7)) donc hp(y)h~" = p(y) et h € Z(p(T))(k).

Soit v = (Y1,...,7%) € I'" un r-uplet tel que ¢(T') C P (resp. L) un R-parabolique
(resp. R-Lévi) de H si et seulement, si ¢(y1),...,0(y) € P (resp. L), un tel r-uplet
existe par la proposition 2.15. On peut alors compléter v en (d,7) un r’-uplet minimal
et (9,7) € P ou L ssi ¢(I') C P ou L. Notons (t1,...,t) = ¢(d,7), alors A(ty,...,tm)
est H-cr et donc (t1,...,t-) a une orbite fermée. En particulier ¢(9,7) est au dessus de
£(8,7) et #(d,7) est conjugué a p(d,~) par un élément de x € H°(k). Comme Z(p(5)) =
Z(p(I')) = Z(p(y,0)) car (J,7) est minimal, p et ¢ sont conjugués par x. O

Etape 2 : Fonctorialité
Soit 7 : Hi — Ho un morphisme de groupes réductifs.

Lemme 6.11. Pour tout n > 0,7 induit un morphisme k[H3H2 — k[HTHT.

Démonstration. Soit f : H} — A! un élément de k[H5]72 alors for : HP — Al est
invariant par HY. Il suffit de vérifier ceci sur les k-points de Hy, soit h € HY(k) et g € H}
alors f(7(hgh™')) = f(r(h)T(g9)7(h"1)) = f(7(g)) car 7(h) € HJ. 0

De plus ce morphisme est la factorisation de la composée suivante : k[HﬂH? C
K[H?] — k[HY] ou la deuxiéme fleche est 7. Ainsi le morphisme k[HP]H? — k[Hy]H2
est naturel et donc 7 induit un morphisme de FFS-algébres k[H;]71 — k:[HQ}HS. Ainsi
a tout pseudocaractére © € Pcharg(I', Hy),© o 7 est un élément de Pcharg (I, Hy) ou
7 désigne ici le morphisme de FFS-algébres précédent, on notera encore 7 I'application
Pchary (T, Hy) — Pcharg (T, Hs).

Soit p : I' — Hi(k) un pseudoreprésentation Hi-cr de I'; alors (7 o p)** une semisim-
plification quelconque de (7 o p) est un pseudoreprésentation Ho-cr de T.

Lemme 6.12. On a tr((7 0 p)**) =tr(p)oT.
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Démonstration. Par 5.13, tr((7 o p)**) = tr(r o p). Soit f € k[HJ]™2 et v € I"™ alors

Ce qui prouve le lemme. O
Corollaire 6.13. Toutes les semisimplifications de T o p sont conjuguées par HY (k).

Démonstration. Deux semisimplifications on la méme trace par 5.13 et donc sont conju-
guées par premiére partie du théoréme. ]

Ainsi I'application
Rep(l—" Hl) - Rep(r> HQ)
[p] = [(7 0 p)*]
est bien définie. En particulier le diagramme suivant commute :

Rep(T', H)) —%—— Pchary (T, Hy)

! J+
Rep(T', Hy) ——%— Pchary (T, Ho)
ou les deux fleches verticales sont les fleches induites par 7 et décrites précédemment.

Cet énoncé montre que tr : Rep(I', H) — Pchar(I", H) est fonctorielle en H.

Fixons maintenant H un groupe réductif et o : I'y — I's un morphisme de groupes.
Alors « induit deux applications encore notées «,

Rep(F27 H) — Rep(rla H)
[p] = [(poa)”]
Pchary(T'e, H) — Pchary(I'y, H)
O —a*o00.

ou o est l'application Hompps(I's, k) — Homp,s(I'y, k) induite par a.

On vérifie comme précédemment que tr(p o a) = a* o tr(p) ce qui montre que le
diagramme suivant commute :
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Rep(Ty, H) ——~— Pchary(T'y, H)

o| lo

Rep(T'y, H) ——*—— Pchary(I', H)

En particulier tr est une équivalence entre les bifoncteurs Rep et Pchary. ]

6.2 Algébricité

Soit k un corps algébriquement clos, on fixe I' un groupe algébrique lisse, on peut
appliquer le théoréme de Lafforgue 6.2 a I'(k), on obtient alors une équivalence entre les
pseudocaractéres de I'(k) a valeur dans H et les classes de conjugaison de morphismes
H-cr, p: I'(k) — H(k), on souhaiterait que p provienne d’un morphisme de schémas en
groupes I' — H.

Comme T est lisse un morphisme de schémas I' — A! est entiérement déterminé par
I'application T'(k) — k ~ Al(k), et donc on peut voir |I"] € Homg,s(I'(k)', k) comme
une inclusion de FFS-algébres.

Définition 6.14. Un pseudocaractére est algébrique s’il est a valeur dans la sous FFS-
alegbre k[I'].

Théoréme 6.15. Soit © un pseudocaractére de I' dans H et p(k) : T'(k) — H(k) une
pseudoreprésentation H-cr au sens de Richardson de trace O,

(7). S’l existe un morphisme de groupes algébriques p : I' — H qui engendre p(k) sur
les k-points alors © est algébrique.

(77). Sicar(k) = 0, et © est algébrique alors il existe un morphisme de groupes algé-
brique p : T' — H tel que p induit p(k) sur les k-points.

(7i1). Sicar(k) =p > 0 alors il existe un r > 0 et un morphisme de groupes algébriques
r®) — HP) de trace ©P") on ©") désigne le morphisme de Frobenius x — zP" .

Démonstration. La preuve repose sur la démonstration de Lafforgue du théoréme 6.17.

Soit ©® un pseudocaractére algébrique de I' dans H, alors par le théoréme de Lafforgue,
en fixant un n-uplet minimal 6 € I'(k)™ et (g1, ..., gn) un point au dessus de £(d) dont la
HY orbite est fermée, il existe un unique morphisme de groupe H-cr au sens de Richardson
p(k) : T'(k) — H(k) tel que p(d) = (g1,-.-,9n). On souhaite discuter de l'existence
d’un morphisme f : I' — H tel que f(k) = p(k), comme tous les schémas en jeu sont
affines et lisses sur k, si ce morphisme existe, il est unique. De plus comme ['application
I'(k) — H(k) est un morphisme de groupes, s’il existe un morphisme de schémas I' — H
qui engendre p(k) alors c’est un morphisme de groupes algébriques. Il suffit donc de
montrer que p(k) provient d’un morphisme de schémas.

Cas o car(k) =0

On note C(6) = Zgo(p(d) et D(0) = Zy(C(9). Comme on est en caractéristique 0 ce
sont des groupes lisses. De plus comme le n-uplet 4 est minimal C(J) = Zgo(p(T'(k))) et
comme p(I'(k)) est H-cr au sens de Richardson et donc c¢’est un groupe réductif et donc
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linéairement réductif (caractéristique 0) et donc D(6) est réductif (et aussi linéairement
réductif).

Clairement le morphisme p(k) est a valeur dans D(6) il suffit donc de montrer qu’il
existe un morphisme d’algebres k[D(9)] — k[I'] qui engendre p(k).

Notons

q: k[H"TH 5 k[D(5)]
f=d—= flgr,---,9n,d))

Comme dans la preuve de Lafforgue on montre que ¢ est surjectif, en effet ¢ est la
composée des deux morphismes :

(4).

(i4).

Le morphisme i : k[H"t1H° — k[H//C(6)], f = (9 = F(g1,--- gn,g) ol
C(d) agit par conjugaison sur H et en particulier comme C(0) est réductif on
a k[H//C(8)] = k[H]®®) . Premiérement cette fleche est bien définie, vérifions
que pour f € k[H”+1]HO, g — f(g1,---,9n,9) est invariante par C(¢), soit A €
C()(K) on a Ai(1)(g) = F(g1r- - gm MA) = FOA (g1 - g) A A =
F("Yg1, -, 90N 9) = f(g1,- .-, 9n,g) par définition de C(§) et car f est inva-
riante par H. Notons j : H — H""' h s (g1,...,gn, h) le diagramme suivant
est commutatif.

jiH H™

H//C(§) ———— H™'//HO

orbite de (g1, . . ., gn) est isomorphe & H?/C(§) (les classes a droites pour 'action
de translation) et donc par le lemme suivant l'image de (g1,...,9,) X H dans
(H"//H) est (H//C(J)) ce qui montre que i est une immersion fermée et
donc surjectif.

Lemme 6.16. Soit G un groupe abstrait et L et N deux ensembles sur lesquels
G agit, on suppose que G agit transitivement sur L et on fivze | € L alors il existe
une bijection qui ne dépend que de l, f;: (L x N)/G ~ N/ Stabg(l)

Démonstration. Comme 'action sur L est transitive les orbite de L x N pour
l'action de G sont représentées (de maniéres non unique) par les couple (I,n),n €
N. Deux tels couples (I,n1) et (I,n2) sont dans la méme G-orbite si et seulement
s’il existe g € Stabg(l) tel que g.n1 = ng. Ainsi 'application f; : (L x N)/G —
N/ Stabg(1), (I,n) — n est une bijection, elle ne dépend que de I. O

Le morphisme k[H]©®) — k[D(5)] obtenu en considérant le morphisme k[H] —»
k[D] correspondant a l'inclusion D < H et en prenant les parties invariantes par
C(0), comme on est en caractéristique 0 le foncteur A — A®() est exact de la
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catégorie des k-modules munies d'une action de C'(0) vers les k-modules. Et donc
la fleche k[H]C©) — E[D(8)] est surjective car C(8) agit trivialement sur D(§).

L’application k[H"TH" — k[T), f — (v — ©"FL(f)(4,7) se factorise par ¢ car
O™ (£)(8,7) = f(p(d,7)) et le diagramme suivant est commutatif :

k.[HrrH]HO k‘[F]

X» /
k[D(9)]

Comme ¢ est surjectif le morphisme induit par p de k[D(0)] — Hompgns(I', k) est &
valeur dans k[I'] et induit bien p(k).

Cas ou car(k) =p

On reprend le cas ou car(k) = 0 en faisant les modifications nécessaires : on ne
considére plus les sous groupes C(0) et D(6) mais C(§)red €t D(8)red, comme lorbite
de p(9) est fermeée, C(0) est donc géomeétriquement réductif et C(d)eq est réductif mais
pas linéairement réductif. On ne peut & priori pas discuter de la réductivité de D(d)
(remarquons cela n’est pas utilisé dans la partie caractéristique 0).

Le morphisme ¢ est défini de la méme maniére mais n’est plus surjectif. En effet
c’est toujours la composée des morphismes (i) et (i) précédents, le premier est toujours
surjectif (on n’utilise pas la caractéristique 0) mais le deuxiéme est seulement universel-
lement adéquat et donc on en déduit de la méme maniére ’existence d’un morphisme de
groupes algébriques I'®") — H®") qui engendre p®"). O

6.3 Continuité

Théoréme 6.17 (|[BHKT16], Proposition 4.7). Soit I un groupe topologique, k un corps
topologique algébriqguement clos et p : T' — H(k) une pseudoreprésentation H-cr et
tr(p) = © : alors

(i

). Si p est continue alors © est continue.
(13). Si k est de caractéristique 0 et © est continue alors p est continue.
).

(7i1). Si k est discret, ' profini et © est continue alors p est continue.
Démonstration. Supposons p continue et soit f € k[H")" alors tr(p)(f) : I — k est
une composée d’applications continues et est donc continue.

Pour le deuxiéme point on reprend la preuve de [Laf12] pour la continuité, c’est essen-
tiellement le méme argument que pour le théoréme 6.15, comme on est en caractéristique
0 le morphisme ¢ défini dans la preuve de 6.15 est surjectif et le diagramme suivant est
commutatif :

E k,[HnJrl]HU C(T, k)
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ou C(I', k) désigne I'ensemble des fonctions continues de I' dans k.

Pour le troisiéme point, adaptons la preuve de [BHKT16| pour le cas H non connexe
et k discret. Soit fi,...,fr € kK[H"”" une famille génératrice de k[H")¥" comme k-
algeébre et soit 6 € I'™ un n-uplet minimal. Les applications v — tr(p)(f;)(d,7) sont
continues, comme k est discret, il existe un ouvert normal N de I' tel que pour tout v €
N, fi(p(8,7)) = fi(p(7),eq) pouri=1,...,r et donc pour tout f € k[H"H’, f(p(5,~)) =
f(p(7),em) cette condition impose que p(y) = em et donc le morphisme I' — H(k) se
factorise par un quotient fini de I' et est donc continu. O

Remarque 6.18. Si car(k) = p et © est continue comme dans le théoréme 6.15, il existe
r > 0 tel que p®") soit continue.

6.4 Rationalité

Théoréme 6.19. Soit k un corps, k® une cloture algébrique, T' un groupe abstrait et H
un groupe réductif sur k. Soit © un pseudocaractére o valeur dans k et p : I' — H(k®)
une pseudoreprésentation associée a4 Oa le pseudocaractére obtenu en composant © avec
Vinclusion k C k%, alors il existe une extension finie k' de k telle que p soit & valeur dans

H(K').

Démonstration. Soit § € I'™ un n-uplet minimal associé au pseudocaractére Oga, (g1, ..., 9n) €
H"(k*) ayant une HO orbite fermée et p : I' — H(k®) le morphisme tel que p(&;) = g;.
Alors il existe une extension finie k’/k tel que (g1,...,9n) € H™(K'). Soit Gy le groupe
de Galois absolu de &’.

Soit v € T, par construction, p(y) est 'unique élément de H (k%) tel que (g1, - .., gn, p(7))
ait une orbite fermée, et par unicité ce (n+1)-uplet est Gy invariant, il est par conséquent
défini sur &’ ainsi p(T') C H(K'). O

6.5 Intégralité

Théoréme 6.20 ([BHKT16], Thm 4.8). Soit E une extension finie de Q;, T' un groupe
profini et H un groupe réductif défini et déployé sur Op, on suppose que mo(H) existe
est constant au dessus de Og. Soit p: T — H(Q;) une pseudoreprésentation absolument
H-cr et continue, alors il existe E'/E une extension finie de E telle que p soit & valeur

dans H(Opy).

Démonstration. Comme précédemment cette preuve est calquée sur [BHKT16| avec les
modifications nécessaires pour traiter le cas ot H est non connexe. Par 6.19, il existe une
extension finie E'/E telle que p soit a valeur dans H(E'). Comme H est toujours défini
sur O on peut supposer que £ = E'.

On note L C H(FE) le sous groupe des éléments [ tel que pour tout caractére
x € X(H), x(I) € O%. On note DH" le groupe dérivé de H® et B(DH", E) 'immeuble
de Bruhat-Tits de DH? sur E, le groupe H(FE) agit par morphismes simpliciaux sur
B(DH, E) et les sous groupes compacts maximaux de HY(E) sont les stabilisateurs
dans L de sommets dans B(DH? E). De plus il existe un unique point hyperspécial
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y € B(DH, E) tel que Staby () = H°(Og). Par unicité et comme H°(Og) est caracté-
ristique dans H(Og), H(OF) fixe x et H(Op) est un sous groupe compact maximal de

Par [Lar95] 2.2, pour toute extension finie E' de E, il existe un morphisme ip /p
B(DHY,E) — B(DH", E') qui est H(E) C H(E') équivariant. Par unicité du point y,
on a encore Staby, ., (ig//p(y)) = H(Op/).

Le groupe I étant profini, il est compact et agit par p sur B(DH", E') par morphismes
simpliciaux et comme p est continue, l'image p(I') est bornée au sens de [Tit79] 2.2.1, et
par [Tit79] 2.3.1, il existe un point fixe z € B(DH, E) & l'action de T, alors comme T
agit par morphismes simpliciaux, la face F; qui contient x est stable par I' et donc T fixe
lisobarycentre z de Fy. Par [Lar95] 2.4, il existe une extension finie E’ de E totalement
ramifiée telle que igr/p(2) soit hyperspécial. Les points hyperspéciaux de B(DH°, E")
sont conjugués par H(E") pour E” une extension finie de E’. Soit h € H(E") tel que
ignp(y) = hign/p(z) alors hph~! fixe igr/p(y) et done p(I') C Staby,,, = (igr/p(y)) =
H(Opgr) ce qui prouve le théoreme. O

6.6 Coefficients Artiniens

Le but de cette section est de généraliser le théoréme 4.10 de [BHKT16| au cas ou H
est non connexe.

Soit E C Q; une extension finie de Q;, " un groupe profini. On note k le corps résiduel
de O et k% une cloture algébrique de k, soit H un groupe réductif déployé et défini sur
Op. Soit p: I' — H(k) une pseudoreprésentation absoluement fortement Hj-irr et © le
pseudocaratére associé.

Définition 6.21. On définit deux foncteurs de déformation de p et ©, étant donnée une
k-algébre artinienne locale A on note g4 : A — k le quotient par 'idéal maximal de A.
Def; : Co — Ens

A A{[pl,p: T — H(A),qa(p) = p}
Defg : Co — Ens

A+ {0 € Pchara(T', H), qa(©) = 6}
ot [p] désigne la classe de conjugaison de p par le groupe Ker(H°(A) — HO(k)).
Comme précédemment on étend au cas non connexe la preuve de [BHKT16].

Théoréme 6.22 ([BHKT16|, 4.1). La transformation naturelle tr : Def; — Defg est un
isomorphisme de foncteurs.

Démonstration. Notons H% = H°/(Zyo(H)), alors Paction par conjugaison de H® sur
H" induit une action de H%% sur H" (ce sont tous des Op-schéma en groupe réductifs).
On note X,, = H" et Y,, = Xn//HO";d comme dans 3.24 et 7 : X, — Y}, la projection.
Soit A € Co et © Defg(A) on construit un relévement de 5 qui a pour trace ©. Soit
0 =(d1,...,0n) € '™ un n-uplet minimal pour O« comme dans la preuve de 6.2. Notons

41


Jef


Jef



h = (h1,...,hy) =p(0) alors Z%’,ad = {e}. Toujours comme dans la preuve de 6.2, O™ et
0 determinent un A-point de Y, par

O[H"H"™ = Hompy (I, A) 22, 4 (15)

On notera encore un tel point £g(d). De plus comme ga(0) = (0), qa(ée(d)) =
£5(0) € Yy, (k) et en particulier {g(d) € Y " (A).

Par le théoréme 3.25, comme § est minimal, 'orbite de h dans H" est fermée et
Zgo(h) = Zyo(p) = Zyo(H) et est donc trivial dans H%, ainsi X" /H0adV = y,/ "M
et m(h) = &5(9). 11 existe donc un relévement de {g(d) dans X"M(A), soit (g1,...,gn)
un tel relévement, en particulie si (g1, ...¢,) est un autre relévement, ils sont conjugués
par un élément de H%V(A) = Ker(H°(A) — HO(k)).

Soit v € T, on définit maintenant p(v), posons h' = (hy,..., hy,p(7)) € Xpt1(k),
on a une fléche naterelle X,,.1 — X,, qui oublie la derniére composante. Le diagramme
suivant est alors commutatif :

n e Xn+1(k7) _—> W(h/) S Yn+1(k3)

| |

h e X,(k) ———— 7(h) € Y,,(k)

Et le diagramme de foncteurs suivant est alors commutatif :

V,h' v, (h")
Xn—i—l Yn+1

! !

Lemme 6.23. Le diagramme précédent est cartésien.

Démonstration. On utilise uniquement le fait que X, et X, 11 sont des H 0.0d torseur an
dessus de Y}, et Y,,11. Soit Z € Fonct(Co,Ens) et p : Z — X,\{’h et q: Z — anjrq(h) tel
que le diagramme suivant commute.

q
“ /_\
V,h' v,m(h")
P Xoht — Yaa

| I

X’r\l/,h Yn\/,ﬂ'(h)
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Soit A € Cop et © € Z(A), comme ¢(x) € an_ﬂ(h/)(A) = XXJrhl/ (A)/Ho’dd’v(A), il existe

un relevement 2’ € X;/jrhll(A) de g(x). Soit z l'image de 2z’ dans X,V,h(A), comme z et

p(x) s’envoie sur le méme point dans Y,V, (h), ils sont conjugués par H%*%V(A). Donc
quitte & conjuguer 2/, on peut supposer que z = p(z).

Soit z” un autre relévement de ¢(x) tel que son image dans X,,V, h(A) soit p(z), alors
2" et 2" sont conjugués, comme l'action sur X,,V, h(A) de H%%%V (A) est libre I'élément qui
conjugue 2’ et 2 est trivial et 2/ = 2”. Cela définit une application [ : Z(A) — XL_hll (A)
et celle-ci est fonctorielle en A. De plus toute autre telle application I’ coincide avec [ par
le méme argument. O

Lemme 6.24. II existe un unique relévement de h' a X, 11(A), on le note (g1,...,9n,9).

Démonstration. Soit Z : Co — Ens le foncteur suivant Z(A") =0si A’ # Aet Z(A) =

YV,Tr(h

*
/
un ensemble & un point. On définit les transformations naturelles suivantes : Z — Y, 7 )

qui envoie Z(A) sur £o(8,7) et Z — X" qui envoie Z(A) sur h. Alors le diagramme
suivant commute.

‘A’;‘(

V,h' V,m(h)
Xn+1 Yn+1

! J

XT\L/JL Y'T;/ﬂr(h)

Il existe donc un unique morphisme Z — X;{fll , notons x € X,41(A) 'image de
Z(A), on note x = (z1,...,Zn,x). Par la commutativité du diagramme précédent on a
(x1,...,2n) = (g1,---,9n), ce qui prouve le lemme. O

Cela défini une application p: I' = H(A),y — g.
Lemme 6.25. L’application ainsi définie est un morphisme de groupes, [p] € Def5(A)
et tr(p) = O.

Démonstration. Par construction p est un relévement de p. Vérifions que p est un mor-
phisme de groupes, notons hy = (hi,...,hn, p(7Y')) €t hy = (h1,... hn, p(7), (7))
alors le diagramme suivant est commutatif ot o désigne la multiplication des deux der-
niéres composantes les deux autres fleches verticales ’oubli de la derniére composante :
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V,h V,Tl'(h /)
VY s vy
n+2 Yn+2

! J»
V,h, 1 Vﬂ'((h

hyy
Xn+1 Yn+1

! l

XX,}L Yn\/,ﬂ'(h)

X

')

Les trois carrés sont cartésiens par le méme argument que le lemme 6.23, alors le re-
levement dans X, 12(A) de (g1,.--,9n) st (g1,---,gn, P(7), p(7')) et celui dans X, 11(A)

est (g1,-- ., 9n, p(77')) ce qui montre que p(vY') = p(v)p(7').
Montrons enfin que tr(p) = ©, soit k > 0, vy € T*, f € O(Y}), on note f* € O(Yy11)

'application définie par f*(x1,...,%nek) = f(Znits ..., Tnek). Alors pour tout v € T*,
f*(€a(d,7) = O(f)(7) et le diagramme suivant commute :

/

yerk

\ /
Xnik(A) —— &o(d,7) € Ynyk(A)

La fleche T* — X,,,1(A) est donnée par v = (g1, .., Gn, p(71), - -+, p(7%))- La com-
posée des fleches du haut donne tr(p)(f)(7) et celle des fleches du bas donne f*(£g(4,7))
ce qui montre alors que tr(p) = O.

O

Par le lemme 6.25, I'application tr : Def; — Defg est surjective. L'unicité dans le
lemme 6.24 montre que p ne dépend que de © et (g1,...,9n) € XX’h(A) or le choix
d’un autre n-uplet (g1,...,9n) revient & conjuguer par un élément de Ker(HO"{d(A) —
Ho’a}l(k:)) et donc la classe [p] ne dépend que de © ce qui montre l'injectivite. O
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7 Espace des représentations

7.1 Espace des pseudocaractéres

Soit k£ un anneau, I un groupe abstrait et H un schéma en groupe plat de présentation
finie sur k.

Théoréme 7.1. Le foncteur

Pchar(I', H) : k — Alg — Ens
R+ Pchar(T", H)(R)

est représenté par le schéma ,aussi noté Pchar(T', H) = limppg/r Spec(k[H!|H") 0a FFS/T
est la catégorie dont les objets sont les objets de FES muni d’un morphisme de monoide
vers I' et les morphismes sont ceux qui commutent au morphisme structural vers I

Démonstration. On montre qu’il y a une bijection naturelle entre les morphismes de
FFS-algébres © : k[H ']HO — Hom(I, R) et les morphismes d’algebres © : colimppgr
K[H']"’ — R, cela montre que les Pchar(I', H) et le foncteur de Yoneda du schéma
Pchar(T', H) sont isomorphes et cela prouve le théoréme.

Soit © un pseudocaractére a valeurs dans R, on construit un morphisme ¥(O) :
colimppsr k[H']* — R et soit ¢ : FS(I) — I’ un objet de FFS/T, on peut voir ¢
comme un élément de T,

La composée evaly 0O! : k:[HI]HO — R est un morphisme de k-algébres. Soit ¢’ :
FS(J) — I' un autre élément de FFS/I" et A : FS(I) — FS(J) un morphisme de FFS/T.

Notons f, : k[H*]H * les morphismes induits par ¢ et ¢/ pour x = I, J, alors \ induit
un morphisme (encore noté A) k[H']H’ — k[H7]"". On vérifie de fy o A = f7. Soit
z € k[H)H" on a

I
@

T(\2))(¢)
= 0/(x)(¢'(N))
=0/(2)(¢)
= fi().
Par la propriété universelle des colimites les morphismes f; pour I € FFS/T" induisent

un morphisme ¥(0) : colimppg/p k[H']H® — R. La naturalité de ¥ en R est immeédiate.
I]HO

f1(A())

~

Soit © : colimppg 1 k[H — R un morphisme d’algébres, construisons un pseudo-
caractére de I' dans H. Soit I un objet de FFS on construit d’abord un morphisme de
k[HI}HO — Hom(I'! | k), soit ¢ € I'| on peut voir ¢ comme un morphisme FS(I) — T et
donc comme un élément de FFS/T".

La composée k:[HI]HO — colim k‘[H‘]]HO O, R definit une application fg. On pose
alors ®(©)! : kK[H!|H" — Hom(I'!, R) Papplication définie par z — (¢ — fs(x)). Comme
pour tout ¢, fy est un morphisme d’algebres, ®(0)! est un morphisme d’algébres.

45



Soit A : FS(I) — FS(J) un morphisme de FFS, on veut vérifier que ®(0©) est bien
un pseudocaractére, cela revient a vérifier la naturalité en I. Il suffit donc de montrer
que Ao ®(0) = ®(©)7 o . Soit ¢ € T et = € k[H]#°| comme le triangle suivant est
commutatif on a fyg)(7) = fg(A())

k[HI]HO Ixee)
A colim k[H/JH* —© R
k:[H‘]]HO
fo

On a alors

A(@(0))(¢) = 2(0) (A(¢))
= i) (@)
= f¢>( (2))
®(0) (A())(9)-

Ce qui montre que ®(0) est un pseudocaractére a valeur dans R. Il reste a voir que
® et ¥ sont inverses 'une de 'autre.

Soit © un pseudocaractere a valeurs dans R et soit W(©) le morphisme colimppg,r k[H
R construit précédemment. Soit I € FFS, ¢ : FS(I) — I un objet de FFS/T et
z € k[H')1" alors on a

©(2(0))(2)(¢) = fs(x)
HO v(O)

ol fs est le morphisme composé k[HI]HO — colimppg)r E[H')H" —= R mais par
définition de ¥(©) le morphisme f, n’est que ©f(z)(¢) ainsi on a

®(¥(0)) (2)(¢) = ©'(2)(®).
Ainsi @ o ¥ = id. Soit maintenant © : colimppg, k[H
vérifie que U(P(0)) = O.
Soit = € colimppg K[H']H alors il existe ¢ : FS(I) — T un objet de FFS/T et
y € k[H)H" tel que z = es(y) ol ey : k[HTH — colimppg 1 k[HT)H" Vinclusion définie
par ¢, alors on a

0 .
NH" 5 R un morphisme, on
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Ce qui achéve la démonstration.

7.2 Variété des morphismes

Soit k£ un anneau, I' un groupe abstrait et H schéma en groupe plat de présentation
finie sur £ muni d’un plongement H < GL,, (ce qui est vérifié dés lors que k est un corps
par exemple).

On définit le foncteur

Hom(T', H) — Ens
R — Homg, (', H(R))

Théoréme 7.2. Le foncteur Hom(T', H) est représentable par un schéma sur k.

Démonstration. On montre d’abord que Hom(I', GL,,)) est représentable. Notons GL,, =

Spec(k[X11,..., Xnn, m]), posons Hom(T", GL,,) = Spec k[X;’j, WMWF pour
» 1,5/

i,7 =1,....,n et v € I' et Ip est 'idéal généré par les éléments Xi = 0i; et Xz? —
2k szXg,j'

Soit R une k-algébre et p : Spec(R) — Hom(I', H)(R) un R-point de Hom(T', H)
alors par définition de Hom(T', H) cela revient a donner un élément p(y) € GL(R) pour
tout v € ' et par la description de It on a pour tout 7,0 € ', p(7d) = p(7)p(J) et p est
donc un élément de Hom(T', H)(R).

Réciproquement si p € Hom(I', H)(R) alors on définit un R-point de Hom(I', H) par

1
kX ———
[ A det(X’Zj)i:j

X;’/j = p(V)i,j

]/Ip — R

ol p(7)i,; désigne I’élément de coordonnées (7, j) dans la matrice p(7). Comme p est
un morphisme de groupes ce R-point est bien défini et ces deux procédés sont inverses
I'un de 'autre, ce qui montre le théoréme pour GL,,.

Soit H un schéma en groupe sur k£ muni d’un plongement ¢ : H — GL,. Notons
H = Spec(A) et A = Ek[X,, WXH)]/IH ou Iy est I'idéal définissant le plongement ¢.
Notons de plus Iy = (f1)icL (Comme on ne suppose pas k noethérien, Ix n’est peut étre
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pas finiement généré) et f; = fi(X; ;) est un polynéme a coefficients dans k. On pose
Iy Vidéal de k[Hom(I', GLy,)] défini par Iy, = (fl(XZj)leL. Enfin on pose Hom(T', H) =
Spec k[Hom(I', GLy)]/ >, cr LH -

Veérifions alors que Hom(I", H) représente le foncteur Hom(I', H) soit p: I' - H(R)
pour R une k-algébre, alors p est aussi a valeurs dans GL,,(R) et donc définit un R-point
de Hom(T", GL,,), comme pour tout v € I" on a p(vy) € H(R) C GL,(R) par définition
de Hom(T', H) le R-point défini par p est a valeur dans le sous schéma fermé Hom(T', H)
de Hom(I', GL,,). Réciproquement si p est un R-point de Hom(I', H) alors c’est un R-
point de Hom(T', GL,,) et donc il définit un morphisme p : I' — GL,(R) et comme le
p est & valeurs dans Hom(I', H)(R) pour tout v € I', p(v) € H(R) ce qui conclut le
théoréme. O

Théoréme 7.3. Le schéma Hom(T', H) est fonctoriel en T' et H, covariant en H et
contravariant en I

SiT" — T est surjective alors le morphisme induit Hom(T', H) — Hom(I"”, H) est une
immersion fermée.

Démonstration. Soit ¢ : I" — I' un morphisme de groupes, on définit une transformation
naturelle

Hom(T', H) — Hom(I", H)
(p:T = H(R) > ((po9) : T’ = H(R)).

Comme Hom(T', H) et Hom(I", H) représentent les deux foncteurs précédents cela
induit un morphisme de schémas Hom(I", H) — Hom(I", H). Etant donné la présentation
de la preuve précédente, le morphisme induit ¢’ : k[Hom(I", H)] — k[Hom(I', H)] est
décrit par

X% = X0 (16)

Comme ¢ est surjectif le morphisme ¢’ I'est aussi et donc Hom(T', H) — Hom(I", H)
est une immersion fermée.

Si ¢ : H— H' est un morphisme induit Hom(T', H) — Hom(T", H') est induit par la
transformation naturelle suivante

Hom(T', H) — Hom(I", H')
(p:T = H(R)) = ((pop): T" = H(R)).

Proposition 7.4. 55¢ Hom(I', H) est de type fini si T' est .
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Démonstration. Par la description donnée dans la preuve du théoréme 7.2, si I' est de
type fini alors il existe un morpshime surjectif FS(I) — I' pour I un ensemble fini. Alors
le morphisme induit Hom(I', H) — Hom(FS(I), H) est une immersion fermée par 7.3 et
donc Hom(FS(I), H) est de type fini, ainsi Hom(I', H) l'est aussi. O

Remarque 7.5.5 les théorémes 7.2, 7.3 et 7.4 sont encore valables si on suppose sim-
plement de I' est un monoide, en replacant morphismes de groupes par morphismes de
monoides on obtient des résultats similaires avec les méme preuves. On notera encore
le schéma associé Hom(I', H) et comme les morphismes de monoides et de groupes de
I' - H(R) coincident lorsque I' est un groupe, il n’y aucune confusion possible.

Proposition 7.6. On a un isomorphisme

Hom(I', H) — FlFléI/lr Hom(FS(I), H) (17)

défini par (p: T — H(R)) = (FS(I) T % H(R))srs(or-

Démonstration. Montrons tout d’abord que I' = colimpgg/p FS(I). Soit 2 € colimppg,r FS()
alors il existe ¢ : FS(I) — I tel que = € FS(I) on pose ®(x) = ¢(x). Soit v € I', on note
¢y : FS(1) — I' le morphisme qui envoie le générateur sur v on pose alors ¥(y) I'image
du générateur de FS(1) dans colimppg,r F'S(I) par I'inclusion via déterminée par ¢».

On vérifie alors que ® et W sont inverses I'une de 'autre. Soit x € colimppg,r FS(I)
comme ®(r) ne dépend pas du représentant choisi, on peut choisir ¢g(,) : FS(1) — I' on
a alors W(®(z)) = x. Réciproquement soit v € I" alors ¢, : FS(1) — colimpgs,r FS(1) est
un représentant possible pour déterminer ®(¥(y)) et donc ®(¥(y)) = v ce qui montre
bien que I' = colimgpg,r F'S(I). On remarque de plus que cet isomorphisme est naturel
en I'.

Finalement on a

Hom(I', H(R)) = Hom(%(F)lg}I% FS(I),H(R)) = FlFlér/lF Hom(FS(I), H(R)). (18)

O

7.3 Espace de module des morphismes complétement réductifs

Soit k un anneau, I' un groupe abstrait et H un schéma en groupe réductif sur k. On
généralise la notion de pseudoreprésentation sur k.

Définition 7.7. Un morphisme I' — H (k) est dit absolument H-complétement réductif
(au sens de Richardson) si pour tout point géométrique k — €2, la pseudoreprésentation
induite I' — H(Q) est H-complétement réductive (au sens de Richardson).

Le but de cette section est de discuter de I’existence et des rapport entre les espaces
de module des pseudoreprésentations, pseudocaractéres, pseudoreprésentations complé-
tement réductible,...

Les objets que 'on souhaite comparer sont :
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Le champ quotient [Hom(T, H)/H").

Le quotient GIT Hom(T', H)//H° s'il existe.
L’espace Spec k[Hom(F,H)]HO.
L’espace/foncteur Pchar(I', H)

Les sections précédentes et le théoréme de Lafforgue montrent que tous ces espaces

ont les méme )-points pour tout corps algébriquement clos 2.
Notons de plus Hom(I', H)/H la catégorie fibrée en groupoide, R — Hom(I', H(R))/H(R).
Le diagramme suivant résume les résultats connus :

Hom(T', H)
Hom(T, H)/H°
[Hom(T", H)/H"

Spec(k[Hom(T', H)|#") = Hom(T', H)//H"

tr

Pchar(T', H) = limpgg - Spec k[H']H ’ = limpyg yr Hom(FS(I), H)//H°.

En notant que les égalités Spec(k[Hom(T', H]#) = Hom[I', H)//H° et Spec(k[Hom(FS(I), H]*") =
Hom(FS(I), H)//H® ne sont a priori valables que lorsque k est un corps.

Les différents morphismes sont obtenus de la maniére suivante :

— La composée de I'iso H(I', H) = limppg,r Hom(F'S(I), H) avec la projection terme
& terme sur le "quotient" limppg Spec(k[Hom(FS(I), H)]™") (qui nest pas a
priori un quotient GIT) est le morphisme tr.

— Comme tr est invariant par H il se factorise par Hom(T, H)/H?".

— Comme Pchar(I', H) est un schéma le morphisme Hom(I', H) — Pchar(I', H) se
factorise par le champ quotient [Hom(T, H)/H"] (qui n’est que le champ associé
4 Hom(T', H)/H").

— Comme [Hom(T', H)/H®] — Spec(k[Hom(I', H)]H") est un espace de module adé-
quat et Pchar(T, H) est un schéma le morphisme [Hom(T', H)/H°] — Pchar(T", H)
se factorise par Spec(k[Hom(T', H)]HO)

Remarque 7.8. Supposons que k soit un corps algébriquement clos et I' soit un groupe
libre finiement engendré alors le morphisme [Hom(T, H)/H] — Hom(T', H)//H" n’est
pas un isomorphisme. En effet au niveau des k-points Hom(T', H)//H? classifie les classes
de conjugaison de morphismes I' — H(k) qui sont H-complétement réductif (c’est le
théoréme de Richardson) alors que les k-points de [Hom (T, H)/H"] classifie en particulier
toutes les classes de conjugaison de morphismes de I' — H (k) et envoie un morphisme
sur sa semisimplification.
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Théoréme 7.9 (Structure du morphisme trace). Supposons que I' soit de type fini et
que k soit un corps algébriqguement clos alors le morphisme tr est un homéomorphisme
adéquat.

Démonstration. Soit FS(I) — T, le morphisme induit Hom(I', H) — Hom(FS(n), H)
est une immersion fermée. Notons I l'idéal de k[Hom(FS(n), H)] correspondant & cette
immersion fermée. Le morphisme induit k[H"|#" — k[Hom(T', H)|H" est adéquat et le
morphisme k[H™H’ /TH° — k[Hom(T, H)]#" est un homéomorphisme adéquat.

Notons ¢ le n-uplet image des générateurs de FS(n) dans I', alors ¢ est une famille
génératrice de I' et en particulier pour tout pseudocaractére ©, c’est un n-uplet mini-
mal. Ainsi Uapplication qui & un pseudocaractére © € Pchar(I', H)(k) associe le k-point
€o(8) € H"//H (k) provient de la projection Pchar(T', H) — Hom(FS(n), H)//H® =
H"//H° correspondant au morphisme FS(n) — T.

Comme au niveau des k-points tout pseudocaratére de I' dans H & valeurs dans k
provient d’une pseudoreprésentation, le morphisme k[H"|#" — k[Pchar(T, H)] induit
un morphisme © : k[H"H’/IH’ — k[Pchar(T', H);eq rendant le diagramme suivant
commutatif :

k[H™)H° k[Hom(T', H))H"
k[Hn]HO /IHO
k[Pchar(T', H)];ed tr

I

k[Pchar(T, H)]

Le morphisme k[Pchar(T', H)] — k[Hom(T', H)]" correspond simplement, & la trace
qui induit un morphisme k[Pchar(T', H)];eq — k[Hom(I', H )]gg, le diagramme suivant
est donc commutatif et la fleche horizontale est un homéomorphisme adéquat :

(K[H™H /1) k[Hom(T, H)]

E[Pchar(T", H)]red

Ainsi tro® est un homéomorphisme adéquat, comme ce sont des morphismes entre
anneaux réduit, si car(k) = p, on a Ker(tro®) = 0 donc Ker(0©) = 0 et soit z €
k[Pchar (T, H)|req, il existe 7 > 0 tel que 27" € (K[H"|""/I""),eq donc O(a?") est un
relevement de zP". Soit = € Ker(tr) comme k[Pchar(I', H)],eq est réduit, il existe un idéal
maximal m de k[Pchar(T", H)],eq tel que x € m alors comme tr est une bijection au niveau
des k-points, il existe un unique idéal maximal n de k[Hom(T", H)]gg tel que tr—1(n) = m,

ol


Jef
il faut choisir une famille génératrice, donc

Jef
il y a déjà un I...


comme k est algébriquement clos le morphisme induit k[Pchar(T, H)]yeq/m — k[Hom(T', H )}gg /n
est un isomorphisme. Comme x ¢ m l'image de = dans k[Pchar(T', H)],eq/m n’est pas
nulle, donc son image dans k[Hom(T", H )]gg ne peut pas étre nulle, ainsi Ker(tr) = 0, ce
qui montre par [Alpl0], proposition 3.3.3 que tr est un homéomorphisme adéquat.
Si car(k) = 0 alors le morphisme k[H"]#" — k[Hom(T', H)]*’ est encore surjectif, et
donc k[H™H® /TH® = k[Hom(T', H)]H® et le morphisme tr admet un inverse, c’est donc

un isomorphisme en caractéristique 0. O
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