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Résumé

Non abelian Lubin-Tate theory studies the cohomology of some moduli spaces for p-divisible groups,
the broadest definition of which is due to Rapoport-Zink, aiming both at providing explicit realizations of
local Langlands functoriality and at studying bad reduction of Shimura varieties. In this paper we consider
the most famous examples; the so-called Drinfeld and Lubin-Tate towers. In the Lubin-Tate case, Harris
and Taylor proved that the supercuspidal part of the cohomology realizes both the local Langlands and
Jacquet-Langlands correspondences, as conjectured by Carayol. Recently, Boyer computed the remaining
part of the cohomology and exhibited two defects : first, the representations of GL, which appear are
of a very particular and restrictive form ; second, the Langlands correspondence is not realized anymore.
In this paper, we study the cohomology complex in a suitable equivariant derived category, and show
how it encodes Langlands correspondence for elliptic representations. Then we transfer this result to the
Drinfeld tower via an enhancement of a theorem of Faltings due to Fargues. We deduce that Deligne’s
weight-monodromy conjecture is true for varieties uniformized by Drinfeld’s coverings of his symmetric
spaces. This completes the computation of local L-factors of some unitary Shimura varieties.
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1 Introduction

1.1 Un peu d’histoire

Soit K un corps local de caractéristique résiduelle p, K°* une cloture algébrique et Wiy le groupe de
Weil associé. Dans leur article [40] de 1965, Lubin et Tate se sont inspirés de la théorie de la multiplication
complexe des courbes elliptiques pour expliciter de maniere exclusivement locale la loi de réciprocité du
corps de classes d’Artin pour K. Ils ont pour cela étudié certains groupes formels munis d’une action
de l'anneau des entiers O de K. Sur une cloture algébrique £°* du corps résiduel k de Ok, les Ok-
modules formels de dimension 1 sont classifiés par leur “hauteur” d. Les auteurs montrent que celui de
hauteur d = 1 se reléve uniquement & isomorphisme prés sur la complétion K™ = W(k®) de 'extension
non-ramifiée maximale de K ; le Og-module formé par les K“*-points de Og-torsion d’'un tel relevement
est isomorphe & K/Og et muni d’une action de l'inertie I C Wgk, d’ott un morphisme I — O[X( qui
s’avere induire I'isomorphisme du corps de classes (restreint & l'inertie).

La “théorie de Lubin-Tate non-abélienne”, ainsi baptisée par Carayol dans [15], vise & expliciter de
maniere locale certaines correspondances appartenant au vaste programme de généralisation non-abélienne
de la théorie du corps de classes proposé par Langlands, dés 1967. On s’intéresse ici en particulier a

— la correspondance de Langlands qui pour tout entier d > 0 met en bijection les classes de représenta-
tions lisses irréductibles de GL4(K) et les classes de représentations continues de dimension d de
Wk ; nous la noterons m — o4(m) et renvoyons a [39] [31] [33] [35] et 2.2.

— La correspondance de Jacquet-Langlands qui pour tout entier d > 0 met en bijection les classes de
représentations lisses irréductibles du groupe des inversibles de ’algebre a division Dy de centre
K et invariant 1/d avec les “séries discrétes” de GL4(K). Nous la noterons p — JLg(p) ainsi que
7+ LJy(m) son “inverse”, et renvoyons a [20] [3] et 2.1.

Les coefficients des représentations sont ici [-adiques pour un premier [ # p. Rappelons néanmoins que ces
correspondances sont définies initialement en termes de représentations complezes (et en remplacant Wiy
par le groupe de Weil-Deligne), qu’elles sont caractérisées par des propriétés de préservation d’invariants
de nature arithmético-analytique, mais qu’elles se transferent (presque) sans ambiguité a tout corps de
coefficients abstraitement isomorphe a C, cf 2.2.

Comme dans la théorie de Lubin-Tate abélienne, la réalisation explicite de ces correspondances est
obtenue grace aux points de torsion d’un certain Ox-module formel, sauf que celui-ci va désormais vivre
sur un K™ -espace analytique de dimension d — 1. Il y a en fait deux constructions d’'un tel Og-module
formel.

— La premiere est une généralisation directe de la situation abélienne; lorsque d > 1, Lubin et Tate
dans [41] montrent que “le” Ox-module formel Hy de dimension 1 et hauteur d sur k°* ne se releve
plus de maniere unique a K" mais que son foncteur des déformations est représentable par un
anneau de séries formelles a d — 1 variables sur K™". Ainsi la boule unité ouverte K" -analytique de
dimension d — 1 est munie d’'un Og-module formel “universel” dont les points de torsion forment un
Ox-module (ind)étale dont les fibres sont isomorphes & (K/Of)?. Le classifiant des trivialisations
de cet Og-module est donc un (pro)revétement galoisien de groupe GL4(Ok) qui, par fonctorialité,
est aussi muni d’une action commutante du groupe des inversibles de ’anneau des endomorphismes

de Hy, lequel se trouve étre I'anneau des entiers Op, de Dg4. Notons ./\/ldL’;a le changement de

base de ce pro-revétement a la complétion Kea de K c@ . celui-ci est donc muni d’une action de
GL4(Ok) x OFf x Ik, et Drinfeld a expliqué dans [21], ¢f 8.2.4 comment prolonger cette action® &
GL4(K) x D} x Wk.

— La deuxieéme construction est entierement die & Drinfeld, qui a introduit dans [22] un autre probleme
de “déformations” de Og-modules formels, ot les roles de GL4(K) et DdX sont inversés. Il considere
des Ox-modules formels de dimension d et hauteur d> munis d’une action de Op . “spéciale”. Sur
kc®, il existe un tel objet, disons Xy qui est unique a quasi-isogénie pres, et dont le groupe des quasi-
isogénies est GL4(K). Le probleme de “déformations par quasi-isogénies” de X, est représentable
par un schéma formel dont la fibre générique est le fameux espace symétrique de Drinfeld Q¢!
(P%lr privé des hyperplans K-rationnels) qui, par le jeu des trivialisations des points de torsion

1On triche un peu ici; il faut déformer par isogénies pour avoir une action du produit triple en entier.



du Op,-module universel, se voit donc muni d’un pro-revétement de groupe OLX'Jd' Notons encore
M%ia le changement de base a Kea d’icelui; il est muni d’une action de Ix X C’)Bd x GLq4(K) que
'on peut prolonger & GLy(K) x D} x W.

On dispose maintenant de plusieurs théories cohomologiques pour linéariser MdL’;a et M%ia; nous
adopterons ici la “cohomologie [-adique & supports compacts” de Berkovich. Notons que dans le cas LT,
elle est duale des cycles évanescents étudiés par Harris-Taylor et Boyer. Les Q;-espaces obtenus sont de
dimension infinie et 'action de GL4(K) x D y est lisse, par des résultats généraux de Berkovich. Pendant
longtemps, ces espaces ont été étudiés de chaque c6té (LT et Dr) de maniere indépendante. Mais dans un
tres court article [24], Faltings a esquissé une preuve de ce que les mathématiciens impliqués commengaient
a soupgonner : il ezxiste des isomorphismes GLq(K) x D} x Wi -équivariants®

Hé(M%jc“aa@l) =~ Hé(M%iav@l)

Les arguments de Faltings sont repris et complétés par Fargues dans [27], ainsi que par Genestier et V.
Lafforgue en égales caractéristiques (travail en cours). Dans la suite de cette introduction, on fixe entier
d et on se contente de désigner par H:(M*® Q,;) ou méme H! ces espaces de cohomologie.

Rappelons que par la correspondance de Langlands, les représentations irréductibles de Wy corres-
pondent aux représentations supercuspidales de GL4(K), lesquelles sont caractérisées par la propriété
d’étre projectives et injectives dans la catégorie des représentations lisses de GL4(K) & caractere central.
La partie supercuspidale des espaces H* (M, Q;) est donc & la fois la plus importante et la plus maniable
a étudier. Elle a été explorée dans les quatre articles [29] [11] [31] [32], chacun de ces articles concernant le
coté LT ou le coté Dren caractéristique nulle ou en égales caractéristiques. Ils démontrent en particulier la
fameuse conjecture que Carayol a énoncée dans [15] & la suite de travaux pionniers de Deligne et Drinfeld
pour d = 2 : soit 7 une représentation supercuspidale l-adique de GL4(K), de caractere central d’ordre
fini; alors on a, en normalisant convenablement les actions, cf [30],

Homgp, k) (HL (M, Q;), )

{ Lii(m)®oq(m)(?7) si i=d—1
0 si i#td—1

D; XWK

ou (?) désigne une certaine torsion a la Tate. Précisons aussi que Harris et Taylor dans [31] prouvent cette
formule en méme temps que I’existence méme de la correspondance de Langlands. Les méthodes employées
dans ces articles reposent sur la propriété d’uniformisation p-adique de certaines variétés globales (de
Shimura ou de Drinfeld) par ces espaces, les suites spectrales de type Hochschild-Serre ou de cycles
évanescents associées, et des arguments de formule des traces. Elles ne permettent donc en général que
d’obtenir des informations sur la somme alternée des H_.

Pendant longtemps, seul le calcul de Schneider-Stuhler dans [45] pour l'espace symétrique de Drinfeld
fournissait des renseignements sur la partie non-cuspidale de la cohomologie. Ce calcul a inspiré a Harris
une conjecture (non publiée) sur la forme explicite des groupes de cohomologie individuels du c6té Dr.
Récemment, Boyer [12] a annoncé une preuve de cette conjecture, en travaillant du c6té LT. Son résultat
peut s’exprimer “qualitativement” comme ceci : Soit m une représentation irréductible de contribution
non-nulle & HE, alors 7 est elliptique et

HomGLd(K) (Hé(Mcaa@l)’ﬂ-) DX’:W LJd(ﬂ') ® 0”(71')(?)

ot (7) désigne une certaine torsion a la Tate.

Quelques explications sur cette formule : 7 est dite elliptique si la semi-simplifiée de sa correspondante
de Langlands est de la forme o4(7)%* = o'(7) @ o’ (7)(1) @ - - @ o' (7)(d’) pour une certaine représentation
l-adique irréductible o’(7) (voir 2.1.6 pour d’autres caractérisations plus intrinséques). Pour une telle
représentation, on note LJy() le transfert de Jacquet-Langlands de I'unique série discréte dont la corres-
pondante de Langlands a la méme semi-simplifiée que o4(m).

211 faut faire attention & la normalisation des actions pour obtenir I’équivariance.



1.2 Cet article

La description obtenue par Boyer montre deux défauts de la cohomologie des espaces M“* :

— parmi les représentations elliptiques, seules certaines apportent une contribution non-nulle (et d’ail-
leurs, ce phénomene apparait déja dans le calcul de Schneider et Stuhler pour ).

— s¢i la correspondance de Jacquet-Langlands (convenablement étendue) est bien réalisée, il n’en va pas
de méme de la correspondance de Langlands. On voit en particulier que l'opérateur de monodromie
(celui que P'on sait associer & toute représentation [-adique continue de dimension finie de Wy par
le théoréme de Grothendieck) est toujours nul sur les composantes isotypiques des H_.

L’idée principale de ce texte, qui fait suite & [17], est que pour corriger ces défauts il faut enrichir
la cohomologie, ou plutot lui restituer sa richesse perdue, en considérant “le” complexe de cohomologie
RT (M, Q;) vu comme objet de la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des Q;(GLq(K) x DJ)-
représentations lisses. Oublions un instant les difficultés de définition et d’étude que cela pose et énongons
notre théoréeme principal :

Théoreme A Pour toute représentation lisse irréductible m de GLq(K), on a

— d—1
H* (RHomps (1, (i) (RTe(M,Q)), 7)) = Lig(m) @ oa(m)| = |2 .
Dd XW}(

Faisons quelques remarques sur les deux termes de cet isomorphisme :
— Du coté gauche : les complexes R, € D% (GL4(K)) et (par conséquent) RHompe(gr,) (RLe, ) €
1

D?(Q,), sont munis d'une action de D) x Wg. La notation H* désigne 'équivalence de catégorie
H* : C* € D*(Q)) — P,z H'(C®) entre D*(Q;) et la catégorie des espaces vectoriels a graduation
de support fini, convenablement triangulée. Ainsi le terme de gauche est un espace vectoriel gradué
muni d’une action de D x W, mais on oublie la graduation pour se retrouver avec une honnéte
représentation linéaire de D] x Wk.

— Du c6té droit : seule la notation LJ; demande une explication que voici, ¢f 2.1 : la correspondance
de Jacquet-Langlands fournit un plongement des groupes de Grothendieck R(D}) < R(GL4(K))
qui induit un isomorphisme R(D}) 5 R(GL4(K)) ot R désigne le quotient par les combinaisons
linéaires d’induites paraboliques. D’oli une rétraction canonique R(GL4(K)) — R(D) que nous
notons® L.J;. On vérifie alors que pour toute 7 irréductible, LJ,(7) est non-nulle si et seulement si
7 est elliptique, et dans ce cas, la notation est cohérente avec celle introduite plus haut, au signe
pres. En particulier, le théoreme A ne fournit une construction de la correspondance de Langlands
que pour les elliptiques.

Il est raisonnable de penser que les espaces M ne peuvent pas donner de réalisation, en quelque sens
cohomologique que ce soit?, de la correspondance de Langlands pour les représentations non-elliptiques,
et donc de se demander quels espaces pourraient fournir une telle réalisation. Les candidats sont na-
turellement & chercher parmi les espaces de Rapoport-Zink [43] qui, rappelons-le, font toujours inter-
venir deux groupes. Dans cette perspective, on peut reformuler le théoréeme A en introduisant le groupe
GD := (GL4(K)xDJ)/Aou A ={(z,2),z € K*}sous laforme : pour toutes représentations irréductibles
7 de GL4(K) et p de D, on a

|—|F5 sip= LJy(nV)

H* (RHompy(gpy (RC(M,Q;), 7 @ p)) W { 7a(m) 0 sinon

K

La notation ?V désigne la contragrédiente de la représentation ?. Dans le cas qui nous intéresse ici, les
b
deux formes sont équivalentes car les représentations de D sont “essentiellement” semi-simples, mais
d )
pour des raisons de symétrie, c’est la seconde qu’il semble plus naturel de vouloir généraliser.

Décrivons maintenant la stratégie que nous suivons : la premiere chose a faire est bien-str de définir
convenablement les deux RI'., ce que nous faisons au paragraphe 3.3 et passerons sous silence ici, pour

3Cette notation est empruntée & Badulescu qui a défini dans [2] des rétractions similaires dans des situations plus compliquées
ou Dy est remplacée par une algebre centrale simple quelconque.
“comme l’indiquent les calculs de traces de [23]



ne pas effrayer les éventuels lecteurs. Les définitions sont faites pour que, d’apres Fargues [27], il existe
un isomorphisme RI'.(M5%, Q;) ~ R (M., Q;) dans D°(GD), compatible aux actions de Wp.

Une fois le complexe RI'. bien défini, on est en présence d’un objet a priori compliqué. Le miracle est
que cet objet est en fait “aussi simple qu’il peut ’étre” puiqu’il est scindable :

Proposition 1.3 Il existe un isomorphisme (pas unique) dans D*(GD),

RT (M, Q) — @) Hi(M*, Q)[~i].

ieN

Ce fait repose sur la description de Boyer et peut se prouver de deux manieres : soit par un argument de
théorie des représentations de GL4(K) (le calcul complet des groupes d’extensions Extgd (m,7") pour les
couples de représentations elliptiques 7 et 7’ de GL4(K)), soit en utilisant 'action d’un relevement de
Frobenius sur les H.

Fixons une irréductible p de D}, notons w, : K* — (; son caractére central, et Df)ﬂ (GLg) la
catégorie dérivée bornée de la catégorie des représentations lisses de GL4 de caractere central w,. Le
complexe RT.[p] := RI‘C@%; p € D! (GLqg) est scindable en R [p] ~ @, Hi[p][—i] ot H[p] := HZ®D; p-
Notons que du c6té Dr, ce complexe s’interprete géométriquement comme le complexe de cohomologie
RT (471, £,) du systeéme local l-adique £, associé & p via les structures de niveau de Drinfeld.

La propriété de scindage permet de décrire l'algebre des endomorphismes de RI'.[p] sous la forme :

Endpy (61, (RUe[p)) ~ € Extg, ., (Hilol, Hi[p]) |

(>

le produit sur le Q;-espace vectoriel de droite étant donné par le U-produit. Grace & la théorie de Bushnell-
Kutzko et au théoréme 1.3 de [17], on peut décrire complétement ce U-produit. Notons (o,,Vs,) la
représentation l-adique de Wi associée a p par correspondance de Langlands et fonctorialité de Jacquet-
Langlands : il s’agit d’'une représentation indécomposable de dimension d et l'algebre engendrée par
I'image de W dans End@l (VUP) est une algebre triangulaire par blocs que nous noterons 4,. Le calcul
de U-produits mentionné ci-dessus montre alors (cf 4.2.6)

Proposition 1.4 Tout scindage de RT. induit un isomorphisme de Q;-algébres
Endpy (Grq) (RUelp]) — Apv.

On veut ensuite élucider 'action de Wi sur le membre de gauche. Nous commengons par montrer que
I'inertie agit potentiellement par son quotient [-adique et que 'on peut définir la “partie unipotente de la
monodromie” N, € Endps (gr,) (RT¢[p]). Pour décrire précisément ce N,, nous aurons besoin de minorer

“p

son ordre de nilpotence. A ce point nous avons besoin des résultats globaux de Boyer : nous utiliserons sa

description du gradué pour la filtration de monodromie du complexe des cycles évanescents de certaines

variétés de Shimura (ou de Drinfeld). En notant v, : Wx — Endps (1,) (RT.[p])™ le morphisme de
“p

groupes donnant 'action de Wik sur RT.[p], on obtient la description suivante, ¢f 4.3.1

Proposition 1.5 I existe un scindage de RI'. pour lequel l’isomorphisme d’algébres précédent rend le
diagramme suivant commutatif :

EﬂdDgp(GLd) (RT:[p]) —~» A,y

o=

Wk

A partir de cette proposition, le théoréeme A se prouve en utilisant & nouveau le calcul explicite des
extensions entre représentations elliptiques et de leurs U-produits.

Dans le cas p = 1, le complexe a étudier est simplement RI‘C(Q%l,@l). Nous 'avons déja étudié dans
[17] en suivant la méme stratégie et les mémes étapes que ci-dessus. Le point essentiel ou les arguments
divergent est I’étude de l'ordre de nilpotence du N,. Dans [17], nous avons utilisé la suite spectrale de



Rapoport-Zink et 'uniformisation p-adique, alors qu’ici nous utilisons les résultats de Boyer, et donc in
fine la géométrie du coté Lubin-Tate. Notons d’ailleurs que toutes les étapes qui précedent s’appliquent a
la tour de Lubin-Tate indépendamment du théoréeme de Faltings-Fargues. Ce dernier intervient en dernier
lieu pour transférer cette étude du c6té Drinfeld, ce qui nous amene & notre deuxieéme résultat principal

Théoreme B Les variétés uniformisées par les revétements de l’espace symétrique de Drinfeld Q) satisfont
la comjecture monodromie-poids de Deligne.

Ceci termine le calcul du facteur L local des variétés de Shimura unitaires étudiées dans [29], [15] et
[42] en une place ou l'algebre & division et involution globale associée reste totalement ramifiée.

Décrivons brievement le contenu des différentes parties. Dans la partie 2 on définit et caractérise les
représentations elliptiques et on explicite leur comportement a travers les correspondances de Langlands
et Jacquet-Langlands. Dans la partie 3 on précise la version des espaces de Drinfeld et Lubin-Tate utilisée
pour les énoncés cohomologiques principaux, puis on définit leur complexe de cohomologie, ainsi que
plusieurs variantes utiles par la suite. On y énonce la version du théoreme de Faltings-Fargues pertinente
pour cet article. La partie 4 contient la preuve du théoreme A sous ’hypothese que 'opérateur N, introduit
ci-dessus est d’ordre assez grand ; la stratégie est la méme que dans la partie 4.2 de [17]. Enfin la partie
5 s’occupe de monodromies : d’une part on prouve I’estimation nécessaire a la partie 4 en se raccrochant
aux résultats globaux de Boyer au prix d’acrobaties techniques mélant topos fibrés, faisceaux pervers
et formalisme [-adique. D’autre part on prouve le théoreme B ci-dessus. Enfin ’appendice contient un
résultat technique, mais d’intérét indépendant utilisé dans la partie 5.

Les résultats principaux de ce travail étaient déja en gestation en 2004 —sous forme conjecturale— alors
que je bénéficiais d’une longue hospitalité de 'THES ou un groupe de travail sur les travaux de Faltings
[24] a réuni C. Breuil, L. Fargues, A. Genestier, L. et V. Lafforgue, Ngo B.C., S. Orlik et M. Strauch.
que je remercie tous pour de précieux échanges. Les preuves présentées ici sont apparues plus clairement
au fil des progres de Boyer et Fargues dans leurs travaux respectifs; je remercie en particulier ce dernier
d’avoir fait l'effort d’exprimer “lI’isomorphisme de Faltings” de la maniére qui m’est utile ici. Merci aussi
a A. Abbes pour ses encouragements et conseils.

2 Représentations elliptiques et correspondances

Dans cette partie, nous rappelons des faits bien connus sur les correspondances de Langlands et
Jacquet-Langlands, d’autres un peu moins connus mais qui le sont certainement des spécialistes, puis
nous explicitons le cas des représentations elliptiques. Nous abrégerons G4 := GLg(K).

2.1 Correspondance de Jacquet-Langlands locale

2.1.1 Notations : 1l sera commode de considérer des représentations a coefficients dans un corps C
abstraitement isomorphe au corps des complexes C. Ce corps pourra parfois étre C ou un Q;, selon les
besoins topologiques qu’on aura. Pour tout groupe H localement profini, nous notons Irr¢ (H) I'ensemble
des classes d’isomorphisme de C-représentations lisses irréductibles de H. Pour le groupe G4, on isole
certains sous-ensembles remarquables :

i) On désigne par Cuspq (Gq) C Irre (Gg) le sous-ensemble des représentations cuspidales, i.e. dont les
coeflicients sont & support compact-modulo-le-centre. Parmi les irréductibles, elles se caractérisent
aussi comme étant les objets injectifs et projectifs de la catégorie des représentations lisses de G4 a
caractere central.

ii) On note Disce (Gy) C Irre (Gy) le sous-ensemble des représentations “de la série discrete”, i.e.
dont les coeflicients sont de carré intégrable (au sens complexe) modulo-le-centre. Malgré cette
définition de nature analytique, il se trouve que la notion de “série discrete” de Gy est invariante
par automorphismes du corps C; c’est une conséquence des théoréemes de multiplicités limites de
[44], ou plus prosaiquement une conséquence de la classification de Bernstein-Zelevinski [53, Thm
9.3]. Cela nous permet d’isoler sans ambiguité un sous-ensemble Discc (G4) C Irre (G4) dont nous
appellerons les membres “séries discretes” par abus de langage.



On peut considérer la correspondance de Jacquet-Langlands comme le reflet spectral de la correspon-
dance “géométrique” bien connue entre classes de conjugaison elliptiques semi-simples régulieres de G4
et de D, donnée par I’égalité des polynomes caractéristiques. L’'énoncé spectral classique concerne les
représentations complexes :

Théoreme 2.1.2 (Correspondance de Jacquet-Langlands, [20],[3]) Il existe une bijection
JLq: Irrc (D)) — Discc (Gq)

caractérisée par 'égalité de caractéres X p,(,)(9) = (=1)4"Yx,(z) pour toutes classes elliptiques g €
Gq,x € D se correspondant (i.e. ayant méme polynome minimal de degré d).

Remarquons que 'égalité de caracteres de cet énoncé peut se tester sur les fonctions localement
constantes a support compact dans ’ensemble (ouvert) des elliptiques réguliers, et ne fait donc intervenir
que le caractere-distribution des représentations de Disce (G4). Ce caractere-distribution est défini sur
n’importe quel corps de coefficients, en particulier sur C'. Compte tenu de ce que ’ensemble Discc (Gq)
et la condition d’égalité des caracteres sont stables par ’action des automorphismes du corps C, 1’énoncé
ci-dessus se transfere sans ambiguité a un énoncé formellement analogue sur le corps C'. Nous noterons
encore JLq : Irr¢ (D)) = Disce (Gq) la bijection obtenue.

2.1.3  Groupes de Grothendieck : Notons maintenant R(Gg) et R(D)) les groupes de Grothendieck des
C-représentations de longueur finies. La bijection de Jacquet-Langlands induit une injection R(D)) —
R(Gy), vérifiant 1'égalité de caracteres du théoreme 2.1.2 sur les classes de conjugaison elliptiques se
correspondant. On veut définir une rétraction pour cette injection, vérifiant la méme égalité de caracteres.
Soit x un caractere lisse de K *, notons R(Gg, x), resp. R(D, x), le sous-groupe de R(Gg), resp. R(D}),
engendré par les irréductibles de caracteére central x. Les décompositions selon le caracteére central R(Gy) =
@X R(Gg4,x), resp. R(D}) = @X R(D},x), sont respectées par l'application JL. De plus, les groupes
R(G4,x) et R(D},x) sont munis de formes bilinéaires entieres, voir [46],

< . > : R(GdaX) X R(Gd’X) — Z ) )
(m,m') = > (=1)" dim(Extg, , (7, 7))

et respectivement pour D . Ces formes bilinéaires en induisent une sur la somme directe R(Gg), resp.
R(D}), que l'on note de la méme maniére. Dans le cas de D, cette forme est non dégénérée et on a
simplement (p, p’) = dim Hom DX (p, p'). Dans le cas de Gy, la situation est sensiblement plus compliquée.

Notons R;(Gq4) le sous-groupe de R(G4) engendré par les induite paraboliques de représentations de
sous-groupes de Levi propres et R(Gy) le quotient R(G4)/Ri(Gq).

Lemme 2.1.4 R(G) est libre sur Z et la forme bilinéaire ( , ) s’y descend et y est non-dégénérée, une
base orthonormale étant donnée par les images de séries discrétes.

Preuve : Pour cette preuve, nous pouvons identifier C' et C. L’énoncé est alors une conséquence des trois
propriétés suivantes :

i) La classification de Zelevinski [53](ou celle dite du quotient de Langlands) montre que

R(Ga)= @ Zlif} (ov)]

(M,0,%)

ou [?] est 'élément de R(G4) associé & la représentation ?, les triplets (M, o, 1) sont formés d’un sous-
groupe de Levi standard de G4 (c’est-a-dire un produit de GL,4, diagonaux), d’une représentation
tempérée de M et d’un caractere non-ramifié de M “dans la chambre de Weil positive”, et sont pris
a G4-conjugaison pres. Le signe 1'%’ est 'induction parabolique normalisée le long du parabolique
triangulaire supérieur dont le Levi est M. Comme on sait de plus que les représentations tempérées
de G4 sont soit induites, soit des séries discretes, on en déduit

R(Ga) = D zin ) P ri(Ga),

ﬂEDiSCo(Gd)
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ce qui montre que R(Gy) est libre sur Z et qu'une base en est donnée par les images des séries
discretes.

ii) Soit M un sous-groupe de Levi standard de G4 et 7 une représentation admissible de G4. Alors pour
toute représentation admissible de Gy, un argument de déformation attribué & Kazhdan dans [46]
montre que

{m, 157 (o)) = (i5f (o), ) = 0.

iii) Soit 7, 7" deux séries discrétes de G4, on a par [52]
<7T,7T/> = 6;Tﬂ/'

O

D’autre part, la formule des caracteéres induits de Van Dijk [49] montre que l'application qui & un
élément x € R(G4) associe la restriction de son caracteére-distribution aux éléments elliptiques réguliers
se factorise & travers le quotient R(Gg). On déduit alors du théoreme 2.1.2 le

Corollaire 2.1.5 L’application R(D)) I (Gq) induit un isomorphisme isométrique

R(D}) == R(Gyq)

caractérisé par l’égalité de caracteres du théoréme 2.1.2.

En conséquence, on a un morphisme dans I’autre sens R(Gy) — R(Gq) — R(D}) que nous noterons
LJ,. Cette notation est dile & I. Badulescu qui a défini dans [2] des rétractions similaires dans des situations
plus générales. D’aprés [2], ces rétractions n’envoient généralement pas irréductibles sur irréductibles,
méme au signe pres. Dans le cas présent, le lemme suivant montre que 1'image d’une irréductible est soit
nulle, soit une irréductible au signe pres.

Lemme 2.1.6 Pour une représentation irréductible m de G g4, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) m™ a le méme support cuspidal qu’une série discrete.
it) ™ a un caractére non nul sur les éléments elliptiques semi-simples réguliers.
i) L’image de ™ dans R(Gq) est non nulle.

Une représentation satisfaisant ces propriétés sera dite elliptique. Son image par LJy coincide au signe
pres avec celle de la série discréte de méme support cuspidal.

Rappelons que le support cuspidal d’une représentation irréductible 7 est I'unique classe de conjugaison
de couples (M, ) formés d’un sous-groupe de Levi M et d’une représentation cuspidale irréductible 7 de
M qui apparait dans le module de Jacquet normalisé de 7 le long d’un parabolique de Levi M.

Preuve : L’implication i7) = iii) est une conséquence de la formule de Van Dijk [49] qui montre que le
caractére d’une induite parabolique en un élément semi-simple régulier elliptique est nul.

Pour voir I'implication iii) = i), écrivons [r] = 5/ ) [i%¢ ()] (somme d’induites de représentations
essentiellement tempérées) comme nous le permet la classification par le quotient de Langlands. On peut
supposer que les supports cuspidaux de chaque o sont contenus dans celui de 7. Comme les tempérées
sont soit induites, soit des séries discrétes, on voit que si m ¢ R;(Gy), alors il y a une série discrete de
méme support cuspidal que 7. Donc #i7) = ).

Pour I'implication 4) = 4i), on peut utiliser la combinatoire de la classification de Zelevinski. Soit 7
l'unique série discréte de méme support cuspidal que 7. Avec les notations de [53], on sait qu’il existe un
(unique) segment A = [7,7'] out 7 est une cuspidale irréductible de G4 avec d’ diviseur de d, de sorte que

disc

i) L’ensemble partiellement ordonné des multisegments de support [7,7'] a pour plus petit élément
amin = {A} et plus grand élément a4, = {{7'}, -, {7}}.

ii) 7%%¢ = (a,nq40) et toutes les représentations de méme support cuspidal sont de la forme (a) pour un
multisegment a de support [7, 7'].

iii) La représentation irréductible (b) associée & b apparait comme sous-quotient de la représentation
induite 7(a) associée a a si et seulement si b < a, et dans ce cas sa multiplicité est 1.



Supposons maintenant que m = (a). Pour b < a notons d(b,a) la longueur d’une chaine maximale b <
my < --- < a (i.e le nombre d’opérations “élémentaires” au sens de [53, 7] pour passer de a & b), on
obtient donc I'égalité dans R(Gq)

[(a)] =D (=) [m(b)]

b<a

Or, pour b = apin, 0N & {Amin) = T(amin) (c’est la représentation de Speh associée & A et c’est 'image de
la série discréte 745¢ par I'involution de Zelevinski) et pour @i, # b, la représentation 7 (b) est une induite
“propre”. On obtient donc la congruence [7] = £[(amin)] mod R;(G4) dans R(G4). En 'appliquant aussi
A w%5¢ on obtient

[7] = £[x%*°] mod R;(Gq).

La formule de Van Dijk montre alors que les caractéres de w et 7 coincident au signe pres sur les
éléments elliptiques. Or, les formules d’orthogonalité pour les séries discretes montrent que le caractere
d’une série discrete sur ces éléments est non nul.

disc

O

Nous noterons Ellc (Gy) C Irre (Gq4) le sous-ensemble des classes de représentations elliptiques. On a
bien-str
Cusp (Gq) C Disce (Gg) C Elle (Ga) -

Nous allons donner une classification de ces représentations adaptée aux besoins de ce texte. Auparavant,
nous devons faire quelques rappels de théorie des représentations de groupes linéaires p-adiques.

2.1.7 Rappels sur la théorie de Bernstein [8] : Si G est un groupe réductif p-adique, Modc(G) désigne
la catégorie abélienne de toutes les C-représentations lisses de G. Soit (M, 7) une paire Levi-cuspidale,
définissons %AG/I,T la sous-catégorie pleine de Mode(G) formée des objets dont tous les sous-quotients
irréductibles contiennent (M, 7)) dans leur support cuspidal, pour un certain caractére non-ramifié ¢ de
M. On sait que la catégorie %%’T est un “facteur direct indécomposable” (que nous appellerons bloc de
Bernstein associé a (M, 7)) de Modc(G) et qu'on a une décomposition

Modc(G) ~ @ %%J
(M,7)/~

ou (M,7) ~ (M',7') si et seulement si il existe g € G et ¢ caractére non ramifié de M tels que M’ = M9
et 7 = (7¢)? (équivalence “inertielle”). En particulier, les idempotents centraux primitifs de Mode (G)
sont en bijection avec les classes inertielles de paires (M, 7).

Pour un produit de groupes linéaires, lorsque M = T est un tore maximal et 7 est un caractere
non-ramifié de T, on appelle parfois le bloc associé %%1 le “bloc unipotent” de G.

2.1.8 Rappels sur la théorie de Bushnell-Kutzko : Cette théorie permet de décrire les blocs de Bernstein
dans le cas ou G est un groupe linéaire. On s’intéresse ici au cas particulier suivant : on fixe un entier
n et une représentation supercuspidale irréductible 7 de G,, = GL,,(K). Pout tout entier e > 1, on voit
le groupe produit (G,)¢ comme un Levi standard (diagonal) dans G,., d’ou une paire Levi-cuspidale
((Gn)e,7¢) pour (G,)¢. Si K’ désigne un autre corps local, nous noterons aussi G, :== GL,(K").

Fait 2.1.9 La théorie de Bushnell-Kutzko nous fournit une extension K' de K, de degré m et degré
résiduel le nombre f. de caractéres non ramifiés x : K* — C* tels que (x o det) @ T ~ T, et une famille
d’équivalences de catégories

G,

€ . Gre ~
ar: B — Bépenr

(Gn)eﬂ'6
satisfaisant les propriétés suivantes :
i) Normalisation : ol(7) = 1.

ii) Compatibilité a linduction parabolique normalisée® : si e = Yo, € est une partition de e alors

€1 A er ~ € o iGne
ar X X Qr =00 I(Gn)ﬁ XX (Gp)er

5On rappelle que les paraboliques standards sont les paraboliques triangulaires supérieurs,



i11) Compatibilité a la torsion : si x : K* — C* est un caractére, alors pour toute ™ € ‘B(GC?:)E ses OT G
o ((x 0 det) @ m) =~ (x 0 Nojic © det) @ a ().

w) Compatibilité auzx caractéres centrauz : pour toute représentation m € %(GG"E)E L telle que m(wg) soit

un scalaire, o (m)(wg) est aussi un scalaire et on a of(7)(wr) = 7(wx)T(wr) L.

Preuve : On utilise les notations de [13, Thm (7.6.20)]. L’équivalence ol est donnée par ce qui est noté
Ad(W1)~! dans loc. cit, le choix de ¥y étant fixé par notre propriété i). Pour chaque e > 1 on définit
alors a¢ := Ad(¥)~1, donné par [13, Cor (7.6.21)]. En fait, pour étre un peu plus précis, 'équivalence de
catégories donnée par loc.cit ne concerne que les représentations admissibles de longueur finie. Pour obtenir
Péquivalence des blocs “en entier”, il faut utiliser aussi [14]. La compatibilité & la torsion par les caractéres
se déduit de [13, (7.5.12)]. La propriété iv) est mentionnée en [13, (7.7.6)] pour les représentations admis-
sibles. Elle se généralise aux autres représentations, en utilisant la discussion de [13, (7.5.9)] par exemple.
La compatibilité a 'induction parabolique est explicite [13, 7.6.21] dans le cas “minimal” e =1+ --- + 1.
Dans le cas général, elle est donnée par [14]. O

Notation 2.1.10 Soit p € Irrc (Ddx), Nous noterons
= d, € N* lunique diviseur de d et 7, l'unique représentation cuspidale irréductible de Gg,q, tels que

JL4(p) apparaisse dans Uinduite parabolique standard normalisée |det|#7rp X e X |det|%7rp.
L’eristence de d, et m, est assurée par la classification des séries discretes de Gq par Bernstein-
Zelevinski, [53, Thm 9.5].

— M, le sous-groupe de Levi standard (Gd/dp)dp et 7, la représentation supercuspidale irréductible
To|det|1=%)/2 @ ... @ 7, |det| (% =V/2 de M,. Ainsi la paire (M,,7,) est un représentant du support
cuspidal de JL4(p)

D’apres la caractérisation 2.1.6 iii) des représentations elliptiques et la propriété 2.1.9 ii), I’équivalence

de catégories ai’; induit une bijection entre ’ensemble Ellx (%AG/[i ’Trp> des représentations elliptiques de
G4 dans le bloc %fjp 7, et ’ensemble Ellx %Tdd;’ 1 | des représentations elliptiques de G&p dans son bloc
unipotent. Notons que toute famille d’équivalences de catégories 2.1.9 satisfaisant les propriétés i) & iv)
induit la méme bijection. Par ailleurs, m, a été choisie pour que cette bijection envoie JLg(p) sur la

représentation de Steinberg de Gfip.

2.1.11 Classification des représentations elliptiques : Rappelons tout d’abord la classification des ellip-
tiques du bloc unipotent de G4 que nous avons utilisée dans [17, 2.1.3]. Notons S; ’ensemble des racines
simples du tore diagonal de G4 dans le Borel supérieur. Tout sous-ensemble I C S; détermine un sous-
groupe de Levi diagonal M et un parabolique P; triangulaire supérieur, dont 'induite droite IndIGDId (1)
posséde un unique quotient irréductible que nous noterons 7{. Celui-ci est elliptique, et ’application

1C Syl € Elle (B, 0 1)

est une bijection. En termes d’induites normalisées, on a 7/ = Cosoc (1']65[‘11 (Soc (1'%’ (7_1"1)))) ol Soc
désigne le socle, i.e. le plus grand sous-objet semi-simple et Cosoc désigne le cosocle, i.e. le plus grand
quotient semi-simple.

Pour p € Irr¢ (D;), on introduit I’ensemble .S, des racines simples du centre de M, dans I’algébre de
Lie du parabolique triangulaire supérieur P, de Levi M,, et pour I C S,, on note M, ; le centralisateur
du noyau commun des « € I. La représentation

(2.1.12) ! := Cosoc (1'%‘;11 (Soc (iﬁj’ (ﬂ))))

de Gg4 est irréductible et elliptique, par compatibilité de 1’équivalence ozfr’; aux inductions et torsions, et
I’application

1C S, leElle (%f; dp)
pTp
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est une bijection. Notons que JL4(p) = 7rg.

Convention 2.1.13 Bien que cela paraisse moins intrinséque, nous devons numéroter S,, i.e. choisir

une bijection S, — {1,---,d, — 1} pour la suite. Nous choisissons de numéroter les racines simples des
paraboliques triangulaires supérieurs de haut en bas.

En décorant de signes ' les objets relatifs au corps K’ de 1’équivalence ag‘; de 2.1.9, la convention ci-dessus
permet en particulier d’identifier S, et S; , et on a pour tout I € 5,

I
p

dp

I
age (m,) = 'y

Remarque 2.1.14 Pour tous p € Irrc (D) et I C S,, on a dans R(Gq) Uégalité [7T£] = (—1)‘I|[7rg].
Par conséquent on a aussi LJq[r]] = (=1)MI[p] dans R(D}).

Preuve : Gréce aux équivalences de catégories 2.1.9 on est ramené au bloc unipotent, c’est-a dire au cas
p = 1. Dans ce cas, le lemme X.4.6 de [9] montre que dans R(Gy), on a

[mil= > (~)"\Imdg (1),

ICJCSy

En appliquant ceci & I et (), on obtient [71] = (=1)"1"HI[15,] = (—=1)/[Stg,].
O

Remarque 2.1.15 La duale de 7r£ est WZ\/, ot lon identifie S, = S,v et I est limage de I par linvolution
i+—d, —1 de S, numéroté comme en 2.1.13.

Preuve : Par compatibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands avec le passage a la contragrédiente,
ona JL4(p¥) = JLa(p)V, et donc M,v = M, et 7,v ~ (7,)". En dualisant la définition de 7, on obtient

p’
(x1)¥ = Soc (de (COSOC (iM”” (7 )V))))
14 - MPYI Mp 14 °
Appliquant I’équivalence aiiv de 2.1.9 et identifiant S, a S(’ip grace a 2.1.13, on obtient aﬁjv ((ﬂl)v) =

p
(7'1)V qui d’aprés [17, 2.3.3 iv)] n'est autre que 7'} (le ’ renvoie au corps K’ de 2.1.9). O

2.1.16 Extensions entre représentations elliptiques : Nous identifierons les centres de Gg et D & K*
par les plongements canoniques. En particulier le caractére central d’une représentation de Gq ou D}
sera vu comme un caractere de K *. Avec cette convention les caractéres centraux de p € Irr@l (Ddx) et
JL4(p) € Irr@l (Gq) sont égaux. Dans la proposition suivante, la notation Exte, . désigne les groupes
d’extensions calculés dans la catégorie des représentations lisses de G4 de caractere central w.

Proposition 2.1.17 Soient p € Irr@l (D;) de caractére central w et I C S,,.
i) Pour tout i € N et toute w € Irr, (Gq), on a en notant §(I,I') = |TUI'| - |INT|

Q si wmewl eti=6(1,1)

Extt rlr) = . .
Gd#’( p ) 0 si le contraire

ii) Soient I,J, K trois sous-ensembles de S, tels que 6(1,J) +0(J,K) = 6(I,K), alors le cup-produit

. (I, J) (I _JY\ o (LK) (J K S(LK) (I K
U Extde (Fp,ﬂp)®@l ExtGd,w (7rp,7rp)—>ExtGd7w (7Tp,7rp)

est un isomorphisme.

Preuve : Rappelons que si 7, 7’ sont deux représentations irréductibles de méme caractere central w mais
de supports cuspidaux distincts, alors ExtiG,w (m,7") = 0 pour tout i € N, voir par exemple [52, 6.1]. Ceci
montre la nullité des Ext lorsque 7 n’est pas elliptique de type p.

Pour le reste du théoréme, nous allons nous ramener au théoreme 1.3 de [17] grace a 'équivalence

ozfr’;. Pour cela, remarquons que par les propriétés i) et iv) de 2.1.9, celle-ci induit une équivalence entre
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la sous-catégorie pleine des objets de %gfi 7 ol w agit par le scalaire w(w) et la sous-catégorie pleine

G/

des objets de B ( ij,” Yo T ou w agit trivialement. Comme la premiere contient la sous-catégorie pleine des
1 )

objets de caractere central w comme facteur direct (par compacité de Oj;) et la seconde contient la sous-

catégorie des objets de caractére central trivial comme facteur direct aussi (par compacité de O%,), et

que par conséquent de chaque coté les Ext sont les mémes dans I'une ou 'autre sous-catégorie pleines en

question, il s’ensuit que
* I J\ *
Exte, o (7Tp,7Tp) = Extpcldp (77 LT 1)

ou l'on identifie S, et S&p par 2.1.13 et ou le ’ renvoie au corps K’ de 2.1.9. Il ne reste plus qu’a appliquer
(17, 1.3] O

Remarque 2.1.18 Comme le montre la preuve ci-dessus, on peut dans la proposition précédente rem-
placer les Extg, . par les Ext calculés dans la sous-catégorie pleine des objets de Mod@l(Gd) o w agit

par le scalaire w(w).

2.2 Correspondance de Langlands locale

Soit K™ la sous-extension non ramifiée maximale de K dans K et K sa complétion. On note
toujours I := Gal(K°*/K"") C Wi le groupe d’inertie de K.

2.2.1 Formulation a la Weil-Deligne : Rappelons qu’une “représentation de Weil-Deligne” o de Wg a
valeurs dans le corps C est un triplet (6°%, N,,V,) ol
— V, est un espace vectoriel de dimension finie sur C,
— 0% : Wg — GL(V,) est une représentation continue (pour la topologie discrete de C) et semi-
simple de Wk
— N, € End¢ (V,) est un endomorphisme nilpotent de V' tel que pour tout w € Wi, on a

(2.2.2) 0% (w)Nyo** (w) ™! = |w|N,,

ou | — | désigne le caractére non ramifié de Wx qui envoie les Frobenius arithmétiques sur lordre ¢
du corps résiduel de K.
Notons Rep”clv(WDK) I’ensemble des classes d’équivalences des C-représentations de Weil-Deligne de di-
mension d. La correspondance de Langlands sur K est une famille de bijections (04)den-

oq: Irrg (GLy(K)) = Repd(WDkg)

qui vérifie un certain nombre de propriétés suffisantes pour la rendre unique (compatibilité avec la théorie
du corps de classe qui donne aussi le cas d = 1, préservation de certains invariants de nature arithmético-
analytique (facteurs L et e de paires), etc...). Nous renvoyons & [33],[35] pour 1’énoncé précis de ces
propriétés caractéristiques que nous n’utiliserons pas en totalité. Nous utiliserons sans commentaires

particuliers la compatibilité a la contragrédiente et la compatibilité a la torsion par les caracteres qui
dans le cas des caractéres non ramifiés s’exprime formellement ainsi :

Vr € Irte (Gq),Va € C*, o4((|det|*m) = | — |*oq(m)

(en particulier, on a normalisé le corps de classes de maniére & ce que les uniformisantes correspondent
aux Frobenius géométriques). Rappelons par ailleurs que

o4(Cuspe (Gq)) = {0 € RepE (W Dg) irréductibles}.

En fait, la correspondance est déterminée par sa restriction aux représentations cuspidales de Gy et
irréductibles de W, la classification de Zelevinski [53] et la classification des représentations de Weil-
Deligne en fonction des irréductibles de Wi

La géométrie algébrique réalise plutot une variante de la correspondance de Langlands, appelée parfois
correspondance de Hecke et qui se déduit de celle de Langlands par une simple torsion “a la Tate” par le
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caractére w — |w| = . Il est sous-entendu ici que 'on choisit toujours (si besoin) la racine carrée positive

de ¢ dans C pour définir une puissance demi-entiere de | — |. Pour les représentations cuspidales, cette
variante se trouve étre compatible aux actions des automorphismes de C des deux cotés, cf [34, (7.4)].
L’extension aux représentations non cuspidales respecte cette compatibilité, comme nous allons le préciser
maintenant en suivant [34, (7.4)]. Si 7 est un automorphisme de C et 0 = (¢°%, N, V') une représentation de
Weil-Deligne, notons o™ := (¢°*®1, N®1,V &c,, C). Cela définit une action de Aut(C) sur Rep(W D)
et de méme on en définit une autre sur Irre (Gq).

Fait 2.2.3 Pour tout automorphisme 7 du corps C et toute représentation m € Irrc (G4), on a
| =[P Poy(x7) = (| = 17D 20q(m))"

Preuve : Le cas le plus difficile est celui on 7 est cuspidale; il est prouvé dans [34, (7.4)] (et cela repose
sur des compatibilités avec des cas de correspondance globale). Le cas général découle certainement de
la version rationnelle de la classification de Langlands de [16, Prop. 3.2]. Pour le confort du lecteur nous
donnons une preuve complete.

Modifions un peu I’énoncé en introduisant la notation e, = 7(,/q)/,/q € {£1} et les caracteres

valodet(g) log, |w| .

er: g€Gqgr—¢g] et e,: weWg—e,

L’énoncé que ’on veut prouver se reformule en
(2.2.4) oa(n7) = e oy (m)".

Etant données 7y, ---,m, des représentations de Gg,,---,Gq,, notons m x --- x 7w, la représentation de
Gd, +...+4, induite parabolique standard normalisée. Alors si d = d; + - - - + d,., on calcule

_ ~d—dy

(mp X xm) =&l “a] x -+ x e

Supposons maintenant que cette induite est irréductible et que (2.2.4) est connu pour chaque 7;. On sait
alors que

og(m X - X7.) =0q4,(m1) D Doy, (n,)
et on en tire immédiatement I’énoncé pour l'induite. D’apres la classification de Zelevinski, cela nous
ramene au cas ou 7w est I'unique quotient irréductible de

Sty (|det|™ m,) x -+ x Sty (|det|" )

avec ny = -+ = n, € Z et my € Cuspe (Gy). On a noté ici Stpm, unique quotient irréductible de
Ty|det|1=F)/2 x . x g |det|F=D/2 (k facteurs, on passe au suivant en multipliant par |det|). Remarquons
que (Stgmy)™ = Stp(eh9=9=FH1aT). Par ailleurs, d’apres [35, 2.7], on a o4y (Stemy) = 04(my) ® 0 (Sta, ).
On calcule donc

g ((Strmy)™) = ng(Stk(Eig_g_k-i_lﬂ-;)) = Elﬁg_g_lﬁ_lgg(wg) ® o (Sta,)
eI I el 0y (mg) © 01 (Ste, )T

gi_kgakg(Stng)T

compte tenu de ce que 'on sait déja pour 7, et Stg, . Ainsi (2.2.4) est vérifié pour les représentations du
type Sty (my). Revenons & notre représentation irréductible 7 et rappelons que selon [35, 2.9], il lui est
associé la représentation galoisienne

0a(m) = Ok, g(Str, (|det|" 7)) @ - - - B o, 4(Sti, (|det|""7g)).
Remarquons par ailleurs que 77 est I'unique quotient irréductible de la représentation

£ (Sty, (Jdet] ™ my))7 x - x €29 (Sty, (|det|™ )"
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qui n’est autre que la représentation

St (sf*klgsflgfgfklfl\det|”17r;) X+ o+ X Sty (Ef_’klgeljlg’g’kl’ﬁdet

).
Il lui est donc associé la représentation
0a(7") = Okyg (Sti, (6f_g_k1_1|det\"17r;)) B @ 0p,g (Ste, (€479 FrHdet|"r 7))
qui n’est autre que
e M0k, g ((Stay (|det|™ mg))T) @ -+ @ eF 90,4 (St (|det|" 7g))7) -

Ainsi, par le cas déja traité des représentations St, on en déduit (2.2.4) pour 7.
O

La compatibilité aux automorphismes de C permet de transposer sans ambiguité la correspondance
de Langlands tordue a la Hecke au corps abstrait C. Pour obtenir une correspondance de Langlands sur
C, il faut alors choisir (si besoin) une racine du cardinal du corps résiduel de K.

2.2.5 Formulation continue l-adique : Lorsque C = @, nous avons besoin d'une formulation en
termes de représentations continues l-adiques de Wi plutot que de représentations de Weil-Deligne. Voici
brievement le lien entre les deux formulations expliqué par Deligne dans [19, 8]. Rappelons que Wi est
muni de la topologle définie par la topologie profinie de Ik et la topologie discrete de Wy /I ~ Z. On
note alors Repl (Wg) Iensemble des classes d’équivalences de Q,-représentations Frobenius-semisimples
et continues de Wg.

Notons Z;(1) := l(igl,uln et t; : Ix — Z;(1) le l-quotient de I'inertie modérée, donné par I’action sur

les I™-&mes racines d’une uniformisante. A tout progénérateur p de Z;(1), est donc associé un morphisme

surjectif ¢, : Ig N Z,(1) LN 7. Soit (0°%, N,,V,) une Q;-représentation de Weil-Deligne comme dans
le paragraphe précédent et soit ¢ un relevement de Frobenius géométrique dans Wix. L’équation 2.2.2
montre que la formule

(2.2.6) o?(w) 1= o**(w)exp(Nyt, (is(w))), ot w = A o (w) € ¢ x I

définit une représentation continue et Frobenius-semisimple de Wy sur 'espace V,. Le théoreme “de
la monodromie [-adique” de Grothendieck montre que ’application RepQ (WDg) — Repl (Wk) ainsi
obtenue est une bijection. Deligne a montré qu’elle ne dépend pas des choix de ¢ et u. L’opérateur nilpotent
N, € End o (V,) est appelé “monodromie” et controle le défaut de semi-simplicité de la représentation
o. En particulier la semisimplifiée de o n’est autre que o*°

La correspondance de Langlands locale, tordue a la Hecke, fournit donc une correspondance entre
représentations irréductibles de G4 et représentations [-adiques et c’est cette derniere que la géométrie
(i.e. la cohomologie l-adique) peut prétendre réaliser. Moyennant le choix d’une racine du cardinal du
corps résiduel dans Q;, on obtient la “vraie” correspondance, que nous noterons toujours

w € Irtg (Ga) — 04(7) € Repf (W)

2.2.7 Représentations elliptiques : Pour expliquer ce qu’il advient des représentations elliptiques de G4
a travers la correspondance de Langlands, rappelons que

oq(Discg, (Ga)) = {0 € Rep!(Wg) indécomposables}.

Comme le support cuspidal d’une représentation elliptique est aussi celui d’une série discrete, la compa-
tibilité de la correspondance de Langlands a I'induction parabolique donne la caractérisation

/18S

ad(EH@l (Gy))={o € Repfl(WK), Jo’ indécomposable telle que 0°° = &

Ainsi pour toute représentation elliptique 7 de type p, on a

1-d,
04(m)** = 04a,(Tp) 75| — |
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ot 73* == Q & Q1) ® -~ ® Q(d, — 1). Pour tout sous-ensemble I C {L,---,d, — 1}, introduisons la
représentation [-adique Tél;d’

et oll N est l'opérateur de monodromie Tdsj — Tjj(—l) donné par la matrice ), ;. Ej;—1, out I est

associée a la représentation de Weil-Deligne (7'55, Ny) par la formule 2.2.6,

le complémentaire de I (voir [17, 4.1.1] pour plus de détails). Nous noterons simplement TC{p la classe
d’isomorphisme de cette représentation.

Lemme 2.2.8 Soit p € Irr@l (D) et I CS,. Utilisant les notations 2.1.10 et la convention 2.1.13, on a

I I I 1-dp
O'd(ﬂ'p) ~ O'd/dp(ﬂ'p) ®0q,(my) ~ O'd/dp(ﬂ'p) ®T1y, ® .7z .

Preuve : Dans la preuve de [17, 4.1.2], nous exhibons des entiers dy, - - -, d, de somme d,, et ny > --- > n,

tels que la représentation 7! soit I'unique quotient de I'induite

|d€t|?€StGd1 X oee X |det|’;{StGdr.

Ces entiers sont indépendants du corps K, de sorte que via I’équivalence de catégories 2.1.9 et la convention
2.1.13, on en déduit que wé est 'unique quotient de I'induite

|det|™ Sta, (m,) x -+ x |det|" St (),

ce qui nous fournit les parametres de Langlands de w,{ . Alors d’apres [35, 2.9], on a

oa(m)) = |=1"0adsa,(Sta, (7)) B -+ | = " 04a, a, (Sta, (7,))
= |—["04a,(7p) @ 0a,(Stc,, ) ® & | —["04/4,(7y) ® 04, (Stc,,)

= O'd/dp(ﬂ'p)®0'dp(77'{)

d’ot1 la premiére égalité de I’énoncé. La seconde découle de [17, 4.1.2]. O

3 Espaces modulaires de Drinfeld

Dans cette section, nous précisons la version des espaces de modules de groupes formels que nous
utilisons pour les énoncés cohomologiques principaux. Pour les spécialistes, il suffira de dire qu’on ne fixe
pas la hauteur des quasi-isogénies qui rigidifient les problémes de modules (suivant en cela Rapoport-
Zink). La cohomologie des espaces obtenus n’est donc pas admissible mais seulement admissible modulo
le centre. On définit ensuite les complexes de cohomologie RI'. qui jouent évidemment un réle central
dans ce texte. On fixe dorénavant un entier d > 1, et on note G := GLq(K) et D algebre & division
centrale sur K d’invariant 1/d, précédemment notée Dy.

3.1 La tour de Drinfeld

La définition du complexe de cohomologie repose sur la description formelle suivante :

3.1.1 La tour de Drinfeld est un systéme --- Mpyn Trongt o IS Mbro Sor Q}l(_l, ot

i) Les Mprn, n €N sont des I??T—espaces analytiques munis
(a) d’une action de G continue au sens de [5, par. 6].

(b) d’une action de D* dont la restriction a OB fait de Ty == T g0 0 My po1 un revétement
étale galoisien de groupe OF /(1 + w™Op).

(c) d’une donnée de descente & la Weil pour l'extension ﬁ|K (au sens de [43, 8.45]).

Ces actions commutent entre elles et auz 7y, 7, et le sous-groupe K, de G x D* agit trivialement.

diag
ii) Uaugmentation £p, est un morphisme d’espaces analytiques “au-dessus de K7 (cf [{, p. 30]) qui,
apres extension des scalaires, devient localement isomorphique, compatible aux données de descentes,
et équivariant si l’on munit l’espace symétrique de Drinfeld Q‘Ii(_l (vu comme K -espace analytique)

de laction naturelle de G et triviale de D™ .
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3.1.2  Pour le confort du lecteur nous allons brievement rappeler la définition de ces objets. On reprend
les notations de 'introduction, en abregeant O := Ok et en fixant une uniformisante w de O.

Si B est une O-algebre, un O-module formel sur B est un groupe formel muni d’une action de O
relevant ’action naturelle sur I’algebre de Lie. Un Op-module formel sur B est un O-module formel muni
d’une action de Op qui étend celle de O. Notons Oy C Op l'anneau des entiers d’une sous-extension
non ramifiée maximale de K dans D. Suivant Drinfeld, un Op-module formel sur B est dit spécial si son
algebre de Lie est localement libre de rang 1 comme Oy ®» B-module.

Une isogénie de O-modules formels est une isogénie des groupes formels sous-jacents compatible aux
actions de O. Sa (O-)hauteur est le quotient (entier) de la hauteur au sens des groupes par le degré de
k sur F,. La hauteur d’'un O-module formel X est la hauteur de l'isogénie X (w). Une quasi-isogénie
X — Y de O-modules formels est un élément de Homo_p,¢ (X,Y) ®o K qui admet un inverse dans
Homp_p,r (Y, X) ®p K. On montre que c’est en fait une isogénie & multiplication par une puissance de
X (w) pres, ce qui permet d’en définir la hauteur.

3.1.3 L’espace Mp,o : La définition de la tour de Drinfeld repose sur I'existence d’'un Op-module
formel X spécial (donc de dimension d) de hauteur d? sur k¢, qui est unique & isogénie pres, [10, Prop
I1.5.2], [43, 3.60].

_ Soit Nilp la catégorie des @"r—algébres ou l'image de w est nilpotente. On considere le foncteur
G : Nilp — Ens qui & B associe I'ensemble des classes d’isomorphisme de couples (X, p) avec X un Op-
module formel sur B et p : X®gea (B/wB) — X ®p(B/wB) une quasi-isogénie. On a une décomposition
évidente G = Lnez G ott G™M classifie les classes de couples (X, p) avec p de hauteur dh. Chaque G(™)
est non-canoniquement isomorphe & G(© et G(© est le foncteur G' de Drinfeld [22]. On sait que G est
représentable (cf [28], [43]) par un schéma formel localement de type fini sur O™. On note /\//\ng’O ce

schéma formel. De méme on note ./T/l\glr) o le schéma formel représentant G™ et M Dpr,o celui qui représente

~ ) = —0 ~ o
G. On a donc non-canoniquement Mp, g =~ M%Z o X Z. Enfin on note sans ~ les fibres génériques au sens

de Raynaud-Berkovich de ces espaces : ce sont donc des Knr -espaces analytiques au sens de [4].

3.1.4 Structures de niveau : Notons (X, p,) I'objet universel au-dessus de M\DT,O- Le noyau X, [w"]
de la multiplication par @™ dans X, est un schéma formel en groupes plat fini de rang p”d2 au-dessus
de Mpro, et qui est étale en fibre générique. Plus précisément, sa fibre générique est localement pour la
topologie étale isomorphe & Mp,.o x Op/w"Op. Le (Op/w"Op)*-torseur sur Mp, o

Isomo,, (@ "Op/Op)Mp,.q Xulw"])

est donc représenté par un revétement étale de Mp,. g, galoisien de groupe OF/(1 + @w™Op), qui est le

Mpyp de 3.1.1. Pour m < n, linclusion w™"Op/Op C w "Op/Op induit le morphisme Mp,.,, —
Mprm de 3.1.1.

3.1.5 Actions des groupes : On sait que le groupe des quasi-isogénies du Op-module formel X s’identifie
a G =GLy(K), [43, 3.60] ou [10, I1.5.2]. On récupere donc une action (& gauche) de G sur le foncteur G
qui envoie le couple (X, p) sur le couple (X, po (*g)x) ou gx désigne la quasi-isogénie de X associée & g
et tg désigne la transposée de gb. Cette action en induit une sur M\DT,O par Yoneda, et 'objet universel
est équivariant, i.e. muni d’isomorphismes canoniques (X, pu © g 1) = 9* (X, pu). Par conséquent tous
les Mp, , sont munis d’une action de G et les morphismes de transition sont G-équivariants. D’apres
Berkovich, 'action de G sur ces Knr -espaces analytiques est continue au sens de [5, par. 6] pour la
topologie naturelle de G.

On définit maintenant 'action de D* sur Mp, . Pour d € D* et X un Op-module formel sur B,
notons X le Op-module formel dont le O-module formel sous-jacent est encore X mais dont laction
de Op est donnée par ?X (z) := X (d~'xd), de sorte que X (d~!) est une quasi-isogénie X — ?X. Pour

5Cette normalisation de ’action permet de rendre 1’énoncé final A plus joli car exempt de contragrédiente. De plus le théoréme
de Faltings fait intervenir un passage a la transposée.
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un couple (X p) on pose d(X p) = (?X,poX(d~1)). On obtient ainsi une action & gauche de D* sur
le foncteur G et donc sur M Dr,0, triviale sur OF. L’objet universel est alors muni d’isomorphismes

canoniques d*(Xy, pu) — (*Xyu, pu 0 X(d~1)) et cela permet de prolonger 'action naturelle de O} sur
les Mpr, & D*, de maniere compatible aux morphismes de transition.

Passons & l'action de Galois et fixons un générateur topologique ¢ de Gal(K""/K) = Gal(k°*/k).
Rappelons qu’une donnée de descente & la Weil [43, 3.45] est une structure ¢“-équivariante au-dessus de

K. Ceci étant, si (X, p) est un Op-module formel rigidifié au-dessus de B, alors on en définit un autre
(¢*X,?p) au-dessus de ¢*B := B ®onr » O™ en posant ¢*X := X @p ¢*B et

90 X ®pee ¢*(B/w@) LS $*X @pen 6" (B/w) LL "X @4r5 0" (B/w).

On obtient ainsi un morphisme de foncteurs G — ng*G dont on voit immeédiatement qu’il est inversible,
ce qui nous donne une structure ¢Z equlvarlante sur G, et donc sur M Dr,0, au-dessus de Spf(@m) Nom-

mons momentanément 7, : ¢* M Dr,0 M Dro le Spf(O”T)—lsomorphlsme associé & cette ¢Z-structure
équivariante (adjoint du précédent), on obtient pour 1'objet universel existence d’un isomorphisme ca-

nonique oy (¢*(Xu), ®pu) = 75 (Xu, pu) au-dessus de d)*./\//\lpr,o, d’on, par composition, une structure
p?-équivariante
¢*(Xu) —> T¢Xu =Xy X "o ¢*MDT,0 72 Xy

au-dessus de Spf(@""). En passant aux fibres génériques, on obtient sur les M p,. , les données de descente
annoncées dans 3.1.1 1) (c).

3.1.6 Sur K : Etendons maintenant les scalaires & K%, en suivant la définition de [4, 1.4]. On obtient
une tour de K¢-espaces analytiques

Drn = MDT‘ n®Kancaa ne€N

que nous avons notée simplement M, dans l'introduction. La structure Ix-équivariante sur Mg, au-

dessus de K@ induite par ce changement de base et la structure ¢?-équivariante précédente se “recollent”
en une structure Wy-équivariante au-dessus de M(K ca). De maniere équivalente, on obtient une action
de Wi a droite sur I’ “espace analytique au-dessus de K7 M75, , compatible a l'action naturelle de Wi

sur K<, Ainsi la tour 7. est munie d’une action de G x D* x Wk, et on vérifie sur les définitions que

X
celle ci est triviale sur K, g X 1.

3.1.7 Le morphisme de périodes : Soit Q;l{l I’espace symétrique de Drinfeld, défini comme le complé-
mentaire des hyperplans rationnels dans P‘;{l, et Q‘;{l’”r son changement de base a K™". Drinfeld a

od—1,nr
QK

construit dans [22] un isomorphisme ¢(©) : ﬂgi,o ot Q471" désigne un certain modele

d—1 pr . L .
formel de Q% """ défini auparavant par Deligne. Nous n’avons besoin ici que de la fibre générique de
ce morphisme &, mais nous avons par contre besoin de I’étendre a tout Mp, o. Pour cela nous utilisons

l’isomorphisme de I?;’“ espaces analytiques 7,n : (¢")*Mpro — Mpyo qui induit un isomorphime
((bh)*/\/lgz, =~ M DT o et nous définissons & (") par le diagramme commutatif

~ h
(6" M) ——= M)
|
(th)*e“)l g™
A

((;Sh)*Q;l(_l’nT ~ Q;l(—l,nr
ou la fleche du bas est la donné de descente naturelle sur Q‘Ii{_l’m. Enfin on pose & := ||, &™) :

Mpro — Q‘f(_l’m". Une construction directe (et plus “simple” que celle de Drinfeld) de ce £ est proposée
dans le chapitre 5 de Rapoport-Zink [43], mais n’est rédigée qu’en inégales caractéristiques (techniques
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cristallines). En égales caractéristiques une construction “encore plus simple” reposant sur la notion de
module de coordonnées est proposée dans [28].

Les assertions de 3.1.1 ii) sont contenues dans les références usuelles [22], [10], [28] et [43]. Commentons
seulement la compatibilité a I'action de G : dans les références précédentes ’action de G sur les Mp,. ,, est
Paction “naturelle” dont la notre se déduit par g — ¢ g_l. Le morphisme de période y est équivariant pour
I’action naturelle sur le modele “dual” de Q?{l, A savoir 'ensemble des hyperplans de K% ne contenant
pas de droites rationnelles. C’est pourquoi, avec notre normalisation différente et notre définition de Qf(_l,
le morphisme de périodes reste G-équivariant.

3.2 La tour de Lubin-Tate

R Tn,n—1 71,0 1/d N
3.2.1  C’est un systeme ---Mrpr, — -+ — Mg k224 SK/ , 0l

i) Les Mpr,, n € N sont des ﬁ-espaces analytiques munis
(a) d’une action continue de D*,

(b) d’un systéme de morphismes étales finis g"/‘” s Mpr,, — Mpp définis pour tous g,n,n’
satisfaisant gMy(Ok)g™" C @™ ~"My(Ok) et tels que

i. Yg,h e G, g"' " h'In = (gh)"" 1" lorsque tous sont bien définis.
i, n,n!, e =171,

n|n

iWi. ¥n, les g"'™ font de m,, o un revétement étale galoisien de groupe GL4(Ok)/(1+ww™ My(Ok)).

(c) d’une donnée de descente & la Weil pour l’extension ﬁ”|K

Ces données sont compatibles entre elles et laction de K. ~C D* x G est triviale sur chaque

diag
MLT,n-

it) Daugmentation &1, est un morphisme d’espaces analytiques au-dessus de K, qui aprés extension des
scalaires, devient étale surjectif, compatible aux données de descente, et équivariant si l’on munit la
variété de Severi-Brauer Sllgd d’invariant 1/d de Uaction naturelle de D* et triviale de GLg(K).
On a donc o g% = €7 0 19" pour tous g,n tels que gMy(Ox)g~" C w "My(Ox).

Nous donnons maintenant un peu de substance a cette enveloppe formelle en rappelant la définition
de ces objets. Elle repose sur 'existence d’'un Og-groupe formel X sur £°* de dimension 1 et hauteur d,
au sens de [21] ou [36] et qui est unique & isomorphisme pres, [21, prop 1.6-7].

3.2.2 Déformations de X : On peut comme dans le livre de Rapoport-Zink exprimer le probleme de
modules sur la catégorie Nilp et de maniere semblable au cas de la tour de Drinfeld. Nous donnons malgré
tout la définition historique en termes de déformations, car c’est la seule écrite en égales caractéristiques.
Soit C la catégorie des @”T—algébres locales de corps résiduel F,, et completes pour leur topologie adique.
Une déformation par quasi-isogénie de X sur une telle algébre R est une paire (X, p) formée d'un Og-
module formel X sur R et d’une quasi-isogénie X —~ X @ R/Mr. Notons Def le foncteur de C dans les
ensembles qui & R associe 'ensemble des classes d’isomorphisme de déformations par quasi-isogénie (X, p)
de X sur R. Ce foncteur est une réunion disjointe de sous-foncteurs Def™ classifiant les couples (X, p)
avec p de hauteur h. Tous les Def™ sont non-canoniquement isomorphes a Def®. De plus, comme une
quasi-isogénie de hauteur nulle entre deux O g-modules formels de dimension 1 sur Fp est un isomorphisme
(c’est une conséquence de [21],props 1.6-2 et 1.7), on voit que Def® est le foncteur de déformations étudié
par Drinfeld. D’apres [21, 4.2] on sait que Def(”) est représentable par Palgebre R(®) := @"T[[Tl, co Ty
des séries formelles & d — 1 variables sur O™". Nous noterons alors ./\/15:0%’0 le K"-espace analytique de

Berkovich associé au schéma formel /T/l\g)%,o := Spf(R()) (suivant la procédure de Raynaud-Berthelot

décrite dans [7]) : c’est la boule unité ouverte de dimension d — 1. Il s’ensuit que les foncteurs Def™ pour
h € N sont aussi représentables et nous noterons M(LhT) o les espaces analytiques associés. Nous posons

—~ —~h N . B
enfin Mr70:= | ,en M(LT)_O et notons sans ~ I'espace analytique associé.
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3.2.3 Structures de niveau : On peut suivre la méme procédure que dans le cas Dr. En notant encore
(Xu, pu) Pobjet universel sur M7, on définit Mpr, comme le revétement étale galoisien de groupe
GL4(O/w"O) de M1, représentant le torseur

Isom((w™"0/0), Xu[w"]).

Il se trouve que dans ce cas LT on peut faire mieux en interprétant Mz, comme la fibre générique d’'un
probleme de modules classifiant les “structures de niveau de Drinfeld” : cela a 'avantage de simplifier
la description de l'action de G7. Soit A € K¢ un O-réseau. Si R € C et (X, p) est une déformation par
quasi-isogénie de X au-dessus de R, alors une A-structure de niveau n de Drinfeld sur X est un morphisme
de O-modules 1) de w ™A /A vers 'idéal maximal 9z muni de la structure de O-module définie par X
et tel que

[I @-v@) divie Xo(T)

z€Ew TA/A

ou X (T') désigne la série formelle donnant l’action de w sur X . Les foncteurs DefoZL classifiant les triplets

X, p,1) a isomorphisme pres sont représentables |21, 4.3] par des algebres R finies et plates sur les
p g An

R™ et nous noterons ./T/I\LT,AJL = |_]h€H SprE\}fZL. Lorsque A est le réseau “canonique” 0% ¢ K¢, la fibre

générique de M7 A, s’identifie canoniquement a Mz ,. Evidemment pour n fixé, tous les Mpra p
sont (non-canoniquement) isomorphes.

3.2.4 Action des groupes : On sait que le groupe des quasi-isogénies du O-module formel X s’identifie a
D*. Ceci nous permet de définir une action a gauche de D* sur M7, puis sur les My, d’'une maniere
exactement analogue a celle par laquelle on a défini ’action de G sur M p, ¢ et les M p, ,,. Explicitement,
on envoie un triplet (X, p, ) sur le triplet (X, po dgl, ).

L’action de G est plus délicate. Elle est soigneusement définie dans [31, I1.2] (ol les déformations sont
cependant par isomorphismes) et [47] (qui traite les déformations par quasi-isogénies). On rappelle ici
brievement cette définition, en 'exposant un peu différemment des références usuelles. Pour deux réseaux
A, A’ dans K% nous noterons d(A, A’) la distance combinatoire entre les points de 'immeuble de PG L4(K)
associés. C’est le minimum de la somme r + k pour tous les couples d’entiers r, k € Z tels tels que

(3.2.5) ACw "N Cw "FA
Lemme 3.2.6 I existe une famille de morphismes D> -équivariants de foncteurs

axl,‘;\ : Defy ,, — Defpr
indicée par les quadruplets (A,A',n,n’) ot A, sont des réseauz de K et n,n’ € N sont tels que
n—n'>=d(AN), et telle que

i) st A=A, alors ax,llx est le morphisme de restriction de la structure de niveau.
it) pour tout autre A", n" avecn’ —n" = d(AN',A"), on a O‘X”R = aA,,“A, o O‘X/lrzl\'
i11) les fibres génériques des morphismes de schémas formels ./T/l\LT,Am — /T/I\LTJ\W associés sont
étales, finies et surjectives (au sens de Berkovich, par exemple).

A partir de ce lemme, on définit ’action de G de la maniére suivante : tout ¢ € G induit un isomor-
phisme Defy ,, = Defga,, qui envoie le triplet (X, p,v) sur le triplet (X, p,¢ o g~ 1). On pose alors pour
tous n,n’ € N “adéquates”, c’est-a-dire tels que n —n' > d(gO?, O%)

n'|n

(3.2.7) gvln Defoa p, = Def,0d 4, ollspe Defpa .

"On peut néanmoins se passer d’une telle interprétation modulaire comme il est esquissé dans [43, 5.34] et expliqué dans [25,
2.3.8.3]
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En passant aux fibres génériques, on en déduit les g”l|" de 3.%.1. Notons que leurs degrés ne dépendent
pas de g et sont égaux a [1 + @™ Mg(0) : 1 + w"My(O)] = ¢* =),

Preuve : Remarquons que dans I’égalité ii), le quadruplet (A, A”,n,n") vérifie bien n — n” > d(A, A”)
par 'inégalité triangulaire.

Fixons maintenant (A, A’,n,n’) et choisissons (k,r) vérifiant 3.2.5 et tels que n—n' > k+r. On définit
un morphisme (O‘X//||T/L\)kn“ comme dans 1’énoncé du lemme en associant & (X, p, 1) au-dessus de R € C le
triplet (X} ., o). ., ¥} ) au-dessus de R défini par

- Xj.,. = X/Y(w "A’/A), dont I'existence (et la définition précise) est assurée par [21, Lemma 4.4],

ou [31, Lemma I1.2.4].

- Py X TS X L X @p R/Mp < X' @ R/Mp.
— W, @ NN TS o N Jo TN o A fw A~ — = (Mg, X)

C

AN — e (Mp, X)
Il est clair que ce morphisme est D*-équivariant. Il nous faut voir qu’il ne dépend pas du couple
(k,r) tel que n —n' > k + r. Soit (k’,7') un autre tel couple, et supposons que r’ > r. Dans ce
cas la multiplication par w” " dans le Ox-module formel X/1(cw~"A’/A) induit un isomorphisme
X/ " NJA) = X/ip(w "N /A). On vérifie alors aisément que cet isomorphisme induit un iso-
morphisme de triplets (X3, ., pis s Vs 1) = (X Phors Vo)

La propriété i) est immédiate. Pour la propriété ii), choisissons (k,r) comme ci-dessus et (k', ') tel que
n—n" >k4r et N C o A C " F A’. Alors soit (K", r") .= (k'+k,r"+r), on abien n—n" = k"' +r"
et A C o A - """ =*" A et on vérifie sur la définition que (O‘X,///l&)k”yr” = (OZX////“X//)M,W o (ax,,llx)k,r.
Il reste a montrer 1’étale finitude et la surjectivité des morphismes induits sur les fibres génériques. Pour
cela, on utilise le fait que lorsque on a deux morphismes analytiques tels que go f est étale, alors (g étale)
= (f étale), et (f étale surjectif) = (g étale). Rappelons maintenant que les morphismes de restriction de
la structure de niveau sont étales surjectifs (et finis) en fibre générique. Ainsi, étant donné un quadruplet
(A, N n,n') tel que n—n' = d(A,A) =: 6, égalité O‘?\"T\L/,\'O‘X,’lrflx = a?xlfsmaf\l& montre que ax,,llx est étale

s . .06 . . 25|38 .
en fibre générique si et seulement si « A"I A Vest, et donc si et seulement si a A,\ \ lest! Ce dernier est le

premier morphisme de la suite

DefAygg e DefA/’Q(; — DefA7§ e DefA/’O.

. <y . o N 0/6 5|26 0]26
En fibre générique, le caractere étale de la composée des deux dernieres fleches a Al,‘ proQ Al‘ N« A|'| A

o - 5]26 o s . . . R
implique que celle du milieu, « Al‘ A+ €st non-ramifiée. Mais alors, toujours en fibre générique, le caractere

étale et fini de la composée des deux premieres fleches implique par [4, 3.2.9] que ai‘f\ig est étale et finie.

La surjectivité se voit de la méme maniere. O

La donnée de descente se définit comme pour la tour de Drinfeld (voir [43, 3.48]), et ici encore se
recolle avec ’action de l'inertie sur les

ca L pa T ca
LTn ‘= MLT7n®ﬁ7,Kca, n € N.

3.2.8 Morphisme de périodes : Dans le cas LT, le morphisme de périodes n’est défini qu’en fibre
générique. 11 a été d’abord défini dans [36, par. 23] & partir de calculs explicites. La définition la plus
visiblement intrinseque est celle de [43, ch. 5] mais elle fait appel aux techniques cristallines des groupes
p-divisibles et n’est écrite qu’en inégales caractéristiques®. -

Dans chacune des définitions, la construction repose sur 'existence d’un K™ -espace vectoriel M de
dimension d muni d’une action de D* et attaché au O-module formel X (son module de Dieudonné

8Cependant, A. Genestier sait adapter au cas d’égales caractéristiques, par exemple en utilisant le module de coordonnées
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dans le cas d’inégales caractéristiques ou son module de coordonnées en égales caractéristiques) et d’un
isomorphisme D*-équivariant de Oy, . ,-modules

M ® s Ontyro — Mx,

ou Mx, est un fibré vectoriel au-dessus de My attaché & objet universel X, (obtenu comme fibre
générique de l'algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de l'objet universel X, au-dessus de
Mo, resp. de son module de coordonnées en égales caractéristiques). Notons alors Liex, le O LT0"
module inversible obtenu comme fibre générique de l’algebre de Lie de X,, au-dessus de Mpr; la com-
posée

M ®ﬁ, OMLT,O — qu — LieXu

définit un morphisme de ﬁ'—espaces analytiques
gnr . MLT,O . P(M) ~ Pdfl,nr

qui est le morphisme de périodes voulu. Le fait que £"" est étale au sens rigide-analytique est prouvé dans
[43, 5.17]. 1l se trouve qu’il est aussi étale au sens de Berkovich car son bord relatif est vide. La surjectivité
de £ est prouvée, au moins pour les points classiques (rigides analytiques) dans [36, 23.5], mais la preuve
de loc.cit montre aussi la surjectivité pour les points de Berkovich. Les propriétés d’équivariance se trouvent
dans [43, 5.37] ou [36, 23.28].

Frob

Par ailleurs, les isomorphismes M(X) — M(¢*X) = ¢*M(X) munissent M et donc P(M) d’une
donnée de descente a la Weil compatible a £"". Explicitons-la dans le cas ou K est de caractéristique
nulle : alors le Og-groupe formel X sur Fp est p-divisible et M est l'isocristal associé. Sa dimension sur
K" est la hauteur d de X, et son unique pente est 1/d. En particulier M est irréductible et donc “défini
sur IF,” au sens suivant : il existe une base de M dans laquelle le Frobenius est donné par la matrice

0 1 0 0

P = 0 0 . Ainsi, la forme rationnelle de P?~! correspondant & la donnée de descente sur
0o o .1
w 0 0 0

P(M) est celle associée au 1-cocycle Gal( K™ /K) = ¢% — Aut(P4=1) = PGLy_1(K") qui envoie ¢ sur
la matrice ®. Cette forme rationnelle est la variété de Severi-Brauer d’invariant 1/d.

Dans le cas ou K est de caractéristique positive, le méme raisonnement s’applique au module de
coordonnées M.

3.3 Définition du RI'.

Dans cette section, nous définissons les complexes de cohomologie des tours M$% et M .. On les
obtient comme évaluation en un faisceau constant du foncteur dérivé d’'un certain foncteur “sections
a support compact sur la tour”. Comme on veut que ce foncteur soit a valeurs dans la catégorie des
G x D* x Wg-modules, le plus facile (surtout du co6té LT) est de prendre pour source de ce foncteur
la catégorie des faisceaux équivariants sur (la descente de) lespace des périodes. Nous utiliserons sans
commentaires, mais avec des références précises, le formalisme présenté dans I’appendice B de [17], et qui
est essentiellement di a Berkovich et Jannsen. Pour le confort du lecteur, rappelons sans les définir les
principales notations de cet appendice :

— Xt désigne le topos étale d’un espace analytique X et I'i(X, —) les sections a support compact.

— Xet(G) désigne le topos formé par les faisceaux étales G-équivariants d'un espace algébrique X
muni d’une action continue d’'un groupe topologique G [17, B.1.4]. On sait alors que le foncteur des
sections & support compact se factorise par la catégorie (le topos) G des ensembles discrets munis

d’une action continue de G et nous notons I'’"% (X, =) : Xt (G) — G le foncteur obtenu.

— Mod, (T) désigne la catégorie abélienne des A-modules d’un topos 7 [17, B.1.5].

— Si A est une extension finie (sous-entendu locale et plate) de Z; d’uniformisante A, on note A,
le pro-anneau (A/A"),en et Mody, (7) désigne la catégorie abélienne des Ao-modules du topos 7
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(i.e. des systemes projectifs (F,)nen de A-faisceaux sur 7 tels que \*F,, = 0). On a un foncteur
lim” : Moda, (T) — Moda(T) [17, B.2.2].

~ On note I%6 1= I2°6 o lim (%) ; Mody, (X.t(G)) — Mod(G) [17, B.2.4].
3.3.1 Sections a supports compacts sur la tour : Comme les constructions sont formellement identiques

pour chacune des deux tours, nous ommettrons parfois la notation Dr ou LT. Par exemple, pour tout
n € N, &, désignera soit la composée

. ca ca d—1,nr L Od—1
§Dr,n . Drn MDT,O QK ’ PDr = QK
soit la composée
. ca ca d—1,nr l/d
ELtn rrn — Miro — Pk — Prr =S¥
I's aglt de morphismes d’espaces analythues au-dessus de K7 au sens de [4], les deux premiers espaces

tant K <o -analytiques, le troisieme Knr -analytique, et le dernier K-analytique. Dans chacun des cas,
I’espace des périodes P est muni d’une action continue du groupe J en posant Jp, := G et Jpp := D*.

K ’
n,n
ca

Comme les morphismes J-équivariants M¢* °% sont finis, on a my, p/1 = Ty ns . Donc pour tout

objet F € 75;((] ), on a des applications naturelles J-équivariantes
T+ IT T (MEE o (F)) — TV (MG o 170 & (F)) = TP (MG 65(F))

Fait 3.3.2 L’ensemble lim I'7°7 (MS® &5 (F)) est muni d’une action continue de G x D* x Wi et triviale
amdy

neN

sur le sous-groupe Kdmg x 1.

Preuve : Dans les deux cas, on a visiblement une action continue de (J x Wg). Dans le cas Dr, on a
aussi immédiatement Iaction de D*. On s’occupe donc du cas LT, ou il reste a expliquer 'action de G.

Fixons g € G et n > n’ tels que le morphisme g”,|" s M@, — Mo, soit défini. Celui-ci étant
fini, on a (g"l|”)g = (g”/‘”) donc I'égalité £rp n 0 g™ "™ = & n de 3.2.1 ii) fournit le morphisme

gnl‘”’*: LY (M Eir (F)) — TP (M s 810 (F))-

D’apres les propriétés 3.2.11)(b) i et ii, on obtient & la limite inductive un morphisme g* : T'o(M F) —
T (Me* F) qui commute & Paction de D* x Wg, Cela définit une action a droite de G, et pour nous
ramener & une action a gauche, nous ferons agir g sur Iy’ (M, F) par son inverse g—*. La trivialité
de cette action sur Kj; = vient de la fin de 3.2.1 ). O

iag

Posons GD := (G x DX)/Kdeg. On a donc obtenu un foncteur “sections a supports compacts sur la
tour”

Fc(Mcav 7) : 7/):;((]) - (GD X WK)
F o= lim IV (MR 6 (F))
neN
dont le but est la catégorie des G D x Wg-ensembles continus. Ce foncteur commute aux limites projectives
finies et envoie donc A-modules sur A-modules pour tout anneau A (constant sur Pet( ).

3.3.3 Cohomologie : La construction du systéme inductif (I'J°7 (ME*, &5 (F)))nen et de Paction de

G x D* x Wi sur icelui reposaient sur la finitude des morphismes m,, s et g”"". Ces mémes propriétés
permettent de définir de maniere analogue pour tout faisceau abélien et tout ¢ € N un systeme inductif
(HI(ME, £5(F)))neny muni d'une action de G x D* x Wk

Fait 3.3.4 Pour tout ¢ € N, il y a un isomorphisme de foncteurs Modz(ﬁ;(J)) — Modz(GD x W)
canonique :

RIT(M®, =) == lim HI(M;!, € ~).

neN
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Preuve : En effet, par commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes, on a

RIT(M, =) = lim RY (TP (M}?, =) 0 &)
Comme on sait par Berkovich que RIT°/(X,—) = HI(X,—) (voir [17, B.1.7]), il nous suffira de mon-
trer que RI(I'7°7 (MS*, —) 0 &) = RIII(ME*,—) o & pour tout n. Or on a une factorisation & :

—

Modyz(Pe(J)) 2, ModZ(PQ%K@et(J)) & ModZ(/\fﬁ;(J)) o 5% est un morphisme étale de Kea.

espaces analytiques et (3 est le changement de base (ce n’est pas un morphisme d’espaces analytiques mais
un morphisme des sites étales concernés). Ainsi £5°* envoie injectifs sur injectifs puisqu’il est adjoint a
droite du foncteur exact 5%, et 5* envoie suffisamment d’injectifs sur des injectifs, par exemple tous ceux

de la forme 5.(Z), avec Z injectif. O

En particulier, lorsque A est un anneau de torsion, le complexe RT'.(M* A) a la bonne cohomologie.

Supposons maintenant que A est une extension finie de Z; et fixons Fy = (Fin)men € Moda, (Pet(J)).
Comme les morphismes 7, ,» pour n > n’ sont étales, on a

™Mo (0 Fo) ot im Mo ) (g0, 7).

Ainsi, la finitude de ces mémes 7, ,,» fournit encore les morphismes de transition intervenant dans la limite
suivante
Lo o(M®, Fo) 1= lim T (MG, 65(F)) -
neN

Ce A-module est muni par définition d’une action lisse de J a gauche et d’une action commutante de
Wi a droite (qui n’est plus nécessairement lisse a cause de la limite projective). On construit 'action du
troisiéme groupe (D pour le cas Dr ou G pour le cas LT) exactement comme dans 3.3.2. En particulier
dans le cas LT, on utilise le caractere étale des ¢ ™ pour pouvoir écrire

HmMmet (D) (e F,) o g’ In" lim Moot (g2, 7).
grace & 3.2.1 ii). On définit ainsi un foncteur
Leo(M, =) 0 Mody, (Pei(J)) — Mody (GD x Wse)

qui est exact a gauche. Dans le terme de droite, ’exposant disc signifie qu’on oublie la topologie de Wi ;
en effet, on a perdu la lissité de I’action de Wi dans la limite projective.

Supposons maintenant que le A,-faisceau F, soit un A-systéme local au sens de [17, B.2.1], et notons
HI(ME &5 ((Fm)m)) la cohomologie & supports compacts de son image inverse sur MS®, définie dans ce
cas par Berkovich (¢f loc. cit). Toujours les mémes propriétés de propreté des m, v et g”"” permettent
de définir un systeme inductif (HZ(MS*, & ((Fm)m)))neny muni d’une action du groupe G x D* x Wk

Fait 3.3.5 Pour tout g € N et tout A-systéme local J-équivariant (Fpn)men sur P, on a un isomorphisme
canonique (G x D* x Wg)-équivariant :
RITo(M, Fy) = lim HI (M5 65 ((Fin)m))
neN

Preuve : Comme dans le cas de torsion, la commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes
et le fait que & envoie suffisamment d’injectifs sur des injectifs montrent que

RITeo(M™,F2) = lim (R (T30 (M57, =) 0 €1) (72)

neN

12

tim (R (T35 (MG, -) ) (€(F)))

neN

Mais d’apres [17, Prop B.2.5 ii)] appliqué aux espaces analytiques quasi-algébriques (car lisses) MS%, on
a RITVY (M, &5 (Fe)) = HI (M, & (Fin)m) pour tout A-systeéme local J-équivariant F, O
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Nous pouvons maintenant poser :
RT (M A) = RF(;7.(MCG7A.) c D?\(GD v W;?'SC)'

Par ce qui précede, sa cohomologie est G x D* x Wg-isomorphe & la limite inductive HI(M®*, A) des
Hi(MS* A), n € N. En particulier, le morphisme canonique RI'.(M* Z;) @z, A — RT (M A) est

un isomorphisme. Nous posons enfin
RT (M, Q) = Q; @z, RT(M™,Z;) € D (GD x W),

Par commutation du produit tensoriel aux limites inductives, la cohomologie de ce complexe est donnée
par RIT(M, Q) ~ HI(M®, Q) := lim HI(M7?, Q).

neN

3.4 Le théoreme de Faltings-Fargues

Dans [24], Faltings a esquissé un lien remarquable entre les tours de Drinfeld et de Lubin-Tate. Ce lien
est expliqué en détail et amplifié dans un travail en cours de Fargues [27] dans le cas out K est p-adique.
Si on pouvait donner un sens géométrique raisonnable aux notations M = IimMS, la formulation

—
naturelle de ce “lien” serait de dire que les objets M, et M$% sont isomorphes, et de maniere G x
D* x Wg-équivariante. Malheureusement ces objets n’ont vraiment pas de sens, et le résultat doit étre
formulé en termes de schémas formels p-adiques énormes et n’ayant plus du tout les propriétés de finitude
normalement requises pour leur associer des espaces rigides. Mais une autre maniéere de formuler ce lien
sans introduire de schémas formels est la suivante :

Théoréme 3.4.1 (Faltings-Fargues) Il existe une équivalence de topos Ppret(G) ~ Prre(D*) qui
échange les deuz foncteurs T'e(ME., —) et T'e(MG%, —).

C’est le théoreme 13.2 du chapitre “cohomologie” de [27]. Sous cette forme, on obtient le corollaire
immédiat

Corollaire 3.4.2 Il existe un isomorphisme RUo(M{%, Z;) ~ RU(MS5,, Z;) dans D (GD x Wisc).

3.5 Variantes et décompositions

Dans cette section, on discute deux variantes de la construction de la section précédente dont on tire
quelques propriétés des complexes RI'.(M® A) ou A désigne une Z;-algebre finie pour un [ # p. On
s’intéresse ensuite a 'action du centre de la catégorie des A(GD)-modules lisses sur ces complexes, puis
dans le cas LT, on montre une propriété de finitude et on introduit une variante “sans supports”.

3.5.1 Premiére variante : Dans [15], [31] et [11], les auteurs considérent plutét la cohomologie des tours
(Mg?zl’ca)neN pour ? = LT ou Dr, ou 'exposant (0) désigne la composante connexe ou la quasi-isogénie
du probleme de modules est de hauteur nulle, c¢f 3.1.3 et 3.2.2. Ces espaces ne sont pas stables sous
I'action GD x Wi ; leur stabilisateur est le sous-groupe (GD x Wg)? formé des triplets (g, d, w) tels que
|det(g)Nr(d)~!|x = |w|. En définissant les RT'.. correspondants comme dans le paragraphe 3.3, on constate
que les inclusions MY — M., induisent par adjonction un isomorphisme

(3.5.2) ind I o (RDA(M©, A)) =5 RT (M, A)

dans D} (GD x Wlise).

3.5.3 Deuxiéme variante : On peut aussi quotienter les tours (M,), par l'action (libre) du sous-
groupe w” engendré par I'uniformisante @ € K* C G. Les quotients M, /o? sont non-canoniquement
isomorphes a UZ;B ./\/l%h). Comme w? est central dans G x D* x Wy, ces quotients sont encore munis
d’une action du produit triple. Pour alléger un peu les notations, nous surlignerons les quotients par w?,
en posant GD := GD/w? et M := M/w? que nous décorerons éventuellement d’indices Dr, LT ou
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n. En répétant les constructions du paragraphe 3.3, on obtient un complexe (deux complexes, en fait)
RT (M, A) € DY(GD x W¥se) qui se déduit de RT.(M*, A) par la formule

L ~ —ca
(3.5.4) A® ey RT (M, A) = RT(M™, A)

(isomorphisme “canonique” dans D} (GD x W&s¢)) ot le produit tensoriel est pris par rapport au mor-
phisme d’augmentation A[ww?] — A. On a aussi un lien avec la variante précédente :

(3.5.5) indE o (RTA(M©22,8)) 5 RT(M, A).

3.5.6 Décomposition selon le centre de la catégorie des AD*-modules lisses : Notons 35 (GD) le centre
de la catégorie abélienne Moda (GD) des AGD-modules lisses. Comme le centre d’une catégorie abélienne
agit encore sur la catégorie dérivée bornée associée (et s’identifie méme au centre de celle-ci), on obtient
une action canonique de 35(GD) sur RT'.(M*, A). En particulier tout idempotent de 35(GD) fournit
un facteur direct de RT'.(M**, A). De plus, en utilisant les mémes notations pour les groupes D* et G,
on a des morphismes canoniques 35(D*) — 34(GD) et 34(G) — 3A(GD) induits par les inclusions
D* — GD et G— GD.

La suite de sous-ensembles 1 + w™Op, n € N de D* est un systeme fondamental de voisinages de
I'unité formé de pro-p-sous-groupes ouverts compacts distingués de D*. Comme p est inversible dans A,
ces pro-p-sous-groupes ouverts définissent des idempotents de l’algebre de Hecke Ha (D). Comme ils sont
distingués, ces idempotents sont centraux : on note &, p leurs images dans 35 (D) et e, pRL(M* A) €
D4 (GD) le facteur direct de RT (M, A) associé.

Interprétation géométrique : Du c6té Dr, on prouve facilement (comme dans le lemme 3.5.9 ci-dessous,
en plus simple) que I'inclusion de foncteurs I'°¢ (M, , —)olp,. ,, — T'e(MF,, —) induit un isomorphisme
dans D} (GD x Wkise)

RFC( %lr,'rwA) l} En,DRFC( %ZNA)’

Par contre, il n’y a pas d’interprétation géométrique évidente dans le cas LT.

3.5.7 Décomposition selon le centre de la catégorie des AG-modules lisses : On suppose toujours que
A est un anneau ou p est inversible. Il existe une décomposition “par le niveau” similaire a celle que
nous avons utilisée pour D* ci-dessus, mais beaucoup moins triviale. Notons Mod, (G),, la sous-catégorie
pleine de Mod(G) formée des objets engendrés par leur vecteurs invariants sous le pro-p-sous-groupe
ouvert H,, := 1+ w@w"My(O) de G = GL4(K), et notons Ha (G, H,,) Palgebre de Hecke de la paire (G, Hy,)
a coefficients dans A.

Fait 3.5.8 La sous-catégorie Modx(G)  est “facteur direct” de la catégorie Moda(G). Les foncteurs

VisVH et M — indfln (1) OHA(G,Hy) M

sont des équivalences “inverses” l'une de lautre entre Moda(G),, et la catégorie des Ha(G, Hy)-modules.

n
Preuve : Nous renvoyons a I'appendice de [18] (lemme A.3) ol une décomposition par le niveau est
obtenue pour des groupes réductifs plus généraux, en reprenant un argument de Vignéras reposant sur les
filtrations de Moy et Prasad. Dans les notations du paragraphe A.2 de [18], on peut choisir pour “points
optimaux” les isobarycentres des facettes dont ’adhérence contient le point spécial associé & GLg(Ok).
Pour un tel point z et tout » > n, on a G, ,+ C H,, donc la somme P, des représentations P(r), r <n
de loc. cit. est dans Mod, (G),,. Réciproquement, toute représentation de Moda(G),,, et en particulier
indgn (A), contient un type non-ramifié de niveau > n, donc est quotient d’une somme de copies de P,.
D’apres le lemme A.3 et le paragraphe A.1 de [18], la représentation P, découpe un facteur direct de
Moda (G) qui n’est donc autre que Moda(G),,. O

On associe ainsi a tout entier n € N un idempotent central €, ¢ de 34(G) qui “projette” la catégorie
Mod, (G) sur sa sous-catégorie Mody (G),,. Faisant agir cet idempotent sur la catégorie Moda (GD), on en
obtient un “facteur direct” e, ¢ Moda(GD). On peut interpréter ce facteur direct en termes de modules
lisses sur ’algebre de Hecke Ha(GD, H,,) des mesures localement constantes & supports compacts et &
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valeurs dans A qui sont invariantes & droite et & gauche sous I'image de H, — GD (algebre qui n’a
pas d’unité, mais “suffisamment d’idempotents”). En effet, en notant toujours jndgf I’induction lisse a
supports compacts, on déduit du fait précédent que les foncteurs

ViV ot M— indf;? (1) ®mp(ep,) M

sont inverses 'un de l'autre. Cette fois-ci 'interprétation géométrique se fait du coté LT :

Lemme 3.5.9 L’inclusion de foncteurs I'V°? (M4, =) o€l p ,, — Le(MG%, —) induit un isomorphisme
dans DY(HA(GD, H,) x Wkise)

RUe( M, A) = RT (M, A
qui induit a son tour un isomorphisme dans D} (GD x Wksc)

ind§” (1) @2, @D, 1,) BT (MG, A) = n, g RT (M5, A).

Preuve : Nous traitons le cas A = Z;, les autres cas s’en déduisant par extension des scalaires. Il suffit
de montrer que pour tout A,-faisceau étale D*-équivariant F, sur Prr = Sll(/d, le morphisme canonique
DYP (M s 81 rn(Fe)) — Do (MG, Fo) induit un isomorphisme D* x Wi-équivariant

(3.5.10) LPe” (M5, €Lgn (Fo)) = Tea(Mfp, Fo) i

En effet, cela montrera d’abord I'existence de I'action de Hx (G D, H,,) sur le terme de gauche et permettra
donc de définir RT'.(M§%, ., A) comme un objet Wx-équivariant de D*(HA(GD, H,)). Puis cela montrera
aussi les autres assertions du lemme, puisque le foncteur des points fixes sous H,, est bien-str exact.

Vue la définition de I'; o (M, —), pour prouver 3.5.10 il suffit de montrer que pour m > n, application
canonique induit un isomorphisme

FOOD( T > LTn(]:))l)F?jD( T m> zT,m(fO))Hn'

Rappelons que le morphisme 7, 5, : M4, — M54 est étale galoisien de groupe H,/H,, et qu'on a
W;‘n}n(limM"(D)ng’n(f.)) = 1imM’”(D)§ZT,m (F.). Ainsi I'isomorphisme cherché est tautologique si on

enléve l'indice ¢ (supports compacts), mais on peut rajouter cet indice ¢, par propreté et surjectivité de
Tm,n- O

Corollaire 3.5.11 Les A-modules HZ (MCLGT,A), g € N, sont GD-admissibles, et méme G-admissibles.
Par conséquent, le A-module Endp, &5, (En’gRFC(MzaT,A)> est de type fini.

Preuve : Commencons par la premiere assertion. Grace a 3.5.5, il nous suffit de voir que pour tout n € N,
le A-module H q(M(LO%’iba, A) est de type fini. Pour cela, rappelons que Mg)%n est la fibre générique d'un

schéma formel MLT ,,- On sait par diverses versions du théoreme de Serre-Tate, ¢f [31, I1.2.7] et [11, 7.4.4],
que ce dernier est 1bom0rphe au complété formel d’un schéma algébrique S, propre sur O™ (une certaine
variété de Shimura ou une variété de “Drinfeld-Stuhler”) en un point fermé x,, de sa fibre spéciale. 11
s’ensuit que M2 g’identifie & un ouvert distingué (différence de deux espaces compacts) de l'analytifié
Sewam de S On en déduit grace a la suite exacte associée a la différence des deux espaces compacts que
sa cohomologie est de type fini (¢f [5, cor. 5.6] dans le cas de torsion et [25, 4.1.15 et 4.1.17] dans le cas
l-adique).

La seconde assertion vient du résultat suivant, de nature “théorie des représentations”
Soit A un anneau noethérien ot p est inversible. Soient A*, B* € DY (GD) deuz complexes a cohomologie
G-admissible et de niveau fini. Alors Home (@D) (A®, B®) est un A-module de type fini.

En effet, grace aux suites spectrales habituelles, il suffit de voir que chaque Ext’ (H(A®), H*(B*))
est de type fini sur A. Grace a la suite exacte

AGD
1— G/w” — GD — D*/K* — 1
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et la compacité de D* /K>, il suffit encore de prouver que les A-modules Extj@ (H(A®), H*(B®)) sont
de type fini. Comme le A-module Homg (P, H*(B*)) est de type fini deés que P est projectif de type fini
dans Mody(G), il suffit de prouver que H9(A®) admet une résolution par des objets projectifs de type
fini. On peut pour cela invoquer deux arguments. Soit on reprend 'argument de Vignéras pour prouver
[61, Thm 2.11] en remplagant U'ingrédient [51, 2.2] par 3.5.8. Soit on utilise la noethériannité de Mody (G)
prouvée dans [18], puisque H?(A®) est par hypothese de type fini. |

3.5.12 Une variante sans supports, du coté LT : Dans le paragraphe 3.3, la raison qui nous force
a utiliser la cohomologie a supports compacts est notre besoin d’un complexe vivant dans la catégorie
dérivée Dp(GD) des A(GD)-modules lisses. Si Pon remplace T'y par T'; on perd la lissité du groupe J et
on s’expose a des problemes de coefficients [-adiques. Du c6té Dr, cela est rédhibitoire, mais du c6té LT,
le complexe obtenu nous permettra de nous raccrocher aux travaux de Boyer.

Notons GD%#¢ le groupe G.D muni de la topologie qui coincide avec la topologie naturelle de G ¢ GD
et induit la topologie discréte du quotient GD/G = D*/K*. Si 'on suit la procédure de 3.3.1 en y
remplacant 'y par I'; on obtient un foncteur

(M(O ey Sll(/Zt(Ddlsc) (GDdise x Wdisc)o
puis un complexe RF(M(LO%’C(I, A) € DY (GD%s¢ x Wilise). Si A est une Z;-algebre finie, on a
0),ca 0),ca BT . 0),ca
RIT(MER A) = HIMEP, A) = lim Lim HIMR A/,
puisque pour chaque n, le systéme des Hq(M(LO%’;a, A/U™) est AR-l-adique, cf [25, 5.9].
Notons avec un exposant v le foncteur contragrédiente sur Mody (GD95¢ x W&5¢) et son dérivé sur
D§.
Lemme 3.5.13 Si A = Z/I"Z ou Q, il existe un isomorphisme canonique dans D5 ((GD¥¢ x W is¢)0)
RT(M: A)[2d — 2)(d — 1) = RT(M0:* A)Y.
Preuve : Commengons par construire un accouplement

(3.5.14) RT(M ) Ay @k RT(M* ) — A[2 - 2d)(1 — d)

dans D?\((GD"”SC x W )?). Pour cela, remarquons que si on se donne trois objets abéliens de PLT’et(DdiSC)
munis d’un morphisme F ® G — H, on récolte sur les sections le morphisme

F( iaTw?:)(g)Fc( iaT’g) %FC( zaTaH)
qui, par étale-finitude des g™", est GD%5¢ x W -équivariant. Dans le cas ot A est de torsion, en choisissant
une résolution de Godement plate et multiplicative de 'anneau A, on obtient dans DY ((G D4s¢ x Wise)0)
un morphisme
RF(M(O),ca’ ) ®A RT. (M(O),ca’ ) (M(O) ca’ )
Lorsque A = Z;, une résolution comme-ci-dessus fournit aussi une résolution flasque de 'anneau (Z/I"),en

dans Mody, (’P/L\/Tet (D%i5¢)) et on obtient encore un tel morphisme. On définit ensuite 3.5.14 par compo-
sition avec la fleche de DY ((GD4s¢ x W kise)0)

RD((M, ) 252 H2-2 (MO, A)[2 — 2d) =5 A2 — 2d](1 - d)
ou la premiere fleche est justifiée par le fait que H? = 0 pour ¢ > 2d — 2, et la seconde est donnée par

la famille des morphismes “traces” H292( s ) — 2% A(1 — d) normalisés par le facteur |Hy /H,,| ™!
(pour avoir la bonne variance). On en ‘déduit ensuite formellement le morphisme de I’énoncé du lemme.
Supposons maintenant que A = Z/I{"Z ou Q. Puisque cet anneau est auto-injectif, le morphisme
de I’énoncé induit en cohomologie des morphismes Hq(/\/lg):)p’m, A) — Hf"l_g_q(./\/lS;O:,)«’m7 AV (1 —d) qui
par construction, coincident sur les H, —invariants avec les isomorphismes de dualité de Poincaré dus a
Berkovich [7, Cor 2.3.ii)] Hq(./\/l(Lo%fla, A) — H2472- q(M(LO%fLa, A)V(1 —d) (voir aussi [25, 5.9.2] dans le
cas [-adique). O
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4 Reéalisation cohomologique des correspondances

Dans cette partie, nous prouvons le théoréeme A modulo une estimation sur 'action de 'inertie qui
sera obtenue dans la partie suivante. Nous identifierons toujours les centres respectifs de G = GL(K) et
D* = D} a K*, via les plongements canoniques. Un “caractére central” d’une représentation de G' ou
D* est donc un caractere de K *.

Fixons p € Irrg, (D) et notons w son caractére central. Nous allons étudier dans un premier temps

le complexe

RI[p] := RT(M*, Q) ©% |, p € DY(G x W),

La catégorie dérivée est celle des @l—représentatigns de G x Wk dont la restriction a G est lisse et
de caractere central w (rappelons que RI'.(M°* Q;) vit dans D% (GD x Wk), ¢f 3.3.3). Par 3.5.1, les
l

HI(M¢**,Q,) sont projectifs en tant que représentations lisses de D* et on a donc

j ~ 7 ca ) _
H (ch[p])cxv?gsCHc(M Q1) ®g,px P-

Pour faire court, nous noterons simplement HZ[p] ces objets de cohomologie. Par 3.5.11, ils sont G-

admissibles (et de caractére central w), sont non-nuls seulement si d — 1 < ¢ < 2d — 2, et nous allons
maintenant les décrire.

4.1 Description de la cohomologie, d’apres Boyer

4.1.1 Représentations elliptiques “cohomologiques” : on a défini et classifié en 2.1.11 les représentations
de G elliptiques “de type p” notées 7T£ , pour I C S,. Parmi celles-ci seules certaines apparaissent dans la
cohomologie des espaces modulaires, et méritent donc d’étre appelées “cohomologiques”. Pour les décrire
on utilise la bijection S, = {1,---,d, — 1} décrite en 2.1.13 et on pose pour 0 <i < d, —1

<io_ {14} >i . {it1,-,d,—1}
Ty =T, et T, =T, .

On convient naturellement que 7rp<0 = 7rp>d” = 7'('2 = JL4(p) qui est la série discrete de G associée & p par
la correspondance de Jacquet-Langlands.

Théoréme 4.1.2 (Boyer) Pour 0 <i<d—1, il existe un isomorphisme de G x D* x Wy -modules

] ~ ) dp—d .
HI o] 55 15t @ 0gpa, (my)| — |77 .

Les notations m, et d, sont celles de 2.1.10.

Preuve : Cette “preuve” va essentiellement consister a expliciter un dictionnaire entre les notations de
[12] et celles du présent travail. Par 3.5.1, on a

Hil) =, HI(M Q) ©g,0x p

ou laction de G x W sur le dernier terme vient de la suite exacte (’)E — (G x D* x VVK)0 — G x Wgk.
Par dualité et grace a 3.5.13 on obtient

. . — —\V
Hilp) = Homey (HI(MO<.Q) @ 0.Q)

. — \%
=~ Homgy (p, HI(M©®,Q,)")

GXWK
~ @ A2 (MO0 D) (1— d)
Wi Omog P LT o\ .

Boyer, comme Harris et Taylor, travaille sur les cycles évanescents du schéma formel M\(LO%. Rappelons
que d’apres Berkovich [7, Cor. 2.3.ii)], on a pour tout j € N :

H (Mip™.Q) = R0, (M. Q).
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Il découle donc de la discussion ci-dessus que pour 0 < i< d—1, on a

H 1) o \I’}i{fll’;i(p)v(l —d) = L{g{l}d—i(p)vg —d)

dans les notations respectives de Harris-Taylor [31, p. 87] et Boyer [12, 2.1.12]. Il ne nous reste plus qu’a
appliquer le théoreme 4.1.3 de [12], en y spécialisant les “variables” (s, ) en (dp771',\)/)7 et en utilisant le
dictionnaire :

p e JLTN(St(m))Y, 0asa, (7p) «— vec(m)", wiie— [T,5—i— 1l

v

Le théoréme 4.1.3 de [12] nous dit alors que

d—d,+i o >i —(d—d,+2i)/2

Ucid (0 5, T @ 0aa,(m,)] = | (d=dpt20)/2,
En changeant ¢ en d, — 1 — 4, en dualisant et en tenant compte de 1'égalité (vad”fi)v = 7rp<i donnée par
2.1.15, on obtient la formule de 1’énoncé. O

4.2 Scindages et endomorphismes de RI'.[p]

Nous allons décrire I’algebre des endomorphismes de RT';[p].

Corollaire 4.2.1 i) Le complexe RT.[p] est scindable dans D°(G).
it) Sim € Irr, (G) est telle que RHomg ,, (RT:[p], m) # 0 alors w est elliptique de type p.

Preuve : Le point ii) est une conséquence immédiate du théoréme de Boyer et de 2.1.17 i). Le point i) peut
se démontrer de deux manieres différentes, soit par le calcul des Ext de 2.1.17 ii), soit par un argument
de poids, exactement comme dans la preuve de [17, Prop. 4.2.2] & laquelle nous renvoyons le lecteur. O

Notons que RI.[p] n'est pas scindable dans D! (G x W&s¢) et que c’est justement 1a tout le sel de
cette histoire. Nous poserons dans la suite

dp—d
=1z

dP
(4.2.2) o' (p¥) = 0aya, (m)) et Cp =@ 75 [—(d—1+1)] € DL(G),
=0

nous noterons V,/(,v) le Q;-espace sur lequel agit o/(pV), et nous appellerons scindage de RT.[p] tout
isomorphisme

(4.2.3) a: RL[p] = C, &g, Vor(pvy dans DJ(G).
qui induit les isomorphismes 4.1.2 sur les groupes de cohomologie.

Remarque 4.2.4 Lorsque D est une catégorie R-linéaire, R étant un anneau commutatif unitaire, et L
est un R-module libre de type fini, on a un (une classe d’isomorphisme d’) endofoncteur C' — (C ®p L)
de D. On vérifie immédiatement qu’on a un isomorphisme canonique de R-algébres

Endp (C ® L) — Endp (C) @ Endg (L) .
Ainsi, tout scindage induit un isomorphisme
Qly 2 EHdDE)(G) (ch[p]) ; EndDg(G) (Cp) ®@l End@l (VU’(pV)) .

Par ailleurs, on a la description de I’algebre des endomorphismes de C,

Endpy @) (€0) = @Ethi (Wfiﬂrfﬂ’) )

2]

le produit sur I'espace de droite étant donné par le U-produit. Notons alors 7, 'algebre des Q,-matrices
triangulaires supérieures de taille d,, et (E;;)i<; sa base “canonique” :
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<it1
P

<i

57, Vapplication Ej i1 — it

Fait 4.2.5 Pour tout choix de générateurs [3; ;41 € Extaw (m
induit un isomorphisme

, T

B: Ta, — Endps () (Cp) -

Changer ce choix de générateurs revient simplement a composer 3 avec la conjugaison par une matrice
diagonale.
Preuve : Ceci découle de la description du cup-produit 2.1.17 ii). On renvoie a [17, 4.2.4] pour plus de
détails. 0

Par la remarque 4.2.4, un isomorphisme § comme ci-dessus induit un isomorphisme d’algebres encore
noté 3

G End@l (Va/(pv)> ®@l 7:1,) — EndDZ(G) (Cp ®@l ng(pv)) .

Pour récapituler, on a obtenu

Proposition 4.2.6 A tout scindage o« comme en 4.2.83 et tout choixz de générateurs 4.2.5 est associé un
isomorphisme de Q;-algébres 37! o a, s’inscrivant dans les diagrammes commutatifs

Endpy ) (RTc[p]) ?}End@l (Vorov)) ©g, Ta, »

(YoM

lcan \le ®E};

e (4.1.2)
EIIdG (Hg I+ [p]) End@l (Va-/(pv))
o i €{0,---,d,} et Ej; désigne la coordonnée diagonale (i,i) de Tg,

4.3 Action de Wy sur RI.[p]

On étudie ici le morphisme canonique
Vo1 Wk — Autpy ) (RLc[p])

qui décrit 'action de Wg sur RIL.[p]. Le résultat final que nous visons est une version W-équivariante
de la proposition 4.2.6 :

Théoréme 4.3.1 Pour tout relévement de Frobenius géométrique ¢, il existe un unique scindage oy
comme en 4.2.3 et un unique choix de générateurs 4.2.5 induisant un isomorphime B4, tels que le dia-
gramme sutvant commute :

EHdDg(G) (RFC[/)]) — 5 End@l (Vgr(pv)) ®@z %p .

5;100%*
’YPT 0,9
’ \2 ’
7 (pV)erd
Wik

De plus, le choiz de générateurs, et donc [y, est indépendant de ¢.

Rappelons que la notation 7'3;4) a été introduite au-dessus du lemme 2.2.8. Sa classe d’isomorphisme

N . N dp—t ) . P . . .
est, & torsion pres par | — |~z , la représentation spéciale de dimension d,. En conséquence, la classe
d’isomorphisme de la représentation ¢’(p¥) ® Tg:b est la correspondante de Langlands o4(.J Lq(p")) tordue
1—d
par | — |z .

Par ailleurs, nous avons fait le choix contestable de fixer un générateur p de Z;(1) dans les constructions
qui interviennent pour ’énoncé ci-dessus. On laissera au lecteur intéressé le soin de suivre 'effet d’un tel
choix dans ces constructions et on renvoie & la partie 4 de [17], pour une discussion plus “canonique”
d’une situation analogue.

Le reste du paragraphe est consacré a la preuve du théoreme ci-dessus, en admettant la proposition
4.3.9 ci-dessous, laquelle sera prouvée dans la section suivante.
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Lemme 4.3.2 (monodromie quasi-unipotente) Il existe un unique endomorphisme nilpotent
N, € Endpy ) (RLc[p])
tel que, si I, C I désigne le noyau de o' (p")|1,, alors
Vie I, 7,(i) = exp(N,t,(i)).
De plus on a
(4.3.3) Yw € Wi, 7,(w)N,y,(w)™t = ¢ "IN, = [w|N,.

Preuve : Commencgons par remarquer que 1’énoncé est insensible a la torsion par les caractéres non-
ramifiés. En effet, si ¢ : Z — Q; est un caractere, alors d’apres 3.5.1, on a un isomorphisme

RT.[p® (¢ o Nt )] = RT.[p] ® (¢ o |det], ) (¢ o| — |;V1) dans Dcl)u(wOHf()(G x W lise),
Quitte & tordre p par un caractére non-ramifié, on peut donc supposer w(w) = 1. On a alors
ch[p] = ch(mcaa @l) ®él5 P

en posant D := D> /w?. Choisissons de plus n € N tel que JL(p)f» # 0 (rappelons que H,, = 1 +
w"My(Ok)), alors d’apres la description de la cohomologie 4.1.2; et en utilisant les notations de 3.5.8,
on a méme

RFC[p] = (EH,GRFC(Mcaa@l)) ®él5 p-
Par définition, le morphisme 7, donnant ’action de Wk se factorise par

— ca Rz P
(4.3.4) Endp, @) (sn,gRFC(M ,Zl)) 25 Endpy, ) (RT.[p])

On sait par 3.5.11 que le Z;-module de gauche est de type fini.
Notons maintenant N (p) le noyau du morphisme canonique

Endpy gy (RT[p]) < [ [ Ende (HE (o))

K3

et V(p)? son intersection avec I'image de 4.3.4, qui est donc un Z;-module de type fini. On sait que NV'(p) est
formé d’éléments nilpotents d’ordre < d,, ¢f [17, A.1.4] par exemple, et que le groupe U°(p) := 1+ N?(p)
est naturellement un pro-l-groupe, cf [17, A.2.1]. Plus précisément, on a

U(p)® = lim U(p)°/(Td+1"N (p)°).

n

Par définition, le groupe I,, de I'’énoncé est un sous-groupe d’indice fini de Jx qui est aussi dans le noyau
de l’action de W sur chaque H:[p], par la description de la cohomologie 4.1.2. Par conséquent v, envoie
I, dans le sous-groupe U (p)° de Aut(RT.[p]). Comme un morphisme de groupes entre groupes profinis
est automatiquement continu, le morphisme I, 2 u (p)° se factorise par le plus grand pro-I-quotient de
I,,. Mais celui-ci n’est autre que I'image de I, par le morphisme ¢, : Ix — Z,;. Cette image est d’indice
fini, donc de la forme ["Z;, et 'on peut par conséquent écrire

Vi€ I, 7,(i) = ute@/"

ot u € U(p)" est 'image par v, de n’'importe quel élément de I, s’envoyant sur I™ par t,,.
Posant alors N, := ["™log(u) € N (p), (le logarithme étant bien défini puisque u est unipotent), on
obtient
Yp(1) = exp(t,(i).N,), Vie I,

Puisque pour tous (w,i) € Wg X I,, on a t,(wiw™') = q_"(“’)tu(i), I'endomorphisme N, doit satisfaire
I’équation 4.3.3. Enfin, son unicité est évidente.
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Soit ¢ un relevement de Frobenius géométrique. Considérons I’application

Wi —  Endps ) (RT:[p])”

vg (w) :
(4.3.5) w = yp(w)exp(—= Nyt (ip(w))) ot w = ¢ Wig(w) °

L’équation 4.3.3 assure que ’application 7? est un morphisme de groupes Wx — Aut(RI;[p]). Par
construction, celui-ci se factorise par Wx — W /I, qui est discret.

Lemme 4.3.6 Il existe un unique scindage oy comme en 4.2.3 tel que le diagramme suivant commaute :

EndDE)(G) (RFC[[)]) ?IN> End@l (Vgr(pv)> ®@l 7:1;) .
O %

¢
K T 700

Wk

Rappelons que la représentation 7'55 se factorise par la diagonale de Ty,, donc la commutation du dia-
gramme est indépendante du choix de générateurs de 4.2.5 pour définir (3.

Preuve : Comme dans le lemme 4.3.2, notons I, C Ik le noyau de ¢'(p")|r,, qui est aussi celui de
(Vf)\lxv par construction. Puisque Ix /I, est fini, on peut trouver un entier n € N tel que (I'image de) ¢"
soit central dans le groupe Wi /I,. Par le lemme de Schur, 'automorphisme o’(p")(¢™) de V,/(,v) est un

scalaire que ’on notera & € @lx . Par la description 4.1.2 de la cohomologie, on voit que 'endomorphisme
HIIH (¢ (¢™)) de HI'H[p] (i.e Iaction de ¢™ sur HI~'*[p]) est annulé par le polynéme X — g"i¢.
Par [17, lemme A.1.4], il existe donc un unique scindage « tel que (pour tout choix de )

ﬂ71 © a¢*(7§(¢n)) = 5 ® Diag(17qn7 e 7qndp) € End@l (Va’(pv)) 0y ,]:1,)-

. —d, . —=d
Or, le commutant de ¢ ® Diag(1,q",--,¢"%) dans End@l (V,,/(pV)) ®7y, est End@l (V,,/(pV)) ®Q;" on Q;”
désigne ici la sous-algebre des matrices diagonales de 7;,. Ainsi, puisque ¢™ est central dans W / ker (’yg’),
on a

_ —d
Im(ﬁ 1 O Qs © ’ygﬁ) C End@L (Vo-/(p\/)) X Ql P .
Mais par le diagramme commutatif de la proposition 4.2.6 et la Wi -équivariance des isomorphismes 4.1.2,

on en déduit que

dp

Vw € W, (B oag)(rp(w)) = D o' (p")(w)|w| ™" ® By
0

.
Il

U
Ry

= o' (p*)(w) @ |w| ™" By

3

ot Ej; désigne toujours la matrice élémentaire de coordonnées (i,i) de 7;,. Le scindage o, fait donc
bien commuter le diagramme du lemme. Pour I'unicité, remarquons que toute autre solution o’ vérifie la
conclusion du point ii) de [17, lemme A.1.4] pour ¢, et coincide donc avec o par l’assertion d’unicité de

ce méme point.
O

4.3.7 Preuve du théoréme 4.3.1: On garde les notations précédentes ; en particulier, ay est le scindage de
RT.[p] du lemme 4.3.6, et N, 'endomorphisme nilpotent de RI';[p] donné par le lemme 4.3.2. Choisissons
un 3 arbitraire pour commencer. Notons que par définition, IV, induit sur les espaces de cohomologie le
logarithme de la partie unipotente de I’action de Wi et que celle-ci est triviale d’apres la description de
Boyer 4.1.2. Ainsi N, est 'endomorphisme nul en cohomologie et on a

(ﬂfl o OZ¢*)(Np) S ZEHCI@Z (Vgr(pv)) X Eij,

i>7
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en notant (Ejj);>; la base “canonique” de 7g,. D’autre part, on déduit de 4.3.3 la relation
(4.3.8) V5 (W)Npyy (w)™h = [w|N,

pour tout w € Wy . Appliquée a 1’élément ¢™ de la preuve du lemme 4.3.2, pour lequel on a

dy—1

(B~ o ag)(@") = Y &g (Id®Ey),

i=0
cette relation implique que

dy—1
(5_1 Oa¢*)(Np) S Z EHd@L (Va’(p\’)) ®Ei71,i~
i=1

Ecrivons donc (B'o aps)(Np) = >, M; @ E;—1; avec M; € End@l (ng(pV)). Par définition de g, on a
pour tout w € W
dy—1

(B o ag) (g (w)) = D o' (p)(w) @ |w| " Ey.

=0

La relation 4.3.8 implique donc que chaque M; commute avec o’ (p¥)(w) pour tout w. Par le lemme de
Schur, on a donc M; € Q;. Quitte & changer 3, on peut alors supposer que M; est soit nul, soit égal &
1. Pour achever la preuve du théoreme 4.3.1, il nous reste a prouver que les M; ainsi obtenus sont tous
inversibles, auquel cas, le changement de § est d’ailleurs unique. De maniere équivalente, il nous reste &
prouver :

Proposition 4.3.9 ng_l #0.

Nous reportons la preuve a la section 5.

4.4 Preuve du théoréme A

Nous prouvons ici le théoreme A, a partir du théoréme 4.3.1. Nous noterons simplement RI'. :=
RT (M Q) l'objet de D% (GD x Wks¢) construit en 3.3.3.
1

Lemme 4.4.1 Les deuzx énoncés ci-dessous sont équivalents a l’énoncé du théoréme A :

i) Pour toutes représentations w € Irtg (G), p € Irrg (D*) de méme caractére central, on a :

d—1
) — = ip=LJ
H (RHome(GD) (RFC7 T™® PV)) WZK { Ud(ﬂ.)| | 0 anon d(ﬂ-)

it) Pour toutes représentations m € Irrg (G), p € Irrg (D) de méme caractere central w, on a :

| =% sip=LJa(r)
0 sinon

H* (RHompy ;) (RTc[p], 7)) V;K{ aa(m)

La définition de H* a été donnée dans l'introduction.
Preuve : Soit w le caractere central commun. On a une factorisation
iV, Homg (—, ™) o\ Hompx (p, =) =
Homegp (=, m®p’): Modg (GD) " =="" Mod,(D*) — ~Q —euv.

ol les deux derniéres catégories sont semi-simples. En particulier, on a un isomorphisme

Hompx (p, H*(RHom¢ (RT.,7))) — H*(RHomgp (RL., 7 @ p¥))
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qui bien-sir est Wi-équivariant. Il est alors clair que 1’énoncé du théoréme A implique le point i). Compte
tenu du fait que la famille de foncteurs Hompx (p, —), p € Irr,, (D*) est fidele sur la catégorie Mod,,(D>),
la réciproque est encore vraie. Le point ii) est équivalent au point i), grace a la factorisation

_®Q1D><

Homgp (=, m®p”): Modg (GD) — ’ Mod,,(G) "5 ™ @, — ev..

Fixons & nouveau p € Irrg, (D*) de caractere w, ainsi qu’un sous-ensemble I C S, et posons

'Hg = H* (RHompy () (RFC[p],wé)) .

C’est un Q;-espace vectoriel gradué de dimension finie muni de P’action par automorphismes de degré 0
de Wi induite par I'action 7, : Wi — Autpe (o) (RTc[p]). En vertu de 4.4.1 ii) et 4.2.1 ii), le théoreme
A sera prouvé une fois qu’on aura identifié H£ a O'd(ﬂ';;)| - |d2;1
Notons N pI I’endomorphisme de degré 0 (d’espace vectoriel gradué) de 'H£ induit fonctoriellement par
I'endomorphisme N, de RT';[p] du lemme 4.3.2. Choisissons un relevement de Frobenius géométrique ¢ et
notons H)? la représentation graduée lisse de Wiy induite par I'action v¢ : Wi — Autps ) (RIc[p])
définie en 4.3.5. Le couple (H)?, N[) est la représentation de Weil-Deligne associée & H} (et aux choix
de ¢ et p).
En utilisant le scindage oy de 4.3.6, on obtient la premiere ligne de
d,—1
I * <i —i I .
'Hp’¢ My @ H* (RHompy () (75' @ 0’ (p¥)| — 7", 7)) [d — 1 4]
i=0
dp—1
~we o' (0)Y @ | D Bt (n5m) @, |- A~ 1+ 6(i D)
i=0

et la deuxieme ligne vient du calcul d’extensions de 2.1.17.
On veut maintenant expliciter I’endomorphisme N ,f . On procede exactement comme dans [17, 4.4], au-

quel on renvoie le lecteur pour les quelques détails que nous ommettons ; notons 3;_1,; € Extg , (757, w5771,

p o 7p
oui e {l,---,d, — 1} les générateurs qui définissent l'isomorphisme G4 du théoréme 4.3.1 et choisissons
pour chaque j € {0,---,d, — 1} un générateur de la droite Extg(i;[) (7Tp<i, wé). Alors laction (& droite) de

ap«(N,) sur HII) est donnée par

e+ e; U B ip1 € Qreijqr.
La formule pour le U-produit de 2.1.17 ii) montre que e; U 3; ;41 est non-nul si et seulement si 6(i+1,1) =
0(i,I) + 1 et des considérations élémentaires montrent que cela se produit si et seulement si i + 1 € I¢

(complémentaire de I dans S, = {1,---,d, — 1}). On peut alors réécrire
| fing1—1
Mo —d,] =o' (p") @ | P ( b Qz@i(l’)) (1] + 2]
k=0 \ i=iy
ot 'on pose ig := 0,1 = {i1,---,i|7|}, et 4741 := d,, puis 'on constate que I'action de N, se fait degré

par degré, et que pour un degré —|I| + 2k fixé et pour i < j < ig41, elle induit un isomorphisme

Qiej—1( — 1) = Qie; (5).
Oubliant maintenant la graduation de Hf), on obtient

H£ ~we 0 (V)Y ® Tép,

et compte tenu de la définition 4.2.2 de o’(p"), de Pégalité m,v = 7TX et de la compatibilité de la corres-
pondance de Langlands aux contragrédientes, on obtient

d—d
H,IJ Wy Tasd,(Tp)] — | 2p®7'ép
1-dp d—1 d—1
~wie Oapa,(mp) @74 | =177 | =177 =aa(n))| - |3

par la description 2.2.8 de la correspondance de Langlands pour les représentations elliptiques.

34



Remarque 4.4.2 Sil’on veut garder la graduation, on a obtenu avec les notations ci-dessus l’expression :

‘Il d—d .
HA (1= dy] = @D (usa, (mp) © 78, 117775 ) (]| + 2k,
k=0

Ainsi les composantes sont indécomposables et rangées par ordre croissant de poids de 2 en 2. Dans le cas
des représentations de Speh et de Steinberg (I =S, ou I =0), cette graduation fait penser au paramétre
d’Arthur.

5 Monodromie et variétés de Shimura

Un des buts de cette section est de prouver la proposition 4.3.9 et donc de terminer la preuve du
théoréme A. Ceci fera intervenir le systéme des variétés de Shimura étudiées par Harris-Taylor (ou son
analogue dii & Drinfeld-Stuhler en égales caractéristiques), ainsi que la description de la filtration de
monodromie de leurs cycles évanescents par Boyer.

Dans la deuxieme partie, on prouve la conjecture monodromie-poids pour les variétés uniformisées
par les revétements de 1’espace symétrique de Drinfeld. Ceci s’applique a certaines variétés de Shimura
unitaires étudiées notamment par Harris [29], Carayol [15] et Rapoport [42].

On note toujours G = GLy(K) et D = Dy.

5.1 Variétés de Harris-Taylor

On s’intéresse ici aux variétés de Shimura étudiées par Harris et Taylor dans [31]. Plus précisément,
on suppose que K est le complété en une place w d’un corps CM F vérifiant les hypotheses de [31, 1.7], on
fixe un “niveau hors p” UP C G(A°P) d’un certain groupe unitaire G défini aussi en [31, L.7] et qui a la
place w est isomorphe & GLg4, puis pour un entier n, on note Sy, le Ox-schéma propre et régulier noté
Xur,m dans [31, II1.4], avec m = (n,0,---,0). On notera avec des exposants 1 ou s les fibres génériques
ou spéciales de ces objets et j et i les immersions correspondantes, décorées des indices pertinents.

L’entier n correspond & une structure de niveau (& la Drinfeld-Katz-Mazur) H,, = 1 + @"My(Ok) en
w sur le probleme de modules définissant la variété de Shimura sur Ok . Par des constructions analogues a
celles utilisées pour la tour de Lubin-Tate, la famille des (Su7,n)nen est munie d’un systeéme de morphismes
finis ¢”!". Une maniére agréable de formaliser ceci est d’introduire la catégorie suivante :

Définition 5.1.1 On note N(G) la catégorie dont les objets sont les entiers naturels et les fleches sont
données par
Homy () (n,m) == Hy\{g € G,gHug™" C Hpn}/Hy,

la composition étant induite par la multiplication dans G. On note aussi N(G°) la sous-catégorie dont les
fleches viennent de GY = ker |det|f .

Avec cette définition, la famille des Sy, est 'image d’un N(G)-diagramme, i.e. un foncteur de N(G) dans

les Of-schémas. Cette formulation invite a utiliser le langage des catégories (co)-fibrées. Par exemple,

on dispose de la catégorie Perv(Sy7,Q;) au-dessus de N(G), dont les fibres sont les catégories de Q-
s,ca

faisceaux pervers sur les Sy, et qui est fibrée par les Pg et cofibrée par les glnln. Les sections de
cette catégorie bi-fibrée seront appelées Fuisceauzr Pervers de Hecke. Ce sont donc des systemes (F, ), de
faisceaux pervers munis de morphismes de transition F,,, — gl"lnfn. En vertu de l'exactitude des g*mln,
ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons FPH.

Les résultats globaux principaux de Boyer dans [12] concernent le faisceau pervers de Hecke RV formé
par le systeme des cycles évanescents décalés R\IJ(S;’IT)n,@l)[d — 1]. Celui-ci est muni d’une action de
Wi compatible avec celle sur £°¢. En particulier, on a pour chaque étage un opérateur de monodromie
nilpotent N,,, deux filtrations K, (croissante) et I*® (décroissante) définies respectivement par les noyaux
et les images des itérés de N, ainsi que leur convolution M,, appelée “filtration de monodromie”. La
famille des NV,, définit un endomorphisme Wi-équivariant N de RV et les familles de filtrations induisent
des filtrations Wi -équivariantes K¢ RV, I®* RV et MRV de I'objet RV dans FPH. Il n’est pas évident a
priori que N soit nilpotent, ou que ces filtrations soient finies. Mais cela résulte du corollaire suivant de
la description 4.1.2 :

m|nx

35



Fait 5.1.2 (Boyer) Pour tout n € N, laction de Ix sur le Q,-faisceau constructible Rj\I/(SZTW@l) se
factorise par un quotient fini.

Preuve : Ceci équivaut & dire que I’action de N,, sur R’ \I’(S;]{T,n’@l) est triviale, ce qui se vérifie sur les
fibres. Soit z un point géométrique de Sj;1,,. On sait qu’il existe un entier & tel que le complété formel
de SHr,, le long de z s’identifie & 'espace des déformations avec stuctures de niveau n d’'un groupe de
Barsotti-Tate sur £°* de dimension 1, hauteur d et dont la hauteur de la partie étale est h. Ce dernier est

formellement lisse [31, p. 80] au-dessus de lespace .//\/lvg)%:'j;h des déformations avec structures de niveau

n de sa partie connexe et on a donc par le théoreme de comparaison de Berkovich R’ \II(S}ZIT,n’@l)ﬂC ~

HI (Mf%:iﬁh’ca,@l). Par 4.1.2, I'action de l'inertie y est semi-simple et donc potentiellement triviale. [

Puisque l'opérateur N,, est nul sur les faisceaux de cohomologie, et puisque R\II(SZTW@I) est d’am-
plitude cohomologique [1 — d, 0], Popérateur N,, est nilpotent d’ordre < d. Par Conséqtient N est aussi
nilpotent d’ordre < d et les filtrations de R¥ sont finies. On peut préciser cela en découpant, suivant
Boyer, les cycles évanescents selon Paction de 'inertie (voir aussi la preuve de 5.1.8) :

RV = @ RVU,,
oelrrg (W) /~

décomposition dans la catégorie FPH et ou les o sont prises & équivalence inertielle pres. Alors il résulte
de [12, 5.4.7] que R¥, est d’amplitude cohomologique [1 — d,,0] ou d, := |d/dim(c)| et donc que
I'opérateur de monodromie N, est nilpotent d’ordre < d,, que les gradués grf := I19/I197Y(RY,) et
grff = Kpy1/K,(RY,) sont nuls en dehors de 0 < p,q < d et que les gradués grfy = Myy1/Mi(RY,)
sont nuls en dehors de —d, < k < d,. Le théoreme 5.4.5 de [12] décrit les gradués de la filtration de
monodromie M, R, et il n’est pas difficile d’en déduire les bigradués de la bifiltration I°K4(RY,), c¢f

la preuve de 5.1.6 ci-dessous.

5.1.3 Bien-str, le lien entre les résultats globaux de Boyer et les résultats locaux dont nous avons besoin
se fait en prenant la “fibre en un point supersingulier” de RV, . Plus précisément, donnons-nous un point
supersingulier = dans SZ%O. On sait que les morphismes ¢°I" sont totalement ramifiés au-dessus de z et
que si g € G, la préimage réduite de x dans Sy, est un singleton {z,,} indépendant de g. Le systéme
des x}(RV,,,) est donc un foncteur contravariant de N(G®) dans D*(Q;) (on identifiera cette derniere
a la catégorie des espaces vectoriels a graduation finie). En passant & la limite inductive, on obtient un
espace vectoriel gradué muni d’'une action de G°. D’ott un foncteur additif

z*: FPH — grModg (G?) := {Q,-représentations lisses graduées de G°}.

On sait que le complété formel (étage par étage) de la tour SPr le long de la famille z,, s’identifie a
./\/15;0%, et par le théoréme de comparaison de Berkovich, on a donc un isomorphisme G° x Ix-équivariant

" (RY) = ) H (M Q)d —1 - 1i].

De plus, laction de O} par automorphismes du complété formel de chaque SHr ., €n T, munit z*(RW)
d’une action de OF a priori, et isomorphisme de Berkovich ci-dessus est équivariant, puisque canonique.
En fait, 'action de G° x Of x Ik sur Pespace vectoriel gradué z*(RW) est la restriction d’une action de
(G x D* x W) que 'on obtient en considérant le complété formel de S35 le long de l'orbite Galoisienne
X = (X,)nen de z sous Wk. En effet, celle-ci est un sous N(G)-diagramme de S3;7 de dimension 0, dont
le complété formel associé est muni d’une action de D*. Le stabilisateur du complété formel en z est
justement (G x D* x Wg)°.
Pour décrire *(RV,), il est plus commode de modifier le foncteur z* en posant :

ir* = ind%_zox* . FPH — ngod@l(G/wZ)

ol  est une uniformisante de K* C G. Alors I'objet iz*(RW,) est un facteur direct stable par G x D* x
Wi de H*(M$%./w?, Q) dont la restriction & Ik est o-isotypique. D’apres la description de Boyer 4.1.2
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et la dualité 3.5.13, on a donc :

(5.1.4) iz*(RU,) xS <@ (@Hﬁ[p][—i]) ®p) [1—d](1—d)

p~~=o

do—1
(5.1.5) - T (@ Tl Rp® a’(p)(—i)[—i]> [dy —1].

p~=o 1=0

ol p ~+ o désigne la conjonction des deux conditions w,(w) = 1 et o’(p) ~ o (équivalence inertielle) et
o'(p) est définie en 4.2.2. En particulier 2*(RV,) est nul si le degré de o ne divise pas d.

On aimerait transférer la bifiltration de RV, . Pour cela, on remarque que le foncteur x* est “exact”
dans le sens suivant :

Lemme 5.1.5 Le foncteur x* se prolonge en un foncteur de la catégorie des suites exactes de FPH dans
la catégorie des triangles distingués de gr Modg (G).

En d’autre termes, une suite exacte A <— B — C induit une longue suite exacte
'—>LZI*AZ — S *B —>£U*CZ—>.Z’*AZ+1 —_ ..

Preuve : Notons temporairement DY la catégorie des sections de la catégorie bi-fibrée au-dessus de N(G)
dont les fibres sont les DZ(S;?W @Q,). La catégorie FPH est une sous-catégorie pleine de DY, et le foncteur
x* est la restriction d’un foncteur de source D%, encore noté z* et défini de la méme maniére. La catégorie
D? est additive, Z-graduée, et munie d'une famille évidente de triangles distingués : ceux qui & chaque
étage le sont. Le foncteur z* est exact, i.e. envoie triangles distingués sur triangles distingués au sens
du lemme. Ainsi, il nous suffira de montrer que toute suite exacte A — B — C se complete de maniere
unique en un triangle distingué de DY. Or, & chaque étage, on connait 1'unicité de d,, : C, — A,[1]
complétant la suite A, — B,, — (), en un triangle distingué [1, Cor 1.1.10 ii)]. Cette unicité et la
p-exactitude des gi " assurent que le systéme (J,,),, est bien un morphisme dans D®. O

D’apres le lemme ci-dessus, la bifiltration de R¥, induit une “bifiltration” sur son image x*RV,
dans gr Modg; (G°) (en termes rigoureux, un objet spectral au sens de Verdier [50, 11.4]). Par définition,

elle est Ir-équivariante, et par le théoreme 2 de [26], elle est aussi O}-équivariante. En fait, elle est
(G x D* x W)Y-équivariante, comme on le voit en répétant ces arguments pour l'orbite Galoisienne X
de x, puis en se restreignant a x.

La suite spectrale associée a la filtration de monodromie de z* RV, est entierement décrite par Boyer.
Voici une reformulation de cette description, en termes de bifiltration, et adaptée & nos besoins; par
convention, nos gradués sont donnés par grf := I9/I19%" et grlt := K11 /K.

Théoréme 5.1.6 (Boyer) Soit o € Irrg (W), et rappelons que do = [d/ dim(0)].

i) Le Q;-espace gradué x* (gr? grff RU,) est non-nul seulement si p,q >0 et p+ q < d,, auquel cas il
est concentré en degré p+ q — dy + 1 et donné par :

. % q K ~ >p+q / _
iz* (g1 gr, R\I'o)[erq—do+1}GxDX_XwKPG§Tpv ®p®a'(p)(q—p)

~> T

ot 7" est 1”unique” extension non triviale de 7" par 77" dans Mod,,,(G) pour 0 < i < d, et
>do . 7>do — 0
T4 =yl =,

it) Pour tous p,q = 0 tels que p+ q < dy — 1, le morphisme G x D* x W -équivariant
ix* (gr] gry RU,)[p+q— dy + 1] — iz* (g1 gril RU,)[p+q+1—dy + 1]
déduit par décalage et rotation du triangle distingué gr?Jr1 — 17/1972 — g1l est donné (mo-
dulo isomorphismes) sur chaque facteur direct par U"’unique” morphisme G-équivariant non-nul

> > 1
Tpvp+q Tpvp+q+ ]
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Preuve : L’assertion sur la nullité en dehors du triangle p, g > 0 et p+¢ < d,, est une simple conséquence de
la définition des filtrations I*® etK, et du fait que N% = 0. Nous supposons dorénavant que ces inégalités
sont vérifiées et nous allons d’abord montrer que iz7, (gr? gr[[f ) est concentré en degré p+q —d, + 1. Pour
cela, le plus commode est de se raccrocher a la description des grfcw (RY¥,) par Boyer. Par définition, on a
gr% = EBP_ gk grd gr{f . Inversement, pour récuperer les bigradués a partir du gradué de monodromie, il
faut se rappeler que l'opérateur N, envoie I7K,(R¥,) dans I971 K, _;(R¥,) et induit un isomorphisme

N, : grt grff(R\IlU) AR glr?"‘1 grff_l(R‘I'U)
tant que p > 1. On en déduit les formules :
(5.1.7) grd grf’ = ker (grqu EALN gr]yqﬂ) et NP :gri grff = grit? grls
D’apres Boyer [12, 5.4.5], les gradués de monodromie sont de la forme

grt'(R¥,) = P P(t,0)(?)
|k|<t<ds
t=k—1[2]

ou P(t,o) est le faisceau pervers de Hecke noté P(g,t,m,) dans loc. cit avec le dictionnaire suivant :
g «— dim(o) et mw, «— 051(0), et (?) désigne une torsion a la Tate qui ne nous importe pas ici. De par
leur définition, chaque P(t,0) est semi-simple de longueur finie et sans multiplicité. De plus, les P(t,0)

sont deux-a-deux “disjoints”. On déduit alors des formules 5.1.7 et par une récurrence facile que
gri gry (R¥) =P(p+q+1,0)(7).

Le théoreme 5.4.7 de [12] décrit (entre autres) la cohomologie de z*(P(t,0)) et montre que celle-ci est
concentrée en degré t — d,,, d’olt la premiére assertion du point i).

Considérons maintenant la suite spectrale (G x D* x W )%équivariante associée a la filtration de
monodromie

Ey = HT (2% (gr™ (RY,))) = H™ (2" RT,,).
Du simple fait que la cohomologie de z* grf gr{f est concentrée en degré p+ g+ 1 — d,, on tire pour tous
p.q:
i) @ (grf gri (RY,))[p+ g + 1 — dy] = Ef P27,
ii) La floche du point ii) est la différentielle @72+ =d7

Les assertions restantes sont donc conséquences du thg)réme 4.2.3 de [12], puisque dans le dictionnaire
entre nos notations et celles de loc. cit, on a 7,7 <[4 |, X [s — 1], .
O

Pour pouvoir utiliser ce théoreme, il nous faut maintenant relever le foncteur z* vers la catégorie
D% (G°). Malheureusement, cela pose plusieurs problémes techniques.
l

Le premier vient du formalisme /-adique. Pour 'expliquer, rappelons que pour X schéma de type fini
sur un corps de dimension cohomologique finie, la catégorie D2(X,Q;) est définie comme limite inductive
des catégories D2(X, A)[}] olt A décrit les anneaux d’entiers d’extensions finies de Q; et les morphismes

de transition sont donnés par extension des scalaires de A[}] & A’[7]. De plus, chaque D2(X, A)[] s’iden-

tifie naturellement a une sous-catégorie triangulée pleine de la catégorie DX. (5(;)[%] (via les complexes

“normalisés” d’Ekedahl, ¢f [26, Prop 2]). Enfin, chaque DX. (3(\;) est munie d’une t-structure perverse
[26, Thm 7] qui induit sur D(X, A)[1] la t-structure perverse intermédiaire [26, Cor 3] et pour laquelle les
morphismes finis sont t-exacts. Notons alors FPHy, la catégorie des sections de la catégorie bi-fibrée sur

N(G) dont la fibre en n est le coeur de la t-structure perverse sur Dj\'. (SHTn,et) Par t-exactitude des fonc-

teurs de transition g;', cette catégorie est abélienne. Soit FPH %, sa sous-catégorie pleine (abélienne et
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épaisse) formée des sections (Ky)nen(q) avec K, [3] € DY(Sprn, A)[7]. Plutot qu'avec la catégorie FPH
nous travaillerons avec la catégorie abélienne F'PH’ suivante :

1
A
FPH' = lim (FPH{ [5]).

A

L

On a un foncteur évident FPH' — FPH, exact et fidele, dont le défaut de pleinitude vient de ce que
cette construction “borne” les dénominateurs et I’algébricité lorsqu’on bouge dans le diagramme.

Par définition, le complexe des cycles évanescents R¥ est naturellement un objet de FPH’', dont la
valeur en n € N(G) est (R¥(Sgr.n,Ae))a. Par contre, son opérateur de monodromie N n’est a priori
pas un endomorphisme de R¥Y dans FPH’, car il est défini & chaque étage par un logarithme dont les
dénominateurs croissent avec le niveau n. Cependant on a le lemme suivant :

Lemme 5.1.8 Soito € Irr@l (Wk). Le plongement RV, — RV dans FPH et l'opérateur de monodromie
N, sont dans I'image essentielle de .

Preuve : Commengons par expliciter la construction de RVU, dans la catégorie F'PH. Notons pour
cela v : Ix — Endppy (RY) Paction de linertie. Par définition de N, lapplication ¥ : i € Ix +—
~v(i)exp(—t;(¢)N) définit une action localement constante de I sur RV et se prolonge donc en un mor-

phisme de Q-algébres Hg (Ix) — Endppu (RV) ot Hg (Ik) désigne I'algébre des distributions lo-
calement constantes sur Ix. Le facteur R¥, est découpé via 7 par I'idempotent de H@l (Ix) associé a
.

Choisissons une base (I,;,)men de voisinages de l'unité de Ix formée de sous-groupes ouverts de i
normaux dans Wk, et notons R¥,, le facteur direct de RV dans FPH découpé via ¥ par la représentation

t ,
triviale de I,,,. On a une suite exacte I,ln — I, Sy Z; avec Ifn un pro-I’-groupe. Comme la restriction
de P'action v & I!, est localement constante, on a un idempotent y[I!] ot [I}] € Hz, (I,) est la mesure
de Haar normalisée. Choisissons un élément T, € I,,, tel que t;(T},) = 1™ . On a alors

R, =Y ker ((’Y(Tm) = lim wm)

teN
et son opérateur de monodromie est donné par
1
Nirw,, = 7 10g(7(Tn)).

On a déja remarqué que N est nilpotent d’ordre < d. On a donc aussi

RV,, = ker ((W(Tm) -1 7W) :
Or, les endomorphismes v[I},] et y(T,,) de RV sont dans Endppy: (R¥). Ceci montre 'énoncé du lemme
pour RV, a la place de R¥, et on en déduit aussitot I’énoncé du lemme puisque RY, = (RY,,), des
que I, C ker o.

O

Proposition 5.1.9 Il existe un foncteur x7, s’inscrivant dans un diagramme essentiellement commutatif

b

FPH—"> D% (G°)

LL l@?—t"’[i]

FPH — ngod@l (G9)

exact au sens du lemme 5.1.5 et tel qu’on ait un isomorphisme canonique et compatible a l'action de Wi

2 RY = ROM*, @)[d— 1] dans DY (G°).
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Admettons ce résultat momentanément et posons iz, := indS_z o Ty, qui est donc un foncteur “exact”
de FPH' dans D%l (G/w") et envoie RV sur RT'(MS% /w?, Q;)[d — 1] en respectant les actions de Wi
D’apres 5.1.4, on a un isomorphisme [x-équivariant

iy, (RY,) ~ @ (RT:[p]Y @ V,)[1 —d](1—d),

p~>o
action de I sur le Q;-espace V,, étant triviale.

5.1.10 Preuve de la proposition 4.3.9 : Fixons p € Irr@l (D*) comme dans la partie 4 et posons
o :=0'(p), de sorte que d, = d,. Par I'isomorphisme précédent, il suffit de prouver que

iz, (Ny)% =1 #0.

En effet, cela impliquera Nz,” -t # 0 pour au moins un p’ ~ p, ce qui, par torsion, impliquera alors
Yo
Par définition des filtrations, l'opérateur N, envoie [9K,(R¥,) dans 19 K, ;(R¥,) et induit un
isomorphisme
Ng : grfgr, K(RW,) = gr'f_l r{,il(R\IlU)

tant que p > 1. En particulier, puisque les grf R¥, et grf RVY, sont nuls pour p,q hors de {0,---,d, — 1},
on a un diagramme

dg—1

RV, - RV,

can l Tcan

gI‘? grc[l(gfl RV, *N>grcll"_1 gré{ RV,

ot les applications can sont les projections et injections canoniques (notons qu’on a aussi gr9 grffo =
gry’ _y et gritarlt = grM 4,)- Nous devons donc étudier les morphismes iz}, (cany) et iz}, (can_)
dans la catégorie D%l (G/w?”). Pour cela, remarquons tout d’abord que d’aprés 5.1.6 i), la cohomologie
des complexes ixzq(gr? grff RY,) est concentrée en un seul degré p + ¢ — 1 — d,. Ce miracle détermine
complétement ces complexes dans la catégorie dérivée D%l (G/w?), et Iénoncé de 5.1.6 est encore vrai si
l'on y remplace iz* par ixy,. En voici une conséquence :

Lemme 5.1.11 Notons V) :=V, ®V,.

i) Le complexe xzq(Iq grff RU,) est non-nul seulement si p,q > 0 et p+ q < d,, auquel cas il est
cohomologiquement concentré en degré p+ q — d, + 1 et donné par :

vl (Igry RU,)~ | @ m @ V] | [do —1—p—d]

pl~o

et le morphisme canonique iz}, (1gri RY,) — iz} (grf grlf RU,) est induit (modulo isomor-

phismes) sur chaque facteur par l'injection Tp>p +4 p>,€+q.

ii) La “filtration” par les noyauz (iz}, (KeRV,)) est canonique au décalage de 1—d, pres, ce qui signifie
que pour tout p, on a un triangle commutatif

T

iy, (KpRY,) —— iz}, (RY,)

i y

zx:q(R\IlJ))

T<p+1—da ( )
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Preuve : On démontre le point i) en fixant p et en faisant une récurrence descendante de g =d, — 1 —p
4 0. En effet, le cas ¢ = d, — 1 — p est donné par I'égalité 1% —1—P grff = grcll"flfp grf et le point i) de
5.1.6. Supposons la propriété démontrée pour q + 1, et considérons le triangle distingué

(5.1.12) — I grif =il — grf gri [—ib9] — 19T gl [1 — ).

Par I’hypothése de récurrence et par 5.1.6 i), les deux derniers objets sont dans le coeur Modg (G/ wl).
Par ’hypothese de récurrence et 5.1.6 ii), la fleche entre eux est induite (modulo isomorphismes) sur

S ibatt g - N — .
chaque facteur par l'injection 7 p — T, . En particulier cette fleche est surjective, donc le premier

membre 19 grf [—i%9] du triangle 5.1.12 est lui aussi dans le coeur Mod@L(GO) et s’identifie au noyau de
la deuxieme fleche, ce qui acheéve le pas de récurrence.

Pour le deuxiéme point on a gr{f =] gr{f , donc le complexe x7, (gr{f ) est concentrée en degré 1—d, +p,
par le point i). Le point ii) en découle par une récurrence immédiate. (Il

Comme les fleches canoniques I° grfii g9 grffa _, et H® — 75 sont des isomorphismes (pour
x},(RVY,)), le point ii) du lemme fournit un triangle commutatif

iry, (RVY,)

trong
iz, (cany) \L \

ix:q(gr(} gréi_l) <= HO(ix},(RY,))

De méme, la fleche gr” ! grl{ — gr¥ permet de factoriser iz}, (can_)

trong_

iz}, (RY ) <——— H' "% (iz},(RY,))[de — 1]

ixzq(can)T TN

. % de—1 K @ .k K
erq(grj grO ) erq(gro )
ou la fleche « s’identifie a la composée

i, (1771 g ) ———————= iy, (I ~2 grff) o ixg, (1° gry’)

(@ w;€°1> @ Val0] 2 ( ® w;s“) @ Vgl - s ( e w;9> @ Vildy — 1]

pl~o pl~o pl~o

grace & 5.1.11 i). Comme le complexe iz}, (R¥,) est scindé dans D% (G/w?), le morphisme de troncation
1

trong, est un épimorphisme tandis que trong_ est un monomorphisme. Il ne reste donc plus qu’a prouver
que la composée ci-dessus est non-nulle. Or, pour tout 0 < ¢ < d,, on a des triangles distingués

ixzq(lq“ gt —d,] ——— ixk, (19 gt —d,] —— ix:q(gr‘} grf[1 —d,] —

( ) 77;,%“) @ VI[—q— 1]~ < ) ﬂp>‘5> ®Vyl-q — ( @ Tp>3> ®Vyl-q —

pl~so pl~~o pl~so

qui montrent d’apres 5.1.11 i) que ag41 est donné sur chaque facteur, et modulo isomorphismes, par un

>q+1 __>q

élément non-nul de Exté/wz (ﬂp,v ,ﬂp,v> . Par 2.1.17 ii) et 2.1.18, il s’ensuit que la composée o est

non-nulle dans D% (G/=?).
1
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5.1.13 Preuve de la proposition 5.1.9 :  Notons I\T(\C_J/) le topos des préfaisceaux sur N(G). On a un
morphisme de topos (6, d,) du topos classifiant G de G (dont les objets sont les ensembles munis d’une
action lisse de G) vers N(G), donné par
_ H,, * — T
0.(E) = (n— E") et §*(F):= lim F(n).

neN

Par ailleurs notons S35, — N(G) le topos étale fibré associé au N(G)-diagramme de k°*-schémas

formé par les (Sy;7', Jnen, et Top(Sy7,,) son topos total. Si A est une extension de Z;, on a un foncteur

P —_~—

“oubli” w de la catégorie dérivée DAmp(SHT) := D}, (Top(S37' ;) des Ag-modules de Top(Sy7,,) vers
la catégorie Db "9 (Syr) des sections de la catégorie bi-fibrée sur N(G) dont les fibres sont les catégories
dérivées D} (Szgiln) Remarquons que, par t-exactitude des ¢!, la catégorie FPHY_ introduite au-
dessus de 5.1.8 est une sous-catégorie pleine de Db "4 (Sy). On notera FPHS, la sous-catégorie pleine
de D% tap(SHT) des objets dont I'image par w est dans FPHY, . D’apres 'appendice, proposition A.0.3,
le foncteur w induit une équivalence de catégories FPHY = FPHE , ce qui fait de FPHj  une sous-

catégorie abélienne admissible de Db “P(Shr).

Le point supersingulier 2 induit un morphisme de topos (Top(z)*, Top(z).) : N(G®) — Top(Sy;7 ,)-
On a en particulier un foncteur

———  RIEmNE") —

Top(z); : DY (Spr) ™9 DY (N(G) —  DL(N(GY))

et une famille de foncteurs

Rllm

xy 0 DR, (S;I?ln) — DA (pt) — D (pt) == gFMOd( )

e

qui s’inscrivent dans le diagramme essentiellement commutatif suivant :

Top(= «
FPHY —— Df\’fOp(SHT) L()> Db( (GO)) s o DK(GO)

| |

(CH

c nai d
FPHE —— D?\’, H(Sur) —> gr Mod (N(G)) —— gr Moda (G°)

Dans ce diagramme, la composée de la ligne du bas induit, apres inversion de [ et passage a la limite sur
A, le foncteur noté plus haut z*or: FPH' — gr Mod@l (G°). Nous poserons donc zy, le foncteur obtenu
en composant la ligne du haut avec un quasi-inverse de w FPHS, € inversant [ et en passant a la limite
sur A.

Il ne nous reste plus qu’a exhiber un isomorphisme canonique x,(R¥) = RT'(M 0)’Ca,(@l) dans
D%L (G°). On va pour cela se ramener a l'isomorphisme de Berkovich entre cycles évanescents formels et

algébriques. En effet, pour tout n, on a un diagramme de catégories

an,* e~

n,nr - (0)
SHT,n,et MLT n,et

ZL’*
e~
n

s,ca -
SHT,n,et i
olt W, = i5°* o 1" est le foncteur cycles évanescents “usuel” pour les Val"iétéb algébriques définies sur
Anr an,*

W, T2™* envoie un faisceau étale sur la restriction de son analytifié & M LTn (foncteur noté F — F
chez Berkovich [5, 5.1] [7, 3.1]), et v, est le foncteur des sections globales apres extension des scalaires
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de K™ & I/(El, qui s’identifie avec le foncteur noté W, par Berkovich [7, p. 373] puisque la fibre spéciale
réduite de M(Lo%n est un point. La double fleche diagonale signifie qu’on a une transformation naturelle
canonique ¥ o b, — 7y, o z%™* D’apres [7, Thm 3.1], cette transformation induit un isomorphisme
2% Ripps(Ae) — Ryns(Ay) dans DP(A,).

Ces catégories, foncteurs, et transformations naturelles, s’organisent au-dessus de N(G?) et fournissent
un diagramme de catégories

—_— an,*

nr z
Top(Sil) = Top(M).,,)

o Top(z)* —~—
Top(SH7.et) N(G)

et en particulier un morphisme
—

(5.1.14) Top(x)*Rp.(Ae) — Ry.(A,) dans DY (N(G)).

Ce dernier est un isomorphisme, puisqu’il I’est en restriction a chaque étage.

Par définition, 'objet R¥ de FPH' est donné par le systéme inductif (Rt (As))nen(a)[7])a- Mais
comme les morphismes de transitions (¢™!")” du N(G?)-diagramme (S%7.n)n sont étales (fibre générique),
la restriction de Rw.(A,) & I'étage n est canoniquement isomorphe & Ri,.(A,). En d’autres termes
w™H(RY) est donné par le systeme inductif ((Re.(Ae)[}])a) de la catégorie hgrn)(}"PHf\.[%]). Vu l'iso-

morphisme 5.1.14, il nous suffira donc de prouver que pour tout A, on a un isomorphisme

(5.1.15) §* REm™") Ry, (Ay) ~ RD (M, A)

dans D?\(GO). On remarque pour cela que le morphisme de périodes &7 : Mg)%o — Prr induit un
foncteur exact et pleinement fidele

5* : PLT,et — Top(Mg)’I)’,et)

dont I'image est constituée des faisceaux cartésiens du topos total de droite, et que, revenant aux
définitions, on a les factorisations suivantes :

F(Mg)%’cav —)=6"0v0&: Prpe — GO

et
F.(M(Lo%ca, —)=10d"0 1m™E") o Ve 0 &1 Modp, (Prr.et) — Moda(GP).

(Remarquer que 7, commute aux limites projectives quelconques, ce qui nous permet de placer la limite
projective 1a ot on I’a placée). Mais 1 est un morphisme étale, donc £* envoie injectifs sur injectifs, de

sorte que le dernier isomorphisme se dérive en RF.(Mg)%’m, —)=4d*o Rlim™C") o Ry, 0&*, ce qui conclut

la preuve de 5.1.15 puisque £*(As) = A,.

5.2 Uniformisation p-adique et conjecture de pureté

Dans cette partie nous prouvons que les variétés uniformisées par les revétements de I’espace symétrique
de Drinfeld satisfont la conjecture dite “monodromie-poids” de Deligne. Cela s’applique a certaines variétés
de Shimura associées a des groupes unitaires définis globalement par une algebre a division et involution
satisfaisant les mémes propriétés que celles intervenant dans les variétés de Harris-Taylor, excepté qu’a la
place ou le complété est K, elle doit étre totalement ramifiée, au lieu d’étre déployée. Pour de telles variétés
de Shimura, on en déduit donc le facteur local de la fonction L en la place concernée. Cependant, nous
éviterons d’introduire les nombreuses notations nécessaires a la définitions de ces variétés de Shimura, et
nous contenterons d’exposer les raisonnements pour des variétés “abstraites” uniformisées par les M p,.,.
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Signalons brievement qu’outre les courbes et les variétés abéliennes traitées dans SGA 7, la conjecture
monodromie-poids est connue pour les surfaces semi-stables [43], les variétés uniformisées par Q%1 [38]
[17], et les variétés de Shimura de type Harris-Taylor grace a Boyer [12, Thm 14.0.1] (Taylor et Yoshida
ont une autre preuve pour la partie tempérée de la cohomologie de ces variétés [48]).

On commence par rappeler I’énoncé de la conjecture de Deligne.

5.2.1 Pureté de la filtration de monodromie : On sait depuis Grothendieck que sur toute représentation
l-adique continue de dimension finie (o,V) de Wi, l'inertie Ix agit de maniére quasi-unipotente, c’est-
a-dire qu’il existe un unique endomorphisme nilpotent N, de V tel qu’il existe un sous-groupe I, C Ix
d’indice fini agissant via la formule Vi € I,, o(i) = exp(N,t,(i)), ou t, a été introduit au paragraphe
2.2.5. L’opérateur N, est donc le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de o, mais par
abus de langage, nous I’appelerons simplement “opérateur de monodromie de o”?. Il vérifie nécessairement
I'équation habituelle wN,w™! = |w|N, de sorte que pour tout relevement de Frobenius géométrique ¢,
I’application

(5.2.2) w i 0% (w) 1= a(w)exp(—Nyt,(ip(w))) ott w = ¢ Wig(w)

définit une représentation lisse de Wy sur V. Rappelons aussi que par [19, 8.4.2], la classe d’isomorphisme
de 0® ne dépend pas du choix de ¢.

Ceci s’applique en particulier aux espaces de cohomologie l-adique H*(X ga,Q;) d'une variété X propre
sur K. A I'opérateur de monodromie N est associée une filtration croissante stable sous Wiy de ’espace
V dite “filtration de monodromie”!? ... C M;V C M,V C --- de longueur finie et caractérisée par les
propriétés que N(M;V) C M;_oV pour tout 4, et N induit des isomorphismes N : grMV @ | — [ =
gr™. V pour tout i > 0. Par ailleurs, Deligne a prouvé I'existence d'une autre filtration croissante stable
sous Wi de V, dite “filtration par les poids”, --- C W;V C W; 1V C - .. caractérisée par la propriété que
les valeurs propres de tout relevement de Frobenius géométrique sur grl” V sont des entiers algébriques
dont tous les conjugués complexes sont de norme complexe ¢*/2.

Conjecture 5.2.3 (Monodromie-Poids) Si X est propre et lisse sur K, alors pour tout i € N, on a
M; (H? (X, Q) = Wiy, (H (X, Q) -

Lorsque K est d’égales caractéristiques, I’énoncé est essentiellement contenu et démontré dans les
travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le cas d’inégales caractéristiques est tres peu avancé,
méme dans les cas de réduction semi-stable.

Remarquons que pour tout i € Z on a N(W;V) C W,;_5V, de sorte que par la caractérisation de la
filtration de monodromie, la conjecture ci-dessus est équivalente a ’assertion : Pour tout ¢ > 0, N induit
un isomorphisme

(5.2.4) N': gl"ﬁj (Hj(Xcav@z)) ®|— |Z o gr‘ivi+j (Hj(Xca,@z)) .

5.2.5  Uniformisation p-adique : Soit I" un sous-groupe discret, cocompact et sans torsion de G. On sait
que l'action d’un tel sous-groupe sur le K" -espace analytique M p, o est libre, et il en est donc de méme
de Paction sur les revétements M p,. ,,. Par [6, lemma 4], 'espace annelé quotient M p,. ,, /I’ est muni d’une
structure de K7 -espace analytique. Notons I'z := I' N K*; c¢’est un sous-groupe discret cocompact de
K*. D’apres [43, Thm 3.49], la donnée de descente a la Weil de M p,.,, devient effective sur Mp,. /T z,
donc a fortiori sur Mp,,,/T.

Fait 5.2.6 (Mustafin, Cherednik, Drinfeld, Rapoport-Zink, Varshavski) Le K-espace analytique obtenu
par descente du quotient Mp,,, /T est algébrisable. Plus précisément, il existe une variété algébrique Sr
propre et lisse sur K dont Uanalytification lui est canoniquement isomorphe. En particulier, Sr, est
munie d’une action de D* et d’apreés le théoréme de comparaison GAGA de Berkovich [4, 7.1], il y a des
isomorphismes D* x W -équivariants

Hi(SF,n ®K Kcaa@l) l) HZ( CDar,n/Fa@l)

“Bien-siir N, dépend du générateur u de Z;(1), mais N, ® pu* : V ®z, Zi(1) — V n’en dépend pas.
Oqui, elle, est bien indépendante du choix de
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ou le terme de gauche désigne la cohomologie étale l-adique au sens des variétés algébriques.

Ce résultat permet de s’assurer que la cohomologie l-adique de M, /T est munie d’une filtration
par les poids et d’une filtration de monodromie, mais on aurait aussi pu le voir directement, a partir de
I'isomorphisme Wig-équivariant de Hochschild-Serre [17, Prop B.3.1]

Ql Q [F] RPC( %Lnn’@l) l) RFC( %lr,n/ra@l)

ou, dans l'expression de gauche, le complexe est vu a travers le foncteur d’oubli D% (GD x WI‘?“) —
. . L
D (' x D*)/T5" x W),
Dorénavant, nous surlignerons tous les quotients par I'z (par exemple ceux de I', D*, G, ou Mp, ),
et pour une représentation p € Irrg, (W), nous noterons (—)[p] le foncteur exact (—) ®g,px P & ne pas

confondre avec le foncteur (—)[p] = (—) @% px P introduit au début de la section 4. Avec ces notations
1

on a une décomposition

R ( D7 n/F @l) @ R’ ( Darn/r Ql)[ ]

pelrr(Dx/(1+=n0p))

qui induit en cohomologie des décompositions

HZ( Fna@l) @ Hl(SF‘?na@l)[ﬁ}(@pva

pelrr(DX /(14w 0p))

ou laction de Wk, resp. D*, se fait sur les premiers, resp. seconds, facteurs des produits tensoriels.
L’isomorphisme de Hochschild-Serre se décompose aussi et donne :

(5.2.7) Q ®F 5 (RLec[p]) = RT(M,.,./T.Q)[p]

pour toute p € Irrg (D*/Tz(1 +w@"Op)). Soit alors N, ; endomorphisme du Q-espace vectoriel

HI(S¢ o Q,)[p] fonctoriellement induit par N, via I'isomorphisme précédent, le passage a la cohomologie
en degre j et le théoreme de comparaison GAGA. Comme tous les isomorphismes utilisés sont Wi-
équivariants, la définition de N, montre que le sous-groupe I, C Ic du lemme 4.3.2 agit sur H’ (St Q)lp]
par ¢ — exp(Np,p’jtu(i)), de sorte que N, ; est I'opérateur de monodromie de la représentation de Wy
sur HY (Sg%,, Qp)[p]-

Fixons dorénavant un relévement de Frobenius géométrique ¢ et notons H’¢ (S " Q,)[p] la représen-
tation lisse de Wy associée, comme en 5.2.2. En combinant 'isomophisme 5.2.7 avec le scindage o de
4.3.6, on constate que la suite spectrale de Hochschild-Serre dégénere en des isomorphismes D™ x Wi-
équivariants

dy,—1

Hj)¢(5§?na@l)[ﬁ] = @ TO —d+1—i @z» Ned (V) -

d,f1

d—1—j+i e —i

~ P Bt T (75, Q) @0 (pV) - |
i=0
dp—1

12

@D Extg T (n5 (G0 @ 0 (0 |
i=0

La représentation C>(G/I',Q;) de G est admissible et semi-simple, avec constituents “unitarisables” au
sens otl il existe un isomorphisme de corps Q, 5 C tel que la représentation obtenue par changement de
base admette un produit hermitien G-invariant. En particulier, les seules représentations elliptiques qui

peuvent y apparaitre sont les séries discretes et les représentations de Speh locales. Soit m? o, T€SD. m;I,

la multiplicité de la série discrete 72, resp. de la représentation de Speh ﬁp” dans cette représentation

p?
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C>*(G/T,Q,;). Compte tenu du calcul de Ext entre représentations elliptiques, on trouve la description
suivante :
Pourj=d—1, ona

0
d,—1 A\ Mer
( @ J’(pv)|.|l> si d, est pair

Ha-1.¢ ] ~
(St @, 2, e o ,
(@ww.li) ® (o ()1 7F)" sid, =1+ 2k
0

et pour j#d—1, on a

0 81 j+d, —d est impair

HI? (S8 Q)p] =~ "
( F,nv@l)[p]DXXWK{ (Ul(p\/)H—k) p,T Sij-l—dp—d:Qk >0

Observons en particulier que I'action de Wy sur H7%( Fn,(@l)[*] est semi-simple. On en déduit la
remarque suivante :

Remarque 5.2.8 L’action d’un relévement de Frobenius ¢ sur les espaces de cohomologie H( fan,@l)
est semi-simple.

Revenons a notre probléme initial ; par le théoreme de “multiplicités limites” de [44, 1.3], on sait que,
quitte a remplacer I' par un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer mgr > (0. On peut maintenant
énoncer

Proposition 5.2.9 Awvec les notations ci-dessus, supposons I' “assez petit” pour que mgr #£0. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L’endomorphisme nilpotent N, de RT'.[p] défini dans le lemme 4.3.2 est d’ordre d, (i.e. vérifie
dp—1
N&t 2 0).
it) L’opérateur de monodromie Nyp 41 de HY1(Sf%,,Q))[p] est d’ordre d,.

ii) La conjecture monodromie-poids est vérifiée pour les HI (St ,Q,)[p], j € N.

Preuve : Evidemment, i) = 1), puisque N, est d’ordre au plus d, et induit N, 4—1. Par ailleurs,
—d
rappelons que la représentation o’ (pV) = ad /d, (T, )| - | est pure de poids d — d,. Ainsi la description
de la cohomologie ci-dessus montre que gr!} d (H a- (S5, Q))[p]) # 0, et donc la conjecture monodromie-
poids dans sa version 5.2.4 implique que Np} d_1 # 0. On a donc i) = ii).
Il nous reste & prouver que 7) = iii). En fait le seul espace de cohomologie qui peut poser probleme
pour la conjecture monodromie-poids est celui de degré médian j = d — 1, les autres étant purs. Il nous

faut alors expliciter I’action de N, q—1 sur Hd’l(qu‘fn,Ql)[ ]. Mais si on suppose la propriété i), alors
dans I’isomorphisme

d,—1

HIN SR T~ ) Bt (5 () 6 (r3)7r) )

induit par le scindage oy, I'opérateur N, agit par U-produit et la description 2.1.17 ii) de ce U-produit
montre que N, induit des isomorphismes

Extly (m5', ()" ) @ 0'(p")| = |7 < Bxt (nh, (n)er ) @0 (p)] = [T

pour tout ¢ € {1,---,d, — 1}. Or, toujours par la description de la cohomologie donnée plus haut, on a

i % m? * - — ca ) \[=
Ext (5, (n0)"0r ) @0/ (0")] = 17" > g1y 1,0 (H (S8, Q)P
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. d,—1 . .
et pour i = ~%— (lorsque d, est impair!) on a

i (- <i 0 Spym, o\ " i N W ppd—licca @y \[=
Bxtl (x5, (w)™hr @ (w50 ) © o (0] — [ 5 gl (O (S, Q).
Dans tous les cas, la description de ’action de N, par U-produit montre que pour tout k € Z, N k induit
un isomorphisme

NF gV (Hd*l(sle?m@z)[ﬁ]) gk (Hdil(slc“?m@l)[m)

et par 5.2.4, la conjecture monodromie-poids pour la partie p-covariante H?~!( Tons Q;)[p] en découle. O

On en déduit le deuxieéme résultat principal de l'introduction, le théoreme B.

A Catégories abéliennes admissibles et topos fibrés

Soit I une petite catégorie et X — I un topos fibré sur I. Nous suivrons autant que possible les
notations de [37, ch. VI]. En particulier, le topos total de X sera noté Top(X), le symbole X% désignera
le topos | |;c; Xi, et la lettre e : X4dis — Top(X) le morphisme de topos évident, décrit en [37, 6.1.1]. On
dispose donc d'une suite de trois foncteurs adjoints (er, €*, e,) reliant les catégories X4* et Top(X).

Soit A un (pro)-anneau de Top(X) et A% := e*(A). Les foncteurs e* et e, respectent les catégories de
modules respectives et y restent adjoints, et ¢* admet encore un adjoint a gauche pour les modules, que
nous noterons ef“ pour le distinguer de e;. Nous supposerons par la suite que 6{4 est exact. Il revient au
méme de demander que “les” morphismes de topos annelés (X (a), Asa)) — (Xp(a)> Ab(a)) associés aux
fleches o dans I (de source s(a) et but b(«)) soient plats, ce qui est par exemple vérifié si A est constant.

On notera simplement D7 := D} (Top(X)) et D := D%, (X%*). On a donc une paire de foncteurs
adjoints (e*, Re,) reliant D*P et D%, On définit une catégorie D"*/ dont

— les objets sont les paires (K, k) ott K € D%* et k : K — e*Re, K est un morphisme tel que

i) la composée K L5 e*Re K A K est I'identité, et

e*Reyxr
.o ’ K ’
ii) les deux composées K —— e*Re, K —=< e*Re.e*Re, K sont égales.
e* (Adj)Rex
— les fleches (K, k) — (K’, k) sont les morphismes K —— K’ tels que ' o a = e*Re,(a) o k. On a
donc une suite exacte :

(A.0.1) 0 — Hompnais (K, k), (K', ")) — Hompa:: (K, K') = Hompa:. (K,e*Re, K')

ou 0 désigne la différence k' o o — e* Re, () o k.
La catégorie D"/ est Z-graduée. On a un foncteur e, : D"/ — D%* d’oubli du morphisme & et
on dira qu’un triangle de D%/ est distingué si son image par € i f 'est. La catégorie D"*/ n’est pas
triangulée. Elle s’identifie & une sous-catégorie pleine des sections de la catégorie bi-fibrée sur I dont les
fibres sont les D} (X;).

. ; . . . . e* (Adj)
On a aussi un foncteur w : D' — D"/ qui envoie un objet K sur la paire (e*K,e*K —

e*Re.e*K), et qui permet de factoriser e* = e} ;¢

ow.

Soit C%* une sous-catégorie abélienne admissible de D%, Rappelons [1, 1.2.5] que cela signifie que
(i) Hompais (K, K'[n]) = 0 pour tout n < 0 et tous K, K’ € C%*_ et (ii) les suites exactes courtes de
C%s se déduisent des triangles distingués par oubli de la fleche de bord. Nous noterons C™%f | resp. C'*°P,
la sous-catégorie pleine de D™*7 resp. de D*P formée des objets X tels que e;‘mf(X), resp. e*(X), soit
isomorphe & un objet de C%*. Le foncteur w se restreint donc en un foncteur C*P — C™f

Lemme A.0.2 Supposons C%* stable par e*Re,. Alors C™*f est une catégorie abélienne.

Preuve : On définit les noyaux et conoyaux de la maniére la plus naive qui soit, sachant que sous
I'hypothese, e*Re, induit un endo-foncteur exact de C%*. Nous laissons la vérification des axiomes Ab;
au lecteur. 0
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Remarquons que 'hypothese “stable par e*Re,” revient a demander que pour toute fleche o de
PRl Rovy . . . . ,
I, “le” foncteur DZS(Q) (Xs(a)) — Dxb(a) (Xp(a)) envoie Cg(zz) and Qgg;). Cette hypothese n' est donc
généralement pas vérifiée par I'exemple le plus simple de catégorie C9*, & savoir Mod 4ais (X %*). Pour-
tant dans ce cas encore la catégorie C"*f est bien-stir abélienne, et plus généralement, la conclusion du

lemme reste vraie si on suppose que C%* stable par e*e!A.

Proposition A.0.3 Soit C%* une sous-catégorie abélienne admissible et stable par e*Re, de D, alors
le foncteur w : CtP — O™ est une équivalence de catégories. En particulier, C*°P est une sous-
catégorie abélienne admissible de D*P.

Preuve de la pleine fidélité : fixons pour cela deux objets K, L dans C*P; ce sont donc des complexes
de A-modules dans Top(X). Choisissons un complexe I} & composantes injectives et quasi-isomorphe &
Y. On a donc Hometor (K, L) = Ho(s(Hoch(X) (X,I7))) o Ca(X) est la catégorie des complexes de
A-modules dans Top(X) et s désigne le complexe simple associé & un complexe double. Soit

I} — exe’(I7) — (exe™)?(I7) — -+

la résolution standard de I3 dans C4(X) associée & la paire adjointe (e*,e.). Nous avons supposé que
e,A est exact, ce qui implique que e* envoie injectifs sur injectifs, tout comme e,. On en déduit une suite
spectrale :

BY = H(s(Home, (x) (K, (exe”)PT1}))) = HP*(s(Home, (x) (K, I}))),
autrement dit, une suite spectrale

EP = Ext!

®on (K, (exRe*)PTL) = Exthld, (K, L).

Dtop
Par définition de cette suite spectrale, on a EY? = 0 si p < 0. Par I'hypothese C% admissible et stable
par e*Re,, on a pour tout ¢ < 0 et tout p > 0

EYY = Ext{ .. (e"K,e"(e,Re*)PL) = 0.

On en déduit sur la ligne p = 0 de la suite spectrale une suite exacte :
0 — Homgror (K, L) — Hompais (e*K,e*L) = Hompai. (e*K,e*Re,e*L).

Revenant & la définition de w, on constate que § s’identifie (au signe pres) a la fleche notée aussi &
dans la suite exacte A.0.1 appliquée & wK et wL. Il s’en suit que lapplication Homgtor (K,L) —
Homgnais (WK,wL) est bijective.

A.0.4 Essentielle surjectivité : On se donne un objet (K, k) de C"%/ et on choisit un complexe I} de
A%s_modules quasi-isomorphe & K et & composantes injectives, ainsi qu’un relévement Iy, — ee 3 de
K en un morphisme de complexes, encore noté k.

On définit un systéme de morphismes de la forme suivante :

e (k) exeex (k)
(A.0.5) eIy ? ex(e*e )l == e.(e*e.)? Iy -+
ey Ip

ou chaque fleche supérieure se déduit de k et les autres fleches sont de la forme
(e T A eypmior ¢ (e eV el — (ene™) T (ene) (ene P i, I

pour tout 0 < i < p entiers. Les axiomes imposés & x nous disent que, dans la catégorie homotopique K P
des complexes de A!°P-modules, ce systéme se prolonge en un objet cosimplicial, i.e. un foncteur de la
catégorie des ensembles finis ordonnés non-vides vers K®°P. Si on pouvait remonter cet objet cosimplicial
a la catégorie (ordinaire) des complexes de A*°P-modules, on montrerait facilement que le complexe de
cochaines associé est un relévement cherché de (K, k) dans D¥°P. Mais ceci n’est généralement pas faisable,
et il nous faut utiliser un substitut remarquable introduit par les auteurs de [1, 3.2].
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A.0.6 Complexes homotopiquement simpliciaux de [1, 3.2]*' : Notons A la catégorie dont les objets sont
les entiers > —1 et les morphismes sont donnés par Homx (p, p) := {applications injectives croissantes o :
[0,p] — [0,p']}, avec la convention que [0,—1] = 0 et que Homx (—1,p) est un singleton dont nous
noterons ¢, I'unique élément. La source et le but d’une fleche dans FI1(A) seront notés s(a) et b(a) et la
différence b(a) — s(a) sera notée |a|. On note aussi A la sous-catégorie pleine des entiers > 0.

Soit A une catégorie abélienne. Nous appellerons complexe homotopiquement simplicial de A la donnée

d’une suite (J**)pen d’objets Z-gradués de A munie d’une famille (d()),, Fj 5 de morphismes Jsle)e

J(@)*[1 — |a|] satisfaisant la propriété

Vo€ FI(A), > d(B)d(y) = 0.

a=0y

Rappelons que cette propriété implique que les d(Id,) sont des différentielles, et que la famille des d(«)
pour |a] = 1 est une famille de morphismes de complexes qui, dans la catégorie homotopique, se prolonge
en un complexe cosimplicial strict. Réciproquement, les auteurs de [1] montrent comment sous certaines
conditions un complexe cosimplicial strict de la catégorie homotopique K(A) peut se relever en un com-
plexe homotopiquement simplicial. Ces conditions sont vérifiées par notre systeme A.0.5 mais nous aurons
besoin d’un relevement assez explicite, ¢f A.0.8 ci-dessous.

A tout complexe homotopiquement simplicial (J**, (d(«))o) uniformément borné inférieurement en o
(i.e J*1 =0 pour ¢ << 0), les auteurs de [1] associent le complexe simple (s(J)®,d*) défini par

s()" = @ JPE et d" = @ Z d(a)|jr.a,

ptqg=n p+qg=n s(a)=p

ces sommes étant finies.
Nous aurons besoin de versions “augmentées” de ces objet. Nous appellerons donc complexe homoto-
piquement simplicial augmenté de A la donnée d’une suite (J?*),>_1 munie d’une famille (d(a))aeFl(Z)

de morphismes satisfaisant les mémes propriétés formelles que ci-dessus, avec A & la place de A. On
lui associe aussi un complexe de cochaines s(J)* par la méme formule que ci-dessus. En notant Jja le
complexe homotopiquement simplicial sous-jacent, on peut définir une augmentation

vi= Zd(sp) s Jhe — s(J1a)°,
p=0

a condition de prendre sur J~%* I'opposé de la différentielle d(Id_;). On a alors un triangle de complexes
dans A

J7 s s(Jja)® = s(J)* > T

dont I'image dans la catégorie homotopique est un triangle distingué.

A.0.7 Le lemme crucial : Avant de continuer, fixons quelques notations d’algebre simpliciale :
i) On note & : A — A le foncteur décalage défini sur les objets par d(p) := p+1 et sur les fleches par
. 0 sit=0
0(e)(i) { ai—1)+1 si0<i<s(a)+1
ii) On note o, € Homx (p — 1, p) 'application définie par i — i + 1 lorsque p > 0 et par og := ¢ pour
p = 0. Ainsi I opérateur de face” [0,p — 1] — [0, p] qui saute Uentier ¢ € [0, p] est donné par la
formule 8iap,i.

Lemme A.0.8 I existe une famille d(a)aeFIZ de morphismes de A% -modules gradués
d(a) : (e"e,)* D — (e, )T [1 — |al]

vérifiant les propriétés suivantes :

i) Ya € FI(A), d(0a) = —(e*e.)(d(a)).

1 Cette terminologie n’est pas dans loc. cit. mais ’auteur ignore 'il en existe une standard.
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ii) d(Id_1) est la différentielle du compleze Iy,.

ii) d(oo) =k et pour tout p >0, d(op) = €*Adji, ooyp-10, 15 0U Adjx : X — e,e” X est le morphisme
d’adjonction.
i) Si|a| =2, alors d(e) #0 = a = 95T (g, ).
v) Ya € FI(A), S(a):=3,_z,d(B)d(y) = 0.
Preuve : Les propriétés i), ii) et iii) imposent tous les d(a) pour |a| < 1. La propriété contraignante
est bien-stir v). Lorsque |a| = 0, v) demande simplement que d(a)? = 0, ce qui est bien le cas. Lorsque
|| =1, v) demande que d(«) soit un morphisme de complexes (au signe pres), ce qui est encore le cas.
Nous prouvons maintenant l'existence des d(«) pour |a| > 2 vérifiant les propriétés i), iv) et v) par
récurrence sur |a|. Supposons donc construites les d(3) pour |5| < |a|. Deux cas se présentent.
Si o # 05+l (g, 1), alors la proprété iv) impose d(e)) = 0 et pour satisfaire v) il nous faut donc
vérifier que la somme S'(a) 1= > 5 _, 5., d(B)d(7) est nulle. Par la propriété i) de I'hypothese de
récurrence, et le fait que le foncteur 0 induit une bijection

(0,0) : {(B,7) By = a} = {(B,7) By = da},

on peut supposer que a ¢ im (9). Par la propriété iv) de ’hypothése de récurrence, la somme S’(«) n’a
alors que deux termes non-nuls :

S'(@) = d(oh(a))d(@* O H ey o) + d(0° D214 2)d(T(a)11)

et sa nullité résulte de la fonctorialité de Adjy en X.

Sia = gs()+1 (€]aj—1), alors comme ci-dessus, par la propriété i) de 'hypothese de récurrence, il suffit
de trouver d(gq|—1) tel que S(gjq)—1) = 0. Or, comme dans [1, p. 90], I'hypothese de récurrence implique
S'(€la)—1)d(Id 1) = d(Id|4|—1)S"(€|a|—1), autrement dit, S’(¢|4|—1) est un morphisme de complexes I —
(e*e,)l(I5)][2 — |af]. Deux cas se présentent & nouveau :

— ¢l || = 2, on invoque la propriété ii) de x qui assure que S’(g1) est nulle dans la catégorie homoto-

pique.

— sl |a| > 2, alors on invoque la propriété admissible et stable par e*Re,” qui implique
Hompais (If,(e*es)® I3 [2—]al]) = 0 et donc que S’(g4—1) est aussi nulle dans la catégorie
homotopique.

Dans chacun des cas, il ne reste plus qu’a choisir pour d(g|4|—1) une homotopie entre S’(gjq—1) et 0. O

ucdis

Lemme A.0.9 Avec les notations du lemme précédent, définissons une famille C(O‘)aeFIA de morphismes
de A*P-modules gradués

cla) : e (e e,) NI — e, (e*e,)P I8 [1 — |al]

par les regles suivantes :
i) Si o € im (), alors c(a) := —e.(d(07 a)).
it) St o ¢ im(9), alors
- c(a) = Adj(e*e*)s(D‘)e*(I;() si ol =1
- ¢(a) = 0 sinon.
Alors, pour tout a € FI(A), on a 35 _ c(B)c(y) = 0.

Preuve : On remarque que pour toute fleche o de A, on a e*c(a) = d(a). Or, e* est fidele sur les
AtoP_modules. O

Le systeme des Jf;> := e.(e*e.)PI%, p = 0 muni de la famille des c(a), pp, du lemme ci-dessus est
un complexe homotopiquement simplicial de A*P-modules, tandis que le systeme des J7'° := (e*e,)PIy,
p > —1 muni des (d()),cprx du lemme A.0.8 est un complexe homotopiquement simplicial augmenté
de A%s-modules. On a par construction Jaisia = €*(Jiop); on a donc un morphisme de complexes de
Ads_modules I, — €*s(Jy,p)®. Le lemme suivant montre que le complexe s(J;0p)® de DP reléve I'objet
(K,x) de D"/ et résoud donc la question de l'essentielle surjectivité.
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Lemme A.0.10 i) v: I} — e*s(Jiop)® est un quasi-isomorphisme.

ii) le diagramme suivant est commutatif dans la catégorie dérivée D%

Iy - e*s(Jiop)®

“l le*AdjSump)'

e*edyy —e*e.e*s(Jiop)®
efex()

*

Preuve : Nous prouverons d’abord ii). Pour cela, nous commengons par quelques généralités sur les
complexes homotopiquement simpliciaux augmentés (d’une catégorie abélienne A quelconque). Un mor-
phisme f entre deux tels objets (J;*,d;(«),) pour ¢ = 1,2 consiste en une famille f = (f(a))aeﬁ(m de

Jf(a)’° — Jg(a)’°[f|a|] d’objets gradués de A vérifiant la propriété :

Va e FIR), Y f(B)di(y) = da(B)f(7)

a=py a=py

morphismes f(a) :

On vérifie sans peine qu'un tel systéme induit un morphisme de complexes s(J7)* U} s(J2)* et que dans

le morphisme de triangles :

(A.0.11) Jrb = s(J1ja)* s(1)* g
f(Idl)i S(fA)l S(f)l J/f(ldl)[l]
Jy b — T s(Jayn)® s(J2)* Jy (]

les deux carrés de droite sont commutatifs, et donc le premier est commutatif dans la catégorie homoto-
pique (mais généralement pas dans la catégorie des complexes).

Ceci étant, on définit le décalé d’un complexe homotopiquement simplicial augmenté (J**, d(«),) par
les formules :

(DJ)P® := JPTLe et Va € FI(A), dd(a) := —d(da).
On définit aussi un morphisme (J, d) L= (8J 0d) par

Va € FIA), (@) = d(oya)41 © a).

(Pour vérifier que ce systéme est bien un morphisme, on utilise I'identité

> dloygaBd() + Y d@B)d(oy ) = Y, d(B)d()

a=py a=py Ub(a)+1a:5/’7'

qui repose sur le fait qu'une fleche 0 se factorise sous oy(s) si et seulement si elle n’est pas dans I'image
de 0.)

Appliquons ceci & Jjj?.. Par axiome i) du lemme A.0.8 on a 0J4;s = e*e,(Jgis). Par Paxiome iv), les
fleches f9(a) sont nulles des que |a| > 0, et par 'axiome iii) on a f9(Id,) = e*Adj pour p > 0, tandis que
f2(Id_;) = k. La commutativité & homotopie prés du carré du point ii) de ’énoncé vient donc de celle du
premier carré du diagramme A.0.11 appliqué au morphisme f?, compte tenu de I’égalité Jais|a = € Jiop.

Passons & la preuve du point i). En vertu du triangle distingué
I3 = e*s(Jiop)® — s(Jais)® — I [1],
il suffit de montrer lacyclicité de s(Jy;s)®. Par 'axiome i) imposé & &, la composée

S(Jais)® 2 $(8uis)* = e*exs(Jais)® 2L (Jus)®

o1



est un isomorphisme dans la catégorie dérivée D%, Il nous suffira donc de prouver l'acyclicité de
e*e.s(Jgis)®.

A ce point, il faut se rappeler que, dans la catégorie homotopique le systéme des J5:%, p > —1 muni
des opérateurs de face d(d°c,_;) se prolonge en un systéeme cosimplicial complet (i.e. avec opérateurs de
dégénérescence, lesquels sont donnés par 'axiome i) de ). Comme l'objet cosimplicial e*e,(J};7) de D%
est le décalé de J};%, on sait qu’il est homotopiquement trivial, cf par exemple [37, Prop VI.1.4].

Il nous reste plus qu’a invoquer le résultat général :

Fait A.0.12 Soit (J**,d(a)s) un complexe homotopiquement simplicial augmenté d’une catégorie abé-
lienne A dont le compleze cosimplicial associé dans D(A) est homotopiquement trivial. Alors s(J)* est
acyclique.

Preuve : Tout complexe homotopiquement simplicial augmenté est muni d’une filtration 7o, (J)*® définie
par :

JP4 sig<n
Tocn (TP = { ker (d(1d,) jwm)si g = n
0 sig>n

équipé du systeme des restrictions des (d(a)),. On en déduit une filtration croissante T),(s(J))® du com-
plexe simple associé. On a aussi une filtration ge<, (J)*® définie par :

JPa sig<n
Teca(J)P? = q im (d(Idy) o )si ¢ = n+ 1
0 sig>n—+1

équipé du systeme des restrictions des (d(a))q, et dont on déduit une filtration croissante S, (s(J))®
du complexe simple associé. Il nous suffira de prouver que les gradués gr>, grl(s(J)) sont acycliques.
Remarquons qu’ils sont nuls pour m # n,n + 1.

Pour m = n, le gradué est, au décalage de n pres, le complexe de cochaines augmenté

Hn(J—l,o) i} H"(JO") NN Hn(Jp’.) .

associé au complexe cosimplicial de A déduit du complexe cosimplicial J** de D(A) par application du
foncteur H™. Il est donc homotopiquement trivial et a fortiori acyclique.

Pour m = n — 1, le gradué obtenu est le complexe simple associé a un complexe homotopiquement
simplicial augmenté (J**,d(«),) dont les complexes JP'* sont acycliques. Par la filtration décroissante
béte en I'indice p, on voit qu'un tel complexe est acyclique. [

O
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