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0. INTRODUCTION
0.1. Hélices de fibrés exceptionnels

Soit £/ un fibré vectoriel algébrique sur une variété algébrique projective complexe X. On dit que
E est exceptionnel sion a End(E) ~ C et Ext'(E,E) =0 pour i > 1. Sur certaines variétés
X, les espaces projectifs par exemple, il existe des suites parti-culiéres de fibrés exceptionnels
(E})icz, appelées hélices.

Les fibrés exceptionnels ont été introduits et étudiés sur Py dans [3], [I], puis leur généralisation
sur P, a été faite dans [5]. Le cas de Py x P; a été traité dans [8], celui de certaines surfaces
dans [4], et celui des surfaces de Hirzebruch et de certains volumes de Fano dont P35 dans [6],
7.

Une hélice de fibrés exceptionnels (E;);cz sur P, est périodique, ¢’est-a-dire que pour tout entier
iona Fi,q~FE/(n+1).1Ilsuffit donc de connaitre n + 1 fibrés exceptionnels consécutifs
de I'hélice pour la connaitre tout entiére. On dit qu'une suite (F;, Fiiq, ..., Eijn1) est une
base de I'hélice (E;);cz. On notera B(IP,) 'ensemble des bases d’hélices de P,,. On appelle paire
exceptionnelle un couple du type (E;, Eiyq).

Les rangs et classes de Chern des fibrés exceptionnels d’'une base d’hélice vérifient certaines
équations. Par exemple, sur Py, si (Ey, £, F>) est une base d’hélice, on a

rg(Eo)® + rg(E1)? +1rg(Ey)* = 3rg(Eo)rg(Ey)rg(Es).

C’est ’équation de Markov (cf. [3]). Sur P53, Nogin a trouvé aussi certaines relations (cf. [6] et

I7])-
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On montre ici que d’'une certaine maniére, les seules relations algébriques que 1’on peut obtenir
entre les rangs et classes de Chern des fibrés exceptionnels d’une base d’hélice peuvent se déduire
des relations "évidentes".

0.2. Equations algébriques liant les rangs et les classes de Chern des fibrés excep-
tionnels d’une base d’hélice sur P;

Pour tout faisceau cohérent £ sur une variété projective X de dimension n, on pose
X(E) = > (-1 dim(H'(X,£)),
0<i<n

qui est la caractéristique d’Euler de £. Soit (E;)o<i<3 une base d’hélice de fibrés exceptionnels
sur P3. On a alors
X(EZ,E]) = 0 s1 1> j,
=1 si 1=y,
ce qui, & l'aide du théoréme de Riemann-Roch, s’écrit sous la forme

C(rg(Ei),rg(Ej), (ce(Ei)h<k<s, (cr(Ej)i<k<s) = b4y,
C' étant un polyndéme a coefficients rationnels.

Soient X une variété algébrique projective lisse, E' un fibré vectoriel de rang r > 0 sur X. On
définit au chapitre 1 de nouveaux invariants

AJ(E) € A(B)®Q, 1 <i<dim(X).

Ils ont avantage de transformer les produits tensoriels en sommes, et A;(E) est la pente de
E, tandis que Ay(F) est le discriminant de E. Les relations précédentes s’écrivent avec ces
invariants

QUAK(E:))1<k<s: (Ak(E)))1<k<s) = 0
si 0<7<1<3, et

rg(E)?.(1 —4M(E;)) =1, 0<i <3,
() étant le polynéme

Q((Ye)i<k<s, (Zr)i<k<s) = Zs—Ys—(Z1 = Y1 +2)(Yo+ Z5) + ( 2 _3/1 3 ) -

On note Z l’idéal de I'anneau de polynomes
R = C[Xo, X1, X2, X3, ((Apg)1<p<3)o<q<s]
engendré par les
Xij = Q(Aki)i<n<s, (Drj)i<k<s)
avec 0 <j<i<3 etles
Xi = Xi.(1—4Ay) —1.

Tous les éléments de Z s’annulent donc sur les carrés des rangs et les A; des fibrés exceptionnels
d’une base d’hélice .

On a réciproquement, dans le cas de P le
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Théoréme A — Si P est un élément de R tel que pour toute base d’hélice (Ey, By, 2, E3) on
ait

P((rg(E:)?)o<i<s, (Ar(E;))1<k<s)o<i<s) = 0,

alors il existe un entier p >0 tel que PP soit dans T.

Pour obtenir ce résultat, on construit une variété algébrique Z telle que les bases d’hélices de
IP3 soient des points fermés de Z, et que les fonctions définies sur B(P3)

(E())Ela E27 E3) — Tg(Ei)Q, 0 S 1 S 3,
(E07E1,E2,E3) — Ak(Ei), 1<k<3,0<i<3,

se prolongent en des fonctions rationnelles sur Z. On montre ensuite que la plus petite sous-
variété fermée de Z contenant B(P3) est Z et le théoréme A s’en déduit aisément.

On donne deux constructions de la variété Z, I'une basée sur le groupe de Grothendieck de Ps,
I'autre étant plus géométrique. Bien stir il est théoriquement possible de prendre pour Z la
sous-variété de C1¢ définie par Iidéal Z, mais cette variété est a priori plus difficile & manier.

La démonstration du théoréme A fournit des résultats intermédiaires intéressants, concernant
les équations algébriques vérifiées par les rangs et A; des fibrés exceptionnels d’une paire ex-
ceptionnelle, ou par le rang et les A; des fibrés exceptionnels. Plus précisément, soient

R = C[Ro, Ry, ((Apg)i<p<slo<g<i] et R" = C[Ry, (Apo)i<p<s];

I/ 1’1déal de R/ engendré par XOO(R(Z), AQO)) X105 Xll(R%; A21) et I// 171déa1 de R// engendré par
Xoo(R2, Agg). Alors on a le

Théoréme B — Tout élément de R’ s’annulant sur les rangs et A; des fibrés exceptionnels de
toutes les paires exceptionnelles appartient a T'.

et le

Théoréme C — Tout élément de R" s’annulant sur le rang et les A\; de tous les fibrés excep-
tionnels appartient a T".

Ces résultats sont discutés au §0.5.

0.3. Construction de la variété 7

Soient K (P3) le groupe de Grothendieck de P3 et Wx = K(P3) ® C . Cet espace vectoriel est
muni de la forme bilinéaire x(z,y) définie par

X([E]L [E]) = x(E"® EY),
pour tous fibrés vectoriels F E’ sur P3, [E], [E'] désignant leurs classes dans K (PP3). Si
(Eo, E1, Eo, E3) est une base d’hélice de fibrés exceptionnels , et si e; = [E;] pour 0 <i <3,

(o, €1, €2, €3) est une base semi-orthogonale de Wi, c’est-a-dire que la matrice de x dans cette
base est triangulaire supérieure unipotente. Il en découle que si

u = Ceg®C.e;y et v = C.ey ®Cley,
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on a
unv#{0} et wutnuv#{0},
ut désignant le plan de W constitué des z tels que x(z,2) =0 pour tout z dans u. Soient

¢K:WK—>W]*(

'isomorphisme linéaire tel que x(x,y) = x.¢x(y) pour tous z,y dans Wi, et Z(¢y) la variété
des couples (u,v) de plans de Wi tels que uNwv # {0} et u'Nwv# {0}. Alors on peut voir
(eo, €1, €2, €3) comme un point de Z(¢y), c’est-a~dire qu’on a défini une application

Ak : B(Ps) — Z(¢x).

On étudie plus généralement au chapitre 2 les variétés Z(¢), ¢ étant un isomorphisme linéaire
W — W*. On peut définir des automorphismes de Z(¢), appelés mutations, qui généralisent
les mutations des hélices de fibrés exceptionnels, et qui ont les mémes propriétés formelles.

On peut donner une description géométrique de certaines variétés Z(¢) au moyen de coniques
de P,. Plus précisément, on suppose que W est un sous-espace vectoriel de H°(Py, O(2)) et on
considére un morphisme rationnel

o: Py —>]P>(W)

tel que o*(O(1)) ~ O(2) , que o* : W* — H°(P,,O(2)) induise un isomorphisme W* ~ W
et que pour tout point P de Py ol ¢ est défini, on ait P € o(P), o(P) étant vu comme une
conique de Py. On verra alors qu’il n’y a que trois choix possibles pour W, les plus intéressants
étant le cas ou W correspond aux coniques passant par deux points fixes de Py, et celui o W
correspond aux coniques passant par un point fixe de Py et tangentes a une droite fixe en ce
point. Dans ces cas, o est un isomorphisme birationnel de Py sur la quadrique Q(¢) de P(W)
constituée des z tels que z.¢(x) = 0. Un plan général de P(IV) s’écrit

u=oc(FRy) No(P),
Py, P, étant des points de Py, et on a
ut = o(Py) No(Py),

Py, Py étant les points d’intersection de o(FPy) et o(P;) autres que les points de base de W. On
voit donc qu’un point général de Z(¢) s’interpréte comme une configuration de quatre coniques
vérifiant certaines propriétés.

On retrouve une description de ce type en considérant certaines courbes planes associées aux
hélices de fibrés exceptionnels(cf. §0.4). L’utilisation possible de telles courbes est évoquée au
§0.5.

0.4. Courbes planes associées aux hélices de fibrés exceptionnels

A tout fibré vectoriel non nul E sur 'espace projectif P3 on associe le point

(AL(E), Ay(E), As(E)) de R3. On note H le plan de R® d’équation A, = % , qui semble jouer
sur P; un role analogue a celui de la droite d’équation Ay =1 sur Py (cf. [3]).
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A tout fibré exceptionnel FE sur P3 on associe une courbe C(E) de H, qu’on obtient de la
maniére suivante : si U est un fibré vectoriel sur Py d’invariants A1,As,A3, I'expression

xX(U*® E)
rg(U* @ E)

est un polynome en A;,Ay, A3z, qui est 'équation d'une hypersurface cubique de R?, dont I'in-
tersection avec H est C(E). Son équation est de degré 3, le terme de degré 3 étant —:A3.
Moyennant un changement de coordonnées sur H et en plongeant celui-ci dans Py, on associe
maintenant a F une conique de P,. On voit aisément que toutes ces coniques passent par un
point fixe () de IP; et sont tangentes a une droite fixe [ de Py en Q. Soit W le sous-espace vectoriel
de HY(Py, O(2)) correspondant aux coniques passant par @ et tangentes a [ en Q. A toute paire
exceptionnelle (Ey, F1) on associe le plan vy(Ey, E1) de W engendré par les coniques associées a
Ey et Ey. On montre alors que I'application qui associe & une base d’hélice (Fy, E1, Es, E3) le
couple de plans (y(Eo, F1),v(E1, E2)) est en fait a valeurs dans une variété Z(¢) convenable, le
morphisme ¢ étant comme on s’en doute équivalent & ¢x modulo un isomorphisme W ~ Wi.
Les deux points de l'intersection Q(¢) N~y (Fo, Ey) s’interprétent comme des coniques limites :
en effet il existe une suite (F});cz de fibrés exceptionnels telle que

Fo=FEy, F1 = En,
et que pour tout entier ¢ on ait une suite éxacte
0 — F,_1 — F, ® Hom(F}, Fi1) — Fip1 — 0,

dont le second morphisme est 'évaluation, et Q(¢) N ~y(Ey, E1) est constitué des limites de
coniques associées a F; lorsque 7 tend vers +o00 ou —oo.

0.5. Remarques

1) L’équation la plus importante vérifiée par les rangs et classes de Chern des fibrés exceptionnels
d’un base d’hélice, donnée dans [7], est la suivante : pour toute base d’hélice (Ey, E, Eo, E3),
on a

ci1(Ev).rg(Eo) — ci(Eo).rg(Er) = ai(E3).rg(Ez) — c1(Es).rg(Es),

ce qui s’écrit aussi
rg(Ey).rg(Eo).(A1(Ey) — A1(Ey)) = 1g(Es).rg(Es).(A1(Es) — Ay(Esy)).

Cependant, on peut montrer que 1’équation précédente ne peut pas se déduire des équations
X(E;, E;) = d;; pour 0 < j <i < 3, contrairement & 1’équation

rg(By)?rg(Eo)? . (Ar(Ey) — Ai(Ey))? = rg(Es)?rg(Ea)?.(Ar(Es) — Ar(E))*.

On remarquera d’ailleurs que dans le théoréme A, on a considéré les carrés des rangs et non les
rangs des fibrés exceptionnels comme des variables.

2) Les théorémes A ,B,C sont aussi valables pour les bases d’hélices de fibrés exceptionnels sur
Py x IPy. La variété Z(¢) qui intervient ici n’est pas isomorphe & Z(¢x ). On peut donner comme
dans le cas de P3 une description géométrique de Z(¢), basée sur des hyperboles déja utilisées
dans [8] (pour plus de détails, voir [2]). Le sous-espace vectoriel de H%(Py, O(2)) qui intervient
ici est celui des équations de coniques passant par deux points fixes distincts de Py (alors que
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dans le cas de P3 on utilisait les coniques passant par un point fixe et tangentes a une droite
fixe de Py en ce point).

3) On peut aussi étendre les théorémes A ,B,C aux surfaces de Hirzebruch et aux volumes
de Fano considérés dans [7]. La similitude de tous ces cas vient du fait que le groupe de
Grothendieck des variétés considérées est isomorphe a Z*.

4) 11 est vraisemblable que les courbes planes associées aux fibrés exceptionnels sont utiles dans
la description des invariants des faisceaux semi-stables sur P3. C’est vrai dans le cas de P x Py
(cf. [9]). Dans le cas de Py, ce qui intervient est un ensemble de points sur un droite (cf. [3]).

5) On pourrait, au lieu du plan Ay = %, utiliser un plan d’équation A, = ¢, ¢ étant un scalaire
quelconque. On obtiendrait le méme type de résultat. Mais pour plusieurs raisons, le plan
obtenu en prenant ¢ = }1 est le plus naturel. Par exemple, si F est un faisceau semi-stable sur
P35, linégalite Ay(E) > }l est équivalente au fait que la dimension espérée de la variété de
modules qui contient E est strictement positive. On peut d’ailleurs conjecturer que c’est le cas
si E/ n’est pas une somme directe de fibrés exceptionnels.

6) Il est possible d’utiliser d’autres variétés que Z(¢r) pour modéliser les bases d’hélices de
fibrés exceptionnels. Par exemple, on peut prendre la sous-variété de P(W)? constituée des
(lo, 11,12, 13) tels que pour 1 < ¢ < 3, ; soit orthogonal aux [;, j < i. Mais le choix de Z(¢x) fait
apparaitre plus clairement les notions de paire exceptionnelle et de suite de fibrés exceptionnels
associée, qui est essentielle dans la démonstration du théoréme A.

7) 11 est vraisemblable qu’on a des résultats analogues aux théorémes A,B,C en ce qui concerne
les fibrés exceptionnels sur Py (avec des démonstrations plus simples).

Je tiens a remercier G.Trautmann pour de nombreuses discussions qui m’ont beaucoup aidé
dans la réalisation de ce travail, ainsi que le DFG et 1’Université de Kaiserslautern pour leur
hospitalité.

Plan des chapitres suivants :
Dans le chapitre 1 on définit les invariants A; et on rappelle la définition des hélices de fibrés
exceptionnels.

Dans le chapitre 2 on définit et étudie les variétés Z(¢). Seuls les paragraphes 1 et 2 sont
indispensables a la démonstration des théorémes A ,B,C.

Dans le chapitre 3 on définit les courbes et surfaces associées aux fibrés exceptionnels et on
décrit la définition géométrique de Z(¢g ). Ce chapitre n’est pas nécessaire a la démonstration
des théorémes A ,B,C.

Dans le chapitre 4 on démontre les théorémes A B,C.
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1. PRELIMINAIRES
1.1. Variables dérivées des classes de Chern

Soient X une variété algébrique projective lisse de dimension n, E un fibré vectoriel de rang
r >0 sur X. On définit des éléments A;(F) de AY(E)®Q, pour 1 <i < n formellement par

log(ch(E)) = log(r) + Y (1) Ay(E),
1<i<n
ch(E) désignant le caractére de Chern de E. Un calcul simple montre qu’on a
a(F) 1 r—1

AE) = — = Qo(E) = ~(a(B) - — a(E)?),
88 = HEE L amem)( - D) @y - o+ o)

Proposition 1.1. Soient L un fibré en droites, E,F, des fibrés vectoriels sur X. Alors on a
1) Ay(L) =ci(L) et Ay(L)=0 si i>1.

2) N(ERF)=A(E)+Ai(F) si 1<i<n.Donc A(E®L)=A;(E) si 2<i<n.
3) Ay(E*) = (—1)'A(E) si 1<i<n.

Immédiat.

Il est clair que ch(FE)/r est un polyndéme en Ay(E),...,A,(E). Il en découle que le théoréeme
de Riemann-Roch s’écrit
X(E)

T = PA(E), L AE)),

P étant un polynome a coefficients rationnels ne dépendant que de X. Dans le cas o X = Py

on a
P(A A+ 3) (AL +2) (A +1
( 17A27A3) = A3_A1A2—2A2—|— ( 1 )( 16 )( 1+ )

1.2. Fibrés exceptionnels et bases d’hélices sur P5 (cf. [5])

Une hélice v = (E;);ez de fibrés exceptionnels posséde les propriétés suivantes :

1) C’est une suite périodique, c’est-a-dire qu’on a E;,4 ~ E;(4) pour tout i € Z .
2)Ona x(E,E;)=0 sl j<i<j+4.

3) Pour tout entier i, le morphisme canonique

ev . Eifl X Hom(Ei,l, EZ) — E1Z (resp. ev® : El — E/L'Jrl X HO?TL(E,L', Ei+1)* )

est surjectif (resp. injectif) et son noyau (resp. conoyau) est un fibré exceptionnel E (resp.
F). De plus,la suite périodique de fibrés vectoriels basée sur (F; o, E, FE; 1, FE;y1) (resp.
(Ei—1, Eiy1, F, E;5)) est une hélice (le terme E (resp. F') étant d'indice i —1 (resp. i+1)). Cette
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heélice s’appelle mutation a gauche (resp. mutation & droite) de v en Ej, et est notée L, ()
(vesp. R, (7).

4) On pose L% = Lgo Lg,(y). Cest une hélice ayant pour base une suite de la forme
(Ei—s, ', Ei_3,E;_1). On pose L3} = Lg o L% (7). C'est une hélice ayant pour base une
suite de la forme (E”, E;_3, E;_ 2, E;_1). Alors on a E” ~ E; 4, c’est-a-dire que L%i (v) = .

5) On a LEz ° LQEH_I (7) = LQEH_l © LEz(/Y) :

On a bien sir des propriétés analogues a 4) et 5) concernant les mutations a droite. L’hélice la
plus simple est (O(i));cz et toute hélice de fibrés exceptionnels sur P3 peut s’obtenir en partant
de cette hélice et en lui faisant subir une suite finie de mutations et une translation des indices

(cf. [7]).

2. LES VARIETES Z(9)

2.1. Définition de Z(¢)

Soit W un C-espace vectoriel de dimension 4. Soient ¢ : W — W* un isomorphisme linéaire,
et ¢ la forme quadratique sur W associée : ¢(z) = x.¢(z) pour tout z € W. On supposera
que ¢ # 0, c’est-a~dire que ¢ n’est pas antisymétrique. On note Q(¢) la quadrique de P(V)
des élément isotropes pour ¢. Le choix d’un élément non nul de A*W* définit un isomorphisme
J AW — A2W*. On pose &o(¢) = j o A%, qui est un automorphisme de A?TV et induit un
automorphisme &(¢) de la grassmannienne G4 des plans de W. On a donc, pour tout plan u
de W

E@)(u) = ou)*.
On supposera que A2W est muni du produit scalaire déduit de j. En particulier, si w,v sont des

plans de W, on aura u.v =0 si et seulement si wNv # (. On pose v(d) = ‘¢~ o ¢, qui est
un élément de GL(W). On a

§(0)0&(d) = Nw(9).

On note Z(¢) la sous-variété fermée de Gy 4 X Ga4 constituée des (u,u’) tels que

Wu=0 et u.&(¢)(u)=0.

Lemme 2.1. Si (u,u’) est un élement de Z(¢), il en est de méme de (u',{(p)(u)). Le morphisme
7(9) - Z(6) — Z(9)

(u, w') — (u',§(9)(u))

est un automorphisme de Z(¢).
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Immeédiat .

Remarque : On peut montrer que la GL(W)-orbite de ¢ est entiérement déterminée par la
connaissance de v(¢). Ceci implique que Z(¢) est entiérement déterminée si on connait v(¢)

(cf. [2]).

2.2. Quelques propriétés de Z(¢)
Proposition 2.2. La variété Z(¢) est irréductible.

Lemme 2.3. Le morphisme £(¢) posséde un nombre fini de points fizes.

Démonstration. Soit Y la sous-variété de Go4 des points fixes de £(¢). Si u € Y, il est clair
que u C Q(¢). SiY est de dimension au moins 2, Q(¢) est donc de rang 1 ou 2, et il existe un
hyperplan Hy de W tel que Y contienne tous les plans de W contenus dans Hy. Soient u, v des
points distincts de Y, avec u C Hy, v C Hy. On a alors

Hy=u+ v,

donc

¢(Ho) = ¢(u+v) = ¢(u) + ¢(v) = u' + v+ = (unw)*,
Donc uNwv = ¢(Hy)t, et Y ne contient donc pas tous les plans contenus dans Hy. Donc
dim(Y) < 1. O

Notons U le sous-fibré universel de W @ Og,,. Soit
P(¢) = P(U) xg,, P(£(¢)"V).
C’est une variété irréductible. On note 7 la projection P(¢) — Ga4. Soient
C = {(uv) € Z(¢p)u=v}, " = {(v,v) € Z(9),£(9)(u) = v},
B = {(u,v) € Z(¢),un&(9)(u) Nv # {0}}.

Ce sont des sous-variétés fermées de Z(¢).

Soient V' la sous-variété fermée de G4 constituée des u tels que u.§(¢)(u) =0 et
Wo = {(h, ) € P(¢),ly = la},

Wy =A{(l,12) € P(¢), 11 ou ly C w(ly, o) NE()(m (I, 12))},
qui sont des sous-variétés fermées de P(¢) au dessus de V.

Lemme 2.4. La variété V est une hypersurface de G4 qui est irréductible si Q(¢p) [’est.

Démonstration. Soient u un point de V' et [ une droite de uN&(¢)(u). Alors [; est un point de
Q(¢) et u C '¢(l1)*. Réciproquement, si [; est un point de Q(¢), tout plan de W contenant
I, et contenu dans ‘¢(l;)* est un point de V. On a donc un morphisme surjectif P(E) — V,
E désignant le fibré vectoriel de rang 2 sur Q(¢) défini par : E; = ‘¢(1)/l pour tout | € Q(¢).
Il en découle que V est de dimension 3, donc est une hypersurface de Gy 4, et est irréductible

si Q(¢) lest. O
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Démontrons maintenant la proposition 2.2. Il découle aisément des deux lemmes précédents
que Wy est de dimension 3 et irréductible si Q(¢) l'est, et que W] est de dimension 4.

Considérons les morphismes rationnels

f:Z(¢) — P(¢)

(u,v) — (uNv,&(é)(u) Nv),

et

g:P(0) — Z(9)

(ll, l2> — (7T<l1, l2), ll P lg)

Le morphisme f est régulier au dessus de Z(¢) \ (CUC"), et g l'est au dessus de P(¢) \ Wy. Le
morphisme f induit un isomorphisme

Z(@)\ B ~ P(¢)\ (Wo U W),
dont I'inverse est la restriction de g.

D’autre part, soit m : Z(¢) — G4 la premiére projection. Si u est un point de Go 4\ 'V, on
a
() = P(u) x PE(@)(w) = Py x Py,

Si u est un point de V qui n’est pas un point fixe de £(¢), 7, ' (u) est constitué des deux plans
projectifs distincts : Pi(u) = {(u,v),v C u+&(P)(u)} et Po(u) = {(u,v),uNE(P)(u) C v}.
Enfin, si £(¢)(u) = u, 7y '(u) est de dimension 3. La variété B est constituée des plans P (u)
ci-dessus, u parcourant I'ouvert de V' des points non invariants par £(¢), et des fibres de m; au
dessus des points fixes de £(¢). Il en découle que B est de dimension 5.

Maintenant, les composantes irréductibles de Z(¢) sont de dimension au moins 6, car Z(¢) est
une sous-variété de Ga 4 X G4 définie par deux équations. Donc pour montrer que Z(¢) est
irréductible il suffit de montrer que Z(¢) \ B l'est, ce qui découle du fait que

Z(p)\ B~ P(¢) \ (Wo UW{) et que P(¢) est irréductible.

Remarques : 1) Soit S la sous-variété fermée de Z(¢) constituée des points (u,v) tels qu'il
existe une droite [ de W telle que [ C u,v C ¢(I)*. Rappelons que

C = {(u,v) € Z(¢),u=v}, C" = {(u,v) € Z(¢),&(¢)(u) = v}.
Alors on peut montrer que Z(¢) est normale et que ’ensemble des points singuliers de Z(¢)
est CUC'US (cf. [2], prop. 2.9).

2) On suppose que Q(¢) est intégre. Soient p1,pe les projections Z(¢) — G4, D une section
hyperplane de G4, I' un hyperplan de P(1W),

P:pI(D> ) P/:pT(D)a
K = {(u,v) € Z(¢),unvNT # 0}, Ko={(u,v) € Z(¢),&(¢)(u) NvNT # 0}.
On montre alors que P,P’ K et K5 sont des hypersurfaces de Z(¢) et que le groupe des classes

d’équivalence linéaire de diviseurs de Weil de Z(¢) est isomorphe & Z*, et est engendré par
P.P' K, et Ky (cf. [2], thm. 2.11).
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2.3 — Interprétation géométrique
On suppose que W est un sous-espace vectoriel de H°(Py, O(2)). Soit
o: Py — P(W)

un morphisme rationnel. On suppose que :
1) o*(0O(1)) = O(2) .
2) o* : W* — H°(Py,O(2)) induit un isomorphisme W* ~ W.

3) Pour tout point P de Py ou o est défini, on a P € o(P), o(P) étant vu comme une conique
de ]P)Q.

On note ¢ l'inverse de o* : W* — W .

Lemme 2.5. Le morphisme o est a valeurs dans Q(¢), et pour tous points P,Q de Py 0w o est
défini, on a @ € o(P) si et seulement si ¢(o(P)).c(Q) =0 .

Démonstration. La seconde assertion découle du fait qu’on a
¢(o(P)).0(Q) = 0" 0 ¢(c(P))(Q) = a(P)(Q).
La premiére en découle car si o est défini en P on a
¢(a(P))(eo(P)) = o(P)(P) =0
d’aprés la propriété 3 de o, et donc o(P) € Q(¢). O

Proposition 2.6. Si o vérifie les propriétés 1,2,3, on est dans l'un des trois cas suivants :
1) P(W) est l’espace des coniques passant par deuz points fives distincts de Psy.

2) P(W) est l’espace des coniques passant par un point fize de Py et tangentes a une droite fize
de Py en ce point.

P(W) est lespace des coniques invariantes par une involution non triviale de Ps.
Dans les cas 1 et 2, o induit un isomorphisme birationnel Py ~ Q(¢).
Démonstration. Posons V = HY(Py, O(1))* , et soit (z,y, z) une base de V. Moyennant un

changement de base de V*, on peut supposer que W+ C S?V  admet pour base un des 7
couples suivants :

(a*,2y), (2%, y°), (zy, 22), (wy, 2(x + y + 2)), (vy, 2(z + p)), (zy, 2(z + 2)), (2y, 2°).
Les trois premiers ces sont ceux de la proposition. Il faut montrer que les autres cas ne peuvent
pas se produire. Posons
o = Z si @t

0<i<3

avec s;,t; € W. La condition 3 sur o signifie que Z si.t; = 0 dans H°(Py, O(4)). Cela
0<i<3
implique que la restriction & S?W du morphisme canonique

S?(H°(Py, O(2)) — HO(Py, O(4))
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n’est pas injective. L’examen des cas 1 & 7 montre que seuls les cas 1,2,3 sont possibles.

Montrons que ¢ induit un isomorphisme Py ~ Q(¢) dans le cas 2 (I'autre cas est analogue).
Relativement & une base convenable de W, il est clair que o est de la forme

(a,b,c) — (ac,b*, be, ).

Donc o est un isomorphisme birationnel de Py sur une quadrique irréductible. Puisque d’apreés le
lemme 2.5, o est a valeurs dans Q(¢), il reste & voir que ce dernier n’est pas P(W) tout entier,
c’est-a-dire que ¢ n’est pas antisymétrique. Soit (X,Y,Z) la base de V* duale de (z,y, 2).
D’apreés les propriétés de o, on voit que si W est muni de la base (X Z,Y?2 Y Z, Z?), la matrice
de ¢! relativement a cette base et a la base duale est de la forme

0 0 Co do
—Cp 0 &1 d;
—dy —c1 cy  dy
0 —d1 — C9 —dg 0
Il est donc clair que ¢, étant un isomorphisme, ne peut pas étre antisymétrique. 0

On suppose qu’on est dans le cas 1 ou le cas 2 de la proposition 2.6. Si Py, P, des points de P,
on note C'(Py, P;) le sous-espace vectoriel de W constitué des coniques passant par Py et P;. Si
Py et Py sont généraux, C'(Py, P;) est un plan de W.

Proposition 2.7. Soient Py,P; des points généraux de Py. Alors o(Py) No(Py) contient deux
points distincts Py, Py en plus des points de base de W, et on a

§(d)(o(FPo) No(Pr)) = o(Pe) Na(Ps) , E(9)(C(Fy, 1)) = C(P, Ps) = o(Fo) Ao (Py).

Démonstration. Cela découle du lemme 2.5. O

Remarques : 1) On suppose qu’on est dans le cas 1 ou le cas 2 de la proposition 2.6. Alors
T =o0'ov(p) oo est un automorphisme birationnel de Py, et pour tout point P de P, ou
o est défini, o est aussi défini en T(P) et ona T(P) € o(P). Ona ocoT =T oo. Dans la
situation de la proposition 2.7, les points de o(P) No(P3) autres que les points de base de
W sont T'(Py) et T(P).

2) Soient W, un C-espace vectoriel de dimension 4, ¢ : Wy — W un isomorphisme tel que
Q(¢) soit une quadrique de rang au moins 3. Alors on peut montrer qu'il existe un morphisme
o possédant les propriétés 1,2,3 et un isomorphisme € : W — W, tels que o* = €o
¢! ote. Cependant deux tels o ne peuvent pas en général se déduire I'un de I'autre par un
automorphisme de P,.

3) Géométriquement parlant, un point de Z(¢) est un couple

w = (o(Fy) No(Pr),0(Q0) Ao(Qr))
tel qu'il existe une conique élément de P(W) passant par Py, Py, Qg, @1, ainsi qu’une conique

élément de P(W) passant par Py, Ps, (o, @1, ou P, P3 sont les points d’inter-section de o(FP)
et o(Py) autres que les points de base de WW. Le lemme 2.1 signifie que I’ on a

7(9)(w) = (0(Qo) A o(Q1),0(F) Ao(P3)).
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Les points de o(FP2) No(Ps) autres que les points de base de W sont T'(P) et T(P;). On a
7(¢)(w) = (T(a(Po)) ANT(0(P1)), T(0(Qo)) A T(0(Q1)))-

Exemples :

1) Un exemple du cas 1 est fourni par 1'étude des fibrés exceptionnels sur Py x Py (cf. [§]).
Dans ce cas W est engendré par XY, X7, Y Z et Z?, et o est dans cette base le morphisme
2 2 2

(I,y,Z) — (Z 2T Yz, 2 — X2, Y — Tz — yZ),
c’est-a-dire que o associe au point (z,y) de R? I'hyperbole d’équation
X—-(@-1))Y-@y-1)=1
On dans ce cas T(z,y,2) = (v —2z,y—22,2) et T est, restreint & R?, la translation de vecteur
(—2,—2).

2) Dans le cas 2, un exemple de morphisme o sera donné au chapitre 3, pour lequel I"automor-
phisme T de P, n’est pas linéaire. Mais il est possible aussi dans le cas 2 que T soit linéaire. Par
exemple, supposons que W soit engendré par XZ, Y2, YZ et Z2. On considére le morphisme

o donné par :
52 2

_ _E o — e L
U(l’,y,Z) - (yZ, 2,y2 x I 2)

Dans ce cason a T'(z,y,2) = (v — 2y,y,—2) .

2.3. Mutations

On se place sous les hypothéses du §2.1.

Lemme 2.8. Soit (u,v) un point de Z(¢).
1) On suppose que uw #v et uNuv #E&(P)(u) NE(P)(v). Alors
(v, (uNv) & (£(9)(u) NE(D)(v)))
est aussi un élément de Z(¢).
2) On suppose que §(¢)(u) # v et &(d)(u) Nv # &(P)(v) N (P)(u). Alors
(v, (€(@)(u) Nw) & (§(9)(v) Nv(¢)(u)))

est aussi un élément de Z(¢).

Immeédiat.

On a donc deux morphismes rationnels Ly et Ly, de Z(¢) dans lui-méme, appelés mutations et
définis par :
Li(u,v) = (£(6)7 ((wnv) @ (§(0)(w) NE(D)(v))) , v),
Lo(u,v) = (£(6)7((€()(w) Nv) @ (£(¢)(v) V() () , v).
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Proposition 2.9. On a

Ly = 7(¢)oLyor(¢) " oLyoT(e)
et
Ly = 7(¢) ' oLyor(p)oLyot(p) "

Démonstration. On ne démontrera que la premiére égalité, la seconde étant analogue. Soit (u, v)
un point général de Z(¢). Posons

uo = §(¢) " (v NE(D) () & (£(4)(v) Nw(9)(u))),
ur = €(0) 7 ((uNuo) & (£(0) () N () (un))).

(@) o LioT(¢)"" o Ly o7(4)(u,v) (¢))O Lyor(¢)~! o Ly (

v,§(¢)(u))
(¢) o Ly o7(¢) ™ (uo, §(9)(u)),
7(¢) o Ly (u, ug),

7(0) (w1, u0) = (uo, £(¢)(ur))-

Il faut donc montrer que &(¢)(u;) = v. Pour cela on remarque d’abord que £(¢)(u1)NE(@)(uo)
contient &(¢)(u) NE(P)(up), qui contient lui-méme v N E(@)(u). 11 reste & démontrer que
uNug C v. En effet, si cela est démontré on aura v = (uNwug) @ (v N E(P)(u)) = &(P)(ur).
L’inclusion u Nuy C v équivaut & £(¢)(v) C &(¢)(u) + &(¢)(up), ce qui est vrai car

§(0)(w) NE()(u) # {0} et &(P)(v) NE(P)(uo) = &(P)(v) Nv(@)(u) # {0} . B

Proposition 2.10. Les morphismes Li,Ly sont des isomorphismes birationnels et on a
Lyt (u,v) = ((€(0)7"(v) Nu) & (vNE(9)(w),v),
Ly'(u,v) = ((€(0) " (w) NE(@) ™ (v) ® (uNv),v).

Démonstration. Analogue a celle de la proposition 2.9. 0]

Proposition 2.11. On a
(@)t oLioT(¢)}oLioT(¢) P oLy =7(¢p)oLyor(¢p) *0Lyor(p)oLy= I7(4).

Immédiat.

Ce résultat généralise la propriété 4 des hélices de fibrés exceptionnels donnée au §1.2.

Proposition 2.12. Ona LioLy = Lyo Ly .

Démonstration. Analogue a celle de la proposition 2.9. ([l



FIBRES EXCEPTIONNELS 15

Ce résultat correspond a la propriété 5 des hélices de fibrés exceptionnels donnée au §1.2.

Interprétation géométrique : on suppose que ¢ provient d’un morphisme rationnel

o : Py — P(WW) possédant les propriétés 1,2,3 du §2.1. On suppose qu’on est dans le cas 1 ou
le 2 de la proposition 2.6. Soient Fy,P;,Q0,Q1 des points généraux de Py. Soient Py, P; (resp.
Q2,Q)3) les points d’intersection de o(Py) et o(Py) (resp. 0(Qo) et o(Q1)) autres que les points
de base de W. Alors il passe une unique conique ¢ (resp. ') élément de P(W') par Py, P;,Qo,Q1

(resp. P27P37Q2,Q3), et on a
7(¢) 0 Li(0(Po) Ao (P),0(Qo) Aa(Qr) = (0(Qo) Ao(Q1),c® ).

2.4. La variété Z(¢) associée a Py

Soient Wy = K(P3) ® C qu’on munit de la forme bilinéaire x(x,y) telle que pour tous fibrés
vectoriels E,F sur Py on ait x([E], [F]) = x(E* ® F), ¢ I'isomorphisme Wy — W} défini
par x(x,y) = x.¢x(y) pour tous z,y dans Wy. Relativement & la base

fo=[0(=4)]; fi =[(AQ")(=3)], fo=[Q"(=3)], fs = [O(=3)],

la matrice de ¢ est

1 46 4
0146
0 014
0001

Soit (FEy, Ey, Ey, E3)une base d’hélice de fibrés exceptionnels . Alors il est aisé de voir que
(C[Ey] ® C.[Ey],C.[E ] @ C.[Es]) est un élément de Z(¢k). On obtient ainsi une application

Ak : B(P3) — Z(¢x).
Soient 7 et L les automorphismes de B(Ps) définis par
T(Eo, Ev, By, B3) = (E1, By, B3, Eo(4)) , L(Eo, Bv, Bs, B3) = (Eo, B, By, E3),

E étant le noyau du morphisme d’évaluation F; ® Hom(E,, Ey) — Es. Alors on a
T(¢K)OAK:AKOT et LloAK:AKOL .
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3. COURBES PLANES ASSOCIEES AUX BASES D’HELICES DE FIBRES EXCEPTIONNELS
3.1. Courbes planes associées aux fibrés exceptionnels

Soit E un fibré exceptionnel de rang r sur P3. On a alors y(E* ® E) = 1, d’ou on déduit,
compte tenu du théoréme de Riemann-Roch tel qu’il est exprimé au §1.1 le

1 1
Lemme 3.1. On a Ay(F) = Z(l_r_Q)

Si maintenant X est un fibré vectoriel sur P, et si on pose A; = A;(X) pour 1 <i<3 ona

X(X*® E) 1, 1
S = —— Ao+ Ao(E) + = A3(E) — A
rrg(X) 6 (B2t Ao )—i_G)Z+ (E) >
avec z = A; — Aj(E) — 2 . Au fibré exceptionnel E on associe la surface S(E) de R?* (muni
des coordonnées Ay, Ay, Ag) d’équation

Az = —— (A — AL(E) —2)% 4+ (Ag + Ay (E) + é)(A1 — AL(E) —2) + As(E).

1

6
On note P(E) le point de R? correspondant a E, c’est-a-dire
P(E) = (A1(E), As(E), As(E)),

qui est d’aprés le lemme 3.1 situé en dessous du plan H d’équation A, = 411‘ Ce plan H est
muni des coordonnées Ay, As. On note C(E) l'intersection de H et S(E). D’aprés le lemme 3.1,
c’est la cubique d’équation

(Ar = A(E) =27 + (2 = (A = AL(E) — 2) + Ag(B).

As —
5 3 42

1
6

3.2. Paires exceptionnelles

Soient (E, F') une paire exceptionnelle, (F});cz la suite de fibrés exceptionnels associée, définie
par :
Fh=E, I1=F
et pour tout entier ¢ on a une suite éxacte
0 — Fi.y — F, ® Hom(F}, Fitq) — Fipyq — 0,

dont le second morphisme est I’évaluation. On pose k = dim(Hom(F;, Fi41)), qui est indépen-
dant de 1.
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Proposition 3.2. La suite (P(F}))icz a des limites quand i tend vers +00 ou —oo. Ce sont
des points de H.

Démonstration. On a, pour tout entier 7

Cl(Fi+2) _ k-cl(FiJrl) - Cl(Fz’)
r9(Fit2) krg(Fiy) — Tg(Fi)’

et le fait que lim A;(F;) et lim A;(F;) existent est une propriété bien connue des
1——+00 1—>—00

Ay (Fi2) =

suites récurrentes. D’autre part, d’aprés le lemme 3.1 et le fait que ‘lirin rg(F;) = 400, on a
1—> 00

1
,liin Ay(F;) = 7 e qui montre que les limites de P(F}) lorsque i tend vers +o00 ou —oo, si
1—>00

elles existent, sont des points de H.

Il reste a voir que Ag(F;) posséde des limites lorsque ¢ tend vers +00 ou —oo. Soient Es,F3
des fibrés exceptionnels tels que (E, F, Ey, E5) soit une base d’hélice. Alors pour tout entier 7 il
en est de méme de (Fj, Fiyq, Es, E3). On a donc x(F3 ® F;) = 0, et en utilisant la formule de
Riemann-Roch donnée au §1.1, on obtient une équation du type

A3(Fi) = P(A1(Fi), Ax(F)),

® étant un polyndéme indépendant de i. Il en découle, par continuité de ®, que les limites de
A3(F;) lorsque i tend vers +00 ou —oo existent. O

Posons
Ak+: lim Ak(E) s Ak_ = lim Ak(E) ,k':173.

i——400 i——00
Les cubiques C(F;) ont des limites lorsque 4 tend vers +o00 ou —oo. L’équation de
Cy =lim; 1 C(F;) (resp. C_ =lim;, C(F;)) est

2
By = —o(Ar = Ay =2+ S (A = Ay = 2) + Ay,

_1

6
1 .2

(resp. Az = _E(Al — A —2)° + g(Al — A —2)+ As).

Ce sont des translatées de la cubique d’équation Az = —%A? + %AI .On a

(A, Ags) €Cy, (A1, Az ) € C_.

3.3. Construction géométrique de la variété Z(¢) associée a P;

Les cubiques associées aux fibrés exceptionnels et aux paires exceptionnelles ont des équations
du type

1
Ay = _E(Al — Xo)® + B(A1 — Xo) + Yo
Les cubiques vérifiant la condition 8 = % sont dites spéciales. Dans ce cas le point (Xy—2,Y))

appartient a la cubique et on I'appelle [’origine de la cubique. Les cubiques limites associées
aux paires exceptionnelles sont spéciales et les origines de ces cubiques sont les points limites
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correspondants. Ces cubiques ont toutes le méme terme de plus haut degré, c’est —%A?. On
considére I’automorphisme de R?

1
A (X,Y) — (XY + X3,

6
L’image de la cubique précédente par A est la conique d’équation
X X2 X3
Y = 70.X2+(6—70).X+?°—6X0+Y0.

Si la cubique est spéciale, la conique est aussi dite spéciale et son origine est le point
(Xo—2,Yy + 5(Xo —2)%).

On suppose que R? C P,, ce dernier étant muni des coordonnées X,Y.Z, le point de P,
correspondant a (X,Y) € R? étant (X,Y,1). Soit W le sous-espace vectoriel de H°(Py, O(2))
constitué des formes quadratiques du type

wYZ +v. X2+ wXZ+t.7%

C’est donc 'espace des équations de coniques passant par (0,1,0) et tangentes a la droite
d’équation Z = 0 en ce point. Les coniques de R? considérées précédemment sont des traces
sur R? de coniques de W. Les coniques spéciales sont les points de la quadrique d’équation

2
wu + §u2 — 2% =0.

On munit P(W) des coordonnées Y Z,X? X 7, Z?. Le morphisme rationnel associant & un point
du plan la conique spéciale passant par ce point est

o P, —  P(W)
4

2
(z,y,2) — (=22, 2 +22, —% — 20z — 32% yz + 2% + 322).

On voit aisément que o vérifie les conditions 1,2,3 du §2.3. La matrice de ’application
¢=(c*)"1: W — W* relativement a la base (YZ, X? X7, Z?) est

L
3 3
16
— -8 2 0
3
2 =2 0 0
10 0 0

Soit « = (Fy, F1, Fs, E3) un base d’hélice de fibrés exceptionnels sur P;. On note u(«)
(resp. v(a)) le plan de W engendré par les coniques A\(C'(Ey)) et A(C(E})) (resp. N(C(Ey)) et
A(C(E»))) (ou plus éxactement par les coniques de Py engendrées par ces coniques réelles).

Proposition 3.3. 1) L’application
A . B(Pg)

est a valeurs dans Z(¢).

2)Ona 7(p)oA=AoT et LijoA=AoL.
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Démonstration. Soient (F});cz la suite de fibrés exceptionnels associée a la paire (Es, E3),
P_= lim P(F;), P, = 'liin P(F;). On a pour tout entier ¢, x(F;, Ey) = x(F;, E1) = 0, donc
1—r+00

i——00
P(F;) € S(Ey) NS(FEY), et par passage a la limite, on a P_, P, € C(Ey) NC(E;). Comme ces
points sont distincts, on a

C(EO) N C(E1> = {P—7 P—l—a (07 ]—7 0)}7
et u(a) est éxactement la droite projective des coniques de P(W') passant par A(P-) et A(P;).
Soient (G})iez la suite de fibrés exceptionnels associée a la paire (Ey, E;), Q- = lim P(G;),
i——00

Q.+ = lim P(G;). Alors ce qui précéde montre que pour tout entier ¢ on a aussi

1—-400
O(Gz) N O(Gz+1) = {Q—7 Q—H (07 17 0)},
d’ott on déduit que
AC(Eo) AC(EY) = MC(Q-)) AC(Q4)).

De méme, on a A(C(E3))ANC(E3)) = MC(P-))AXNC(Py)). Il découle donc de la proposition
2.7 que

§(o)(u(a)) = AMC(E2)) AA(C(E3)).
On a donc
u(e) Nv(a) = AC(E1)) , v(a) NE(9)(u(a)) = AMC(E2)),

ce qui démontre 1).

La démonstration de 2) est analogue. UJ

Pour finir on montre qu’on obtient finalement la méme construction qu’au § 2.5.

Proposition 3.4. [l existe un isomorphisme n: Wi — W tel que ¢ = ‘nogon et si
0 Z(px) — Z(¢) est lisomorphisme déduit de n on a un diagramme commutatif

B(Ps) —5 Z(¢x)

H I

B(Py) —— Z(¢)

Démonstration. On suppose que Wi est muni de la base (fo, f1, f2, f3) du § 2.5, et W de la
base (Y Z, X?, X Z, 7Z?). L’application 1 a pour matrice

1 3 3 1
12 o L
2 2
19 9 3 1
12 4 4 12
1
sy 1
2 4 4

relativement & ces bases. [l
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4. EQUATIONS VERIFIEES PAR LES INVARIANTS DES FIBRES EXCEPTIONNELS
4.1. Sous-variétés de Gy 4

On se place sous les hypotheses du § 2.1, et on suppose que (@) o {(¢) # —Ia,,. Soient
u,v € Gay, vus comme des droites de P(W). Si unNwv # 0, on note Z(u,v) 'ensemble des
droites de P(WW) rencontrant u et v. C’est une surface de G 4.

Lemme 4.1. L’ensemble {u,v} est entiéerement déterminé par Z(u,v).

Démonstration. En effet, uUv est le lieu des points de P(IV) qui sont des intersections d’éléments

de Z(u,v). O

On notera plus simplement Z, = Z(u,&(¢)(uw)) si u.£(¢d(u)) # 0.

Soient P C P(W) un plan projectif et z € P. Soit L l'ensemble des droites de P(WV)
contenant = et contenues dans P. C’est une droite de G 4. Soit Vj, I'adhérence de 'union des
Z,,, u parcourant L. C’est un volume de Gy 4, d’apres le lemme précédent.

Lemme 4.2. Le plan P et le point x sont entierement déterminés par Vi,

Démonstration. Soient A et B des éléments de A2W tels que a = C.A et b = C.B engendrent
P et passent par x. Soit

0 NW — N2W
un automorphisme au dessus de £(¢). On peut supposer que & est orthogonal respectivement &
la forme quadratique j sur A?W. Alors, si d € Gay4, on a d € Vi, si et seulement si il existe
des scalaires non tous nuls A et u tels que

D.(AMA+ p.B) = D.(MNE(A) + p.€(B)) = 0,

ce qui équivaut a

D.A D.B _ 0
D.£(A) D.£(B) '
Soit (e, ..., es) une base orthogonale de AW et posons
A= Z a;.€; ,B: Z bi.€i7 D= Z di.ei,
0<i<5 0<i<5 0<i<5
fi=¢&(e), 0<i<5.
Alorson a d €V}, si et seulement si
Z )\zgdzd] - 0,
0<i,j<5
avec
/\ij = Z (albk — akbi)ek.fj .
0<k<5

Autrement dit, V7, est 'intersection de Gy 4 avec la quadrique de P(A?2W) définie par 1’équation

> XXX = 0.

0<i<h
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Toute quadrique de P(A*W) contenant V7, a une équation qui est une combinaison linéaire de
la précédente et de
dYX7 =0

0<i<5
Supposons que Vi =V, , L’ étant engendrée par C.A’ et C.B’, avec

A = Z a.e; , B = Z b'ie;.
0<i<5 0<i<5
Il existe alors des scalaires s, t tels que
(agby — ajby).(ei.f;) = s.0s5 +t.(aibj — a;by).(e;.f).
D’olt on déduit que s.(e;. f;)~! est une matrice antisymétrique. Si s # 0, ceci implique que
§o& = —Ig,, , contrairement a I’hypothese. On a donc s =0, d’ou

(a;b; — a;b;) = t(azb] — ajbz-)
et L=1L" UJ

4.2. La sous-variété de Z(¢x) engendrée par B(P3)

Soit Exc le sous-ensemble de P(W) constitué des points associés aux fibrés exceptionnels .

A toute paire exceptionnelle (Ey, E7) on associe I'élément C.[Ey] @C.[E] de Gg4. Il ne dépend
en fait que de la suite (F;);ez de fibrés exceptionnels associée a (Ep, F1). On note note SExc le
sous-ensemble de G5 4 constitué de ces points.

Soit H (¢ ) la sous-variété fermé de P(Wy) x P(Wy) constituée des (x,y) tels que
X(z,y) = .0k (y) = 0. A toute paire exceptionnelle (Ey, E1) on associe le point ([E4], [Ep]) de
H(¢k). On note PExc le sous-ensemble de H(¢x) constitué de ces points.

On rappelle enfin qu’on peut voir 'ensemble B(P3) des bases d’hélices de fibrés exceptionnels
sur P3 comme un sous-ensemble de Z(¢).

Proposition 4.3. On a, pour la topologie de Zariski :

(i) Exc est dense dans P(Wk) ,

(i1) Sexc est dense dans Gay

(i1i) B(IP3) est dense dans Z(¢k),

Pexc est dense dans H(¢k).

Démonstration. Démontrons d’abord (ii). Soit X ’adhérence de SExc dans Ga 4. Soit

(Eo, By, E2, E3) une base d’hélice . Posons u = C.[Ey] @ C.[E,]. Alors on a

&(dK)(u) = C.[Ey] @ C.[Es]. Soit (F})ez (resp. (G;)iez) la suite de fibrés exceptionnels associée

a (Ey, E1) (resp. (Es, Ej3)), c’est-a-dire que Fy = Ey, [y = E) (resp. Gy = Ey, Gy = Ej3) et que
pour tout entier ¢ on a une suite éxacte

0 — Fioy — Fy @ Hom(F}, Fipq) — Fipg — 0
(resp. 0— Gi—l — GZ X HOIH(GZ', Gi—l—l) — Gi-l—l — 0)
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Alors, pour tous entiers k, [,
Ukl = C[Fk] @C[Gl]
est un point de Z,, car on a

uﬂukl = (C[Fk] et f(gb;{)(u)ﬂukl = C[Gl]

Il en découle que pour tout entier k, X contient la courbe constituée des droites passant par
C.[Fy] et rencontrant £(¢x )(u). D’ott on déduit que Z,, C X. Soit k un entier. Puisque Z,,, C X
pour tout [, on a d’aprés le lemme 4.1, Vi, C X, L désignant la droite de G2 4 constituée des
droites de P(WW) passant par C.[Fy] et rencontrant (¢ )(u). D’aprés le lemme 4.2, il en découle

que X est de dimension au moins 4. Donc X = Ga4, ce qui démontre (ii).

Démontrons maintenant (i). Soit Y I'adhérence de Fzc dans P(Wk). Alors, pour tout entier
k, Y contient le point C.[Fj] de la droite u. Donc u C Y. Soit k£ un entier. Alors, pour tout
entier [, Y contient la droite C.[F}] @ C.[G], donc Y contient le plan Py engendré par C.[Fj]
et £(¢x)(u). Puisque Y contient tous les plans Py, on a Y = P(Wk), ce qui démontre (i).
Prouvons maintenant (iii). Soient 7' 'adhérence de B(P3) dans Z(¢x) et 7 la restriction a T’
de la premiére projection

Z(¢r) — Gaa.
D’aprés la démonstration de (ii), la fibre de 7 au dessus de u est Z,, c’est-a-dire que cette
fibre est de dimension maximale. Puisque la sous-variété fermée de T constituée des points z
tels que 7 1(m(2)) soit de dimension maximale contient B(PP3), cette sous-variété contient T
c’est-a-dire que T'= 7 1(X). Comme X = G54 d’apreés (ii), on a T = Z(¢k), ce qui démontre
(ii).
Il reste & démontrer (iv). Soit R 'adhérence de PExc dans H(¢g). On note « la restriction a
R du morphisme rationnel

H(¢x) — G2
associant a (x,y) le plan x @y ( si = # y). D’aprés (ii), a est surjectif. Au dessus de u, la fibre
de « contient les points C.[F;] & C.[F;41] , et est donc infinie. Donc elle est de dimension au
moins 1. En raisonnant comme dans la démonstration de (iii), on voit que les fibres de « sont

de dimension au moins 1. Donc R est de dimension au moins 5. Comme dim(H (¢x)) = 5, on
a R = H(¢k), ce qui démontre (iv). O

4.3. Equations algébriques vérifiées par les invariants des fibrés exceptionnels

Fixons d’abord certaines notations.

Les applications
rg,c1,Co, 3 K(P3) — Z
se prolongent en des fonctions réguliéres sur Wy, qu’on note de la méme fagon. Le morphisme
0 : WK — Cc*
r o (rg(z),ci(z), e2(x), c3(2))

est un isomorphisme (non linéaire).
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Le morphisme
ct — !
(ryci,09,03) —> (1, Ar, Ao, Ag) 7
ou A, Ay, Az sont donnés par les formules du § 1.1, est un isomorphisme birationnel. Son
inverse est le morphisme
(’l“, Al, AQ, Ag) — (7’, 01, Cg, 03),

avec

r(r—1)

Cl :T.Al s 02 =
r(r—1)(r—2)
6

A% - T’.AQ,

Cg = A? + 7”(7’ - 2)A1A2 + 2T.A3.

On pose 9; = A;06 ,1 < ¢ < 3.0n adonc, pour tout fibré vectoriel E sur Ps, §;([E]) = Ai(E).
Ce sont des fonctions rationnelles sur Wy, définies en dehors de 'hyperplan d’équation r = 0.
On a, pour tous t € C* |, x € Wk tel que rg(z) #0,

Les fonctions 9; définissent donc des fonctions rationnelles 0] sur P(Wx), et

Jo P(WK) — C?
v (01(x), 0(x), 05())

est un isomorphisme birationnel dont l'inverse est régulier.

Démonstration du théoréme C :

On utilise les notations de I'Introduction.
Soit P € R” tel que pour tout fibré exceptionnel E sur P3 on ait
P(rg(E), Ai(E), As(E), As(E)) = 0.
On peut écrire P sous la forme
P(Ro, A1g, Ago, Agg) = Ro.Pi(RG, Avg, Moo, Azo) + Pa(Rg, Avg, Asg, Aso),
P, et Py étant des polyndémes. Soit
Q(X, Ayp, Ago, Azg) = X.P1(X, Ao, Ao, Agg)® — Pa(X, Agg, Agg, Agp)?.
Alors on a, pour tout fibré exceptionnel £ sur Ps
Q(rg(E)?, Ai(E), Ao(E), Ag(E)) = 0.
Soit Y la sous-variété de C* définie par Z”. C’est '’hypersurface intégre d’équation
R%.(1 —4A9) = 1. On pose
1 S(A1o, Ao, Aszp)

—— Aqp, Agp, Agy) =
Q(l _4A207 10, 20, 30) (1 —4A20)k )

S étant un polynoéme et k£ un entier convenable. Alors, pour tout fibré exceptionnel E sur Ps,
on a

S(A1(E), As(E), A3(E)) = 0.
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On a donc Sopu =0 sur Fxc, et d’aprés la proposition 4.3, ceci implique que S o =0, d’ou
S = 0. L’intégrité de Y entraine que Q(R2, Ao, Agg, Azg) € Z”. Done, Z” étant premier, on a
P eTI" ou Ry.Pi(R2, A, Agy, Azg) — Po(R2, Ayg, Ao, Asg) € Z” . Dans le second cas, on voit
que pour tout fibré exceptionnel F sur P3 on a

R(TQ(E)QvAI(E)aA2(E>7A3(E)) = 07 i = 1727

d’on, par le méme raisonnement que précédemment on déduit que P, P, € Z”, et finalement
aussi P € Z”. Ceci prouve le théoréme C.

Démonstration des théorémes A et B :

On ne démontrera que le théoréme A, le théoréme B étant analogue.

Soit Y la sous-variété fermée de C!6 qui est la variété réduite associée a la sous-variété définie
par I'idéal Z. On va définir un morphisme rationnel

p:Z(px) —Y.
Soit (u,v) un point général de Z(¢x ). Posons

lo=&(0r) (W) Nu, h=unv, b=vN&¢x)(u), Iy =E&(dx)(u) NE(Dr)(v),
qui sont des points de P(W). On pose
1
0 ))09’337 ((05(li)1<j<3)o<izs),

p(u,v) = ((W

qui est un point de Y (I'équation yj10 = 0 par exemple équivaut & [; C I3, qui est vrai car

lo € &(or) 7 (v) et I €v=~E(dk) " (v)h).

Lemme 4.4. Le morphisme p est un isomorphisme birationnel.

Démonstration. Considérons le morphisme rationnel ~ : Y — Z(¢x) qui au point
((Xi)0§i§3a ((Aij)1§i§3)0§j§3) de Y associe l’élément

(/fl(Aloy Agg, Agp) B /fl(An, Aoy, Asy), /fl(An, Aoy, Agy) @ /fl(Au, AVSIVARTY))

de Z(¢). 1l suffit de prouver que le lieu T' des points de Y ou p n’est pas défini est de dimension
au plus 5.

On a
T=( mu |J Tw,

0<k<3 0<k<I<3
avec

T, = {((Xi),((Ay)) € Y, Ay, = Ay = Ag, =0},
Ta = {((Xi),((A3))) €Y, (Air)1<i<z = (Ai)i<i<s}

On a Ty = 0, car les équations y; = 0 et xu = 0 sont incompatibles sur la variété des
points ((X;), ((A;;))) tels que Ay = Ay pour 1 <4 < 3.

Montrons que dim(7) < 6 (les autres cas sont analogues). Considérons la sous-variété X de C'6
constituée des pOiIltS ((XZ), ((AU))) tels que Xzz(qu AQJ =0 pour 0 S 7 S 3 et AlO = AQO =
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Az = 0, qui est irréductible et de dimension 9. Les équations X190 = X20 = x30 = 0 définissent
une sous-variété X’ de dimension 6 de X car elles font intervenir des variables différentes.
Comme elles reviennent & exprimer les variables Az, , 1 < i < 3, en fonction des autres
variables, X’ est irréductible. Les autres équations introduisent des relations supplémentaires
entre les autres variables. On a donc dim(7p) < 6. U

Il découle du lemme précédent que Y est irréductible. Le reste de la démonstration du théoréme
A est maintenant analogue a celle du théoréme C.

1]
2]

13l
4]
5]
6]
17l
18]
19]
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