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THEORIE DES NOMBRES. — Sur le Théoréme des Nombres Premiers. Note de
Hédi Daboussi, présentée par Jean-Pierre Kahane.

Remise le 19 décembre 1983.

Nous donnons une nouvelle démonstration du théoréme des nombres premiers n’utilisant pas I'inégalité de
Selberg,

NUMBER THEORY. — On the Prime Number Theorem.

We give a new elementary proof of the prime number theorem which does not use Selberg’s inequality.

A H. Delange et P. Erdos a Poccasion de leur 70° anniversaire.

I.1. Soit y=2 et v,, u, deux fonctions complétement multiplicatives définies par :

1 si p<y 1 si p>y
vy(p)z {0 si >y uy(p)= {0 si pP<y

la lettre p désignant des nombres premiers.

A désigne la fonction de Von Mangoldt, 1 la fonction constante égale a 1, p la fonction
de Mobius; ainsi, par exemple logn=(A *x1) (n), ou le signe * désigne la convolution
de Dirichlet. On notera V,(t)= Y. v,(m)p(n), V¥ ()= Y v,(n) et M(t)= Y pu(n). Nous

nst n<t n<t
montrerons que lim |M(x)/x|=0.

X = ®©

1.2. Aper¢u de la méthode. — Nous démontrerons que pour tout y=2:

(1) tim |M(x)/x| < { [T0—-/p)} f (v, ]/ dr.
x > P=y 1
Soit oc=1—i;| M (x)|/x; évidemment o <1.
Nous établirons qu’il existe §>1 tel que pour tout B, a<f<2, ona:

¢) fy(lVy(t)lltZ) dt=B/8 log y+0 (1),
1

et que 'on a:
3) f " (|V, @]/ dr<B(C—1) log y+o (log ),

ou C= lim (log ») ' [T A—(1/p)~" (I est connu que C=e", ou vy est la constante

y = oo Py
d’Euler, nous n’en ferons pas usage).
(3) entraihera que a<B(1—C~!(1—(1/3)), le facteur de B étant <1, il en résulte, en
faisant tendre B vers o, que a=0).
II. 1. Les séries Zv,(n)/n et X(v,(n)/n) u(n) sont absolument convergentes avec pour
sommes [] (1—1/p) et [ A—(1/p)).
Py PSy
On en déduit (en partant de u,=v,p*1) que :
lim (1/x) Y u,(n) existeetestégalea [] (1—(1/p)).

x nEx pPsy

D’aprés les définitions de v, et u,, il est clair que p(n)=(pu, * pv,)(n) pour tout entier
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n. Ainsi :
M(x)= ) p(mu,m)V,(x/n).
n=x
Notons d;=1<d, ... <d, la suite finie des entiers sans facteur carré ayant tous

leurs diviseurs premiers <y, et remarquons que, si n vérifie x/d;,; <n<x/d; alors
V, (x/n)=V,(d)). On obtient ainsi :

g—1
M(x)= ), V,(d) % u,Mpm+V,d) Y u,mpm),
j=1 x/dj+1 <nZx/dj nSx/dg
lim IM(x)/x|< Y |V, d)] lim (1/x) Y u,(m+|V,(dy)| im (1/x) Y. u,(n).
x = =1 X = ;c/dj+1<n§x/dj X > n<x/dg

Ce qui fournit (1).
I1. 2. On sait qu’il existe M >0 tel que, pour tous nombres a et b positifs :

r M ()t} dt| M.

M(x)| <Bx.

Prenons a<B<2 et x; tel que pour x = x,
Soit §=min (2, 1+ (a%/4 M)).
Puisque v, (n)=1si n<y et donc V,(¢)=M(?) si t<y, l'inégalité (2) s’écrit :

Qy fy (|M(®)|/£?) dt < B/5 logy+0 ().
1

Une telle inégalité intervient dans la méthode de Selberg ([1], [3]). L’inégalité (2) s’établit
par la méthode utilisée en [2] pour prouver le lemme 5. 8.

II1. QUELQUES LEMMES.
III. 1. LemMME 1. — Soit h une fonction définie sur [y, + o[, positive, décroissante et
possédant une dérivée continue. On a :

Pour tout t=y : Y (logp/p)h(pt)= " (h@)/v)dv+0 (h(y)).

PEy

yt
Pour tout t=1 : Y. (logp/p) h(pt)= j (h(v)/v) dv+ 0O (B (¥)).
yt<pLy y
Ce lemme s’obtient par intégration par parties grace a la relation :
Y logp/p=logt+0 (1).

pst

III. 2. LEMME 2. — Posons, pour s>0 :

k(s)= jw e % el ¥ dx, ou f(x)= fx (1 —e ")/u) du.
0

o
Alors la fonction k est positive, décroissante et indéfiniment dérivable. De plus :

s+1
4) sk (s)— J k() du=1 pour tout s>0.

s+1

[Il est immédiat que f k(u)du= I e/ @ e~ f7(x)dx. En intégrant par parties

0

on obtient (4)].
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IIT. 3. LemMmE 3. — Soit k la fonction définie au lemme 2, on a :

(5) rk(u) Q—u)du=C—1.

1
Nous établirons ce lemme par une méthode purement arithmétique, une méthode
analogue nous fournira (3). De la relation log=A * 1, nous déduisons v, log =v, A *v,,
et donc :

Y v,(n) logn= Y. v,(m) A() V} (t/n);

ou encore, V¥ (t) logt= Z_ v,(MA M)V} (t;n) + Y v,(n) log(t/n).

Par définition de A et v, on a:
V*(t) logt= Y logpV*(t/p)+ D, logpVy(/p)+ Y v, (n) log(t/n).

pP=t Psy ngt
Py pPstrz2

Posons pour t>y : h(t)=(1/logy) k (logt/logy). Alors :

(6) jw (V¥(@)/t?) logt. h(t)dt= jw Y logpV¥(t/p) (h (O/t*)dt+E+E,,

ou =
E,— J TS logpVE@W) @D, Ey= | Y v,(n) log(tn) (h(0)?) .

Psrz2
La décroissance de h entraine que :
E,<h(y).( Y logp/p’). f (V¥w/u)du, E;<h(y).(Zv,(m)/n). J (logt/t?) dt.
n 1

rz2 1
p

Par ailleurs Y v, (n)/n= J (VE(u)/u*)du=0 (logy), ce qui implique que E,=0(1)
1
et E,=0 (1). L’intégrale a droite de (6) s’écrit :

" Y logpVE (1p) (h(®))) dt= Y. logplp j " (VEOI) h(pr)dt

y PSt PEy yip
Py

+ ), logp/p J . (V¥ (@®)/*) h(pt)dt

PZy

= jy V¥t Y (logp/p) h(pt)de+ r) Vi@/e® Y, (logp/p) h(pt)dt,

1 yit<psy pEy

ce qui, grice au lemme 1, donne :

J‘w Vi (1))t { logt. h(t)—Jw (h(v)/v) dv } dt= Jy V*(0)/¢? ( Jyt (h(v)/v)dv > dt+0 ().

1l découle du lemme 2 et de la définition de h que :
yt
logt. h (t)—‘[ (h(v)/v) dv=1 pour tout t=1.
t

En utilisant également le fait que V¥ (t)=[t]=¢+0 (1) pour tout t=y, on obtient par
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un calcul simple que :

J-w (VX (@)/t2) dt= ( r k(1) 2—u)du ) logy+0 (1).

1
Par ailleurs :

fm (V¥ di=Y v,(n)in— Y v, (m)/n=(C+o(1)) logy—logy+0 (1).

nsy
Ces deux formes de l'intégrale fournissent I’égalité (5).
IV. PREUVE DE LINEGALITE (3). — De la relation : —p log=p * A, nous déduisons que

—v,plog=v,uxv A
En raisonnant comme au paragraphe précédent, nous avons successivement :

|V,®|logt< ¥ o,mA®|V, /)] + ¥ v, (n) log(t/n),

n=t n=t

et, avec la fonction h définie plus haut,
[} yt

f v, |/ {logt. h(t)—j (h (v)/v) dv } dt
¥y t

< r |V, (0] /¢ ( rt (h(v)/v) dv>dt+0(1),
1 y

et finalement *

fw(lvy(t)l/ﬁ)drg fylM(t)l/tZ(f”(h(v)/v)du)dtw(l).
¥y 1 y

En majorant ,M(t)l par Bt pour t2x, et en effectuant I'intégration a droite, on a :

1

F(lvy(t)l/ﬁ) dtga(fk(u) (2—u)du)logy+0(1),

et donc P'inégalité (3) grace au lemme 3.
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