L3 MFA et MI Université Paris Cité
Calcul Différentiel (CD5) Année 2023-2024

Controle 1 du 16 octobre 2023 (Durée 1h)

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés

Exercice 1. Soit Ms(R) I'espace de toutes les matrices 2 x 2 & coefficients réels muni de la norme
[A]l, = V/tr(*AA).

Ici pour une matrice B € Ms(R) on note tr(B) la trace de B qui est la somme des coefficients diagonaux

de B.
(1) Montrer que I'application

a b . a b
c d c d
(2) Déterminer deux constantes C, > 0 et Cy > 0 telles que

VA e My(R), CilAll, < [[All, < Co[|All,

(3) Montrer que 'ensemble F' = {A € M3(R) / |tr(A)| = 1} est un fermé de My (R).
(4) L’application A +— [tr(A)]| est-elle une norme sur My(R) ? (Justifier votre réponse).

= |al +[b] + [e] + |d].
1

est une norme.

Exercice 2. On considére 'ensemble D = {(z,y) € R? / 2* +y* — 222 — 22 + 1 < 0}.

(1) Montrer que D est un ouvert de R2.
(2) Montrer que D n’est pas fermé.

Exercice 3. On considére £ = C([0,1],R) lespace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a
valeurs réelles.

(1) Soit 'application || - ||o : £ — R définie par

[ulloo = sup [u(t)|
te[0,1]

Montrer que || - ||« est une norme sur E.
(2) On rappelle que lapplication définie sur F par

1
VueE,  |lufp= / ()| dt.
0
est une norme sur E. Montrer que
Vue B, ulli < Jlull.

(3) Les normes || - [|; et || - || sont-elles équivalentes sur £'7
Indication : On pourra utiliser la suite de fonctions u,(t) = t".

(4) Soit
F={ueckE /3a,b,c)cRVtel0,1],ult) =a+bt+ct’}.
Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € F,
[ulloo < Cllullx
(5) Montrer que I'application V' : (E, || - ||1) — (E, || - ||1) définie par
Yue E, V(u)=|ul

est continue.
1
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CONTROLE DU 25 NOVEMBRE 2023

Les documents, calculatrices et objets connectés ne sont pas autorisés.
Toute réponse doit étre justifiée

Exercice 1. On munit R™ de sa norme euclidienne usuelle définie par

On munit 'espace vectoriel M,,(R) des matrices réelles carrées de taille n de la norme subordonnée a
la norme || - |2, définie par

Al = sup{[|AX[l2; X € R, [[ X[l = 1}.
Etant donnée une matrice inversible A de M, (R), on définit &, : M,(R) — M,(R) par ®4(M) =
ATIMA.
(1) Montrer que ® 4 est une application linéaire continue, donner un majorant de sa norme faisant
intervenir [|Al[, et [|A7,-

(2) Montrer que [|P4f| > 1.

O>I=

(3) On suppose que n =2 et on fixe A > 1. On note A, = <(1) ?\) et By, = <g)\

(a) Montrer que [|By|, = A
(b) Calculer [[|®a,(B1)][l,- En déduire que [[|®a, || > A
(c) Montrer que [||Pa, | = A

Exercice 2. On munit l'espace vectoriel M,(R) des matrices réelles carrées de taille p de la norme
|| - |lc définie par
1(@ij)1<ij<plloc = max{lai;[;1 < 4,5 < j}
(1) Montrer que pour toutes matrices A, B de M,(R), on a [|[AB||«x < p||Al|c||B||«- La constante
p est-elle optimale 7

(2) Montrer qu’il existe € > 0 tel que si [|[M ||« < ¢, alors la série de terme général L M™ converge.

Exercice 3. Soit f: R? — R l'application
3y )
flzy) = 2oyt (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0.
(1) L’application f est-elle continue sur R??
(2) Différentiable sur R??

(3) De classe C' sur R??

Exercice 4. On considére I'espace vectoriel Ms(R) des matrices réelles carrées de taille 2 application
F : My(R) — R définie par F(A) = Tr(A%). Montrer qu’en tout point de My(R) I'application F' est
différentiable et calculer sa diffférentielle.

1
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Exercice 5. Soit ¢ : R — R une application de classe C? dont les dérivées premiére et seconde sont
bornées sur R. On note M > 0 une constante telle que

vVt e R, ¢ (1) 4 |¢"(t)| < M.

On définit sur lespace vectoriel E des fonctions continues de [0, 1] dans R 'application ® : E — R par

Vi€ E,a(f) = / S ().

On munit F de la norme || - || définie par || f]|. = sup{|f(¢)|;t € [0, 1]}.

(1) (a) Justifier que
vVt € R,Vh € R, [p(t + h) — o(t)| < M]h|.

(b) Montrer que ® est continue.
(2) (a) Justifier que

h2
Vt € R,Vh € R, |p(t+ h) — p(t) — ¢ (t)h] < M?

(b) Montrer que ® est différentiable, donner sa différentielle au point f € F.
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Controle 3 du 11 décembre 2023 (Durée 1h)

Les documents, calculatrices et téléphones portables ne sont pas autorisés

Exercice 1. Soit a € R et f, : R® — R lapplication définie par : f,(z,y,2) =z +y + 2* + y* + az’.

1) Montrer que f, est de classe C* sur R?

2) Etudier les extrema locaux de la fonction f, en fonction du parameétre a.

o~~~ o~

)
)

3) Donner le développement de Taylor a l'ordre 2 en (0,0,0) de la fonction f,.
)

4) Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles f, est un difféomorphisme local ?

Exercice 2. Soient U un ouvert de R et F,G : U x U — U deux fonctions de classe C! de deux
variables réelles.
On considére Hp : U x U x U — U la fonction définie par Hrg(z,y, z) = F(z,G(y, 2))

(1) Montrer que la fonction Hp est de classe C! et calculer les dérivées partielles de Hp, en tout
point.

(2) On se place dans le cas U = RY. et F' = G = p avec p(x,y) = x¥. Donner la matrice jacobienne
de H,, au point (z,y,z) € (R%)3.

(3) A l'aide des questions précédentes, donner la dérivée de la fonction définie sur R par g(t) = £,
Exercice 3. Soit ¢ : R® — R?, Dlapplication définie par o(z,y,2) = (e¥ +e*,2 — z,0 — y).

(1) Montrer que ¢ est de classe C*° sur R3.

(2) Soit (z,y,2) € R3 montrer que la différentielle de ¢ au point (z,y, z) est injective.

(3) Montrer qu’au voisinage de tout point (z,y, z) € R3, ¢ est un C'-difféomorphisme.

(4) L’application ¢ est-elle un C'-diffeomorphisme de R? sur ¢(R?)?
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Devoir surveillé n°1

Question de cours

Soit (E, | - |) un espace vectoriel normé et A une partie de E. Donner la définition de I'intérieur de A.
Exercice 1
Soient n > 1 et aq,...,a, des réels strictement positifs. On définit

n
N:R" — R, (21,...,2,)— Z a;lx).
i=1
1. Montrer que A est une norme sur R™.
2. On suppose que n = 2 et que a3 = 2 et as = 1. Dessiner la boule unité fermée associée & N dans ce cas.

Exercice 2
On considére I'espace vectoriel normé (R2, | - [|2), ou
I, )2 = Va? + 52
On définit
A={(z,y)eR?||z| <1, Jy| <1, z — 2y <0}

1. Représenter A dans le plan.

2. L’ensemble A est-il borné dans R2 ? Justifier la réponse.

3. Est-ce un ouvert de R? ?Justifier la réponse.

4. Est-ce un fermé? Justifier la réponse.

5. Les résultats changent ils si on remplace la norme | - |, par une autre norme sur R? ? Justifier la réponse.
Exercice 3

Soit n > 2. On considere I'espace vectoriel E = M, (R). Pour tout A = (a;;) € E, on pose
N(A) = nmax]a;;].
iJ

1. Montrer que A est une norme sur E.

2. Soit A, B € E. Montrer que
N(AB) < N(AN(B).

3. La norme N est-elle une norme subordonnée a une norme | - | sur R"® ? Justifier la réponse.

4. On munit E de la norme N et L(E) de la norme subordonnée associée, que I'on note || - ||. Soit A € E la
matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. On considere 'application linéaire v : E — FE définie
par

u(M) = AM.
Montrer que
[l = n.
Exercice 4
Soit E un espace vectoriel. On considére deux normes N; et N sur E, et on note || - [|1 et || - [|2 les normes

subordonnées associées sur 1’espace vectoriel des applications linéaires continues de F dans E.
Montrer que si N; et N3 sont équivalentes, alors || - |[1 et || - |2 le sont aussi.
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CONTROLE DU 8 NOVEMBRE 2024

Les documents, calculatrices et objets connectés ne sont pas autorisés.
Toute réponse doit étre justifiée
Durée : 2 heures

RENDRE SUR DEUX COPIES SEPAREES LES DEUX PARTIES

Partie 1.

Question de cours. Donner la définition d’une application uniformément continue.

Exercice 1. En justifiant vos réponses avec une démonstration, dites si les ensembles suivants sont
fermés, ouverts, bornés, compacts.

o A={(z,y,2) e R¥% 2’ +y? <1lete”+cosy> 1}

e B={(z,y,2) e R* 22+ y* < 1let el +cosy <1}

Exercice 2. Soit f: R? — R I'application définie par

_ mfj};‘l si (.Z‘,y) 7£ (07 0)7
fley) = {0 si (z,y) = (0,0).

(1) Montrer que f est continue sur R?.

(2) Montrer que f est partiellement dérivable sur R? \ {(0,0)}.

(3) Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0), et calculer %(O, 0) et %(O, 0).

(4) Que vaut Jac(gg)f ?

(5) Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0). Vous utiliserez la définition de différentiabilité.

Tourner la page s.v.p.
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Partie 2. A rendre sur une copie séparée.

Exercice 3. Soit F = R[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels (qui est de dimension
infinie). Tout polynéme P € E peut s’écrire sous la forme P(X) = Zz:o apXF*, ot d est appelé le degré
de P, et on y associe la quantité || P||g := maxo<r<a{|axr|}. On admet que || - || est une norme sur E.

Etant donné o € R, on définit ¢, : (E,| - ||g) — R par ¢.(P) = (P(a))?. Les questions suivantes ont
pour but de déterminer si ¢, est continue on non.
(1) Cas |a| < 1.
(a) Soit u, : E — R définie par u,(P) = P(a). Montrer que u, est linéaire et bornée.
(b) Qu’en déduire pour la continuité de ¢, 7
(2) Cas |a| = 1. On définit une suite de polynémes (P,),en dans E par P,(X) :=> "7, %Xk.

(a) Calculer ||P,||g, puis lirf | P.||£- Que peut-on en déduire pour la suite (P, )nen ?
n—-+oo

(b) Calculer ¢, (P,), puis liIE ©a(Py), et conclure que ¢, n'est pas continue.
n—-+oo

Exercice 4. Soit E = M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles de taille n. On munit R"
d’une norme quelconque || - ||, et on munit £ de la norme subordonnée associée [||-[||. On note I, la
matrice identité.

(1) Montrer que VA € E,Vk € N*, on a ||| A*||| < A"

(2) Montrer que pour toute A € E, I'application 4 : E — F définie par ® 4(M) = A M est linéaire
et continue.

(3) A partir de maintenant on suppose que [|A[| < 1. Montrer que la série Y, A* converge. On
notera par la suite By = I,, + > p, A"

(4) Montrer que ®4(B4) = Ba — I,,, puis que I,, = (I, — A) Ba.

Exercice 5. Soit E = M, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles de taille n. On munit R”
de la norme || - ||oo, €t on munit E de la norme subordonnée associée ||| ..

(1) Soit A € E et A € R une valeur propre réelle de A. Montrer que [|Alf, > [Al-

1 1
(2) Prenons A = <_2 4>.

(a) Chercher ses valeurs propres.
(b) Calculer [|A[|...
(c) Est-ce que [JAJl., = max; [\ ?
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CC3 (durée : 1h)

Question de cours
Soit f une application différentiable de R dans R,
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis dans le cas ou k = 1.

2. Que peut-on dire si k > 17

Exercices
1) Soit F :R? — R2, F(r,0) = (rcosf,rsinb).
a) Calculer la jacobienne de F' en tout point de R2.

b) Soit f : R? — R une fonction différentiable, F' la restriction de F & ]0,4o0o[xR et g = f o F.
Exprimer la jacobienne de g en fonction de celle de f.

¢) Montrer que les points critiques de f sont les images par F des points critiques de g.

2) Soit E = M,(R) et ® : E — R donnée pour tous A, B € E par ®(A,B) =Tr(A)- B+ Tr(B) - A.
Justifier que ® est différentiable et calculer sa différentielle.

3) On considére la fonction définie sur R? par

LU i (z,9) # (0,0)

f@y) = { 0 si (z,y) = (0,0)

On admet qu’elle est deux fois différentiable sur R2.

a) Calculer ses dérivées partielles en (z,y) # (0,0) , puis en (0,0).

b)

c¢) Calculer les dérivées partielles secondes en (0, 0).
)

d

Montrer que (0,0) est un point critique de f.

Déterminer s’il y a un extremum local en (0,0); si c’est le cas, déterminer s’il est global.






