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II. TOPOLOGIE DES ESPACES METRIQUES (BONUS)

Ouverts et fermés de R™ pour la distance euclidienne, sans la continuité

1) a) Soit A = {(0,0)} C R2. Déterminer A.
La partie A de R? est-elle ouverte ? fermée ?

Indication : lintérieur d’une partie de R? est I’ensemble des centres de boules ouvertes in-
cluses dans cette partie, et 'adhérence d’une partie de R? est I’ensemble des limites de suites
convergentes dans R? de points de cette partie, ce qui donne deux méthodes pour répondre.

b) Soit B={(z,9) eR2|0<az <1let0<y<1} CR2 Déterminer B.
La partie B de R? est-elle ouverte ? fermée ?
Quel est I'intérieur dans R du segment [0, 1] ?

Quel est I'intérieur dans R? du segment [0, 1] porté par I'axe des abscisses ?

)
)
3) a) Montrer que 'adhérence d'un convexe de R™ est un convexe de R™.
) Ce résultat reste-t-il vrai pour I'intérieur ?

)

Soit G # {0} un sous-groupe du groupe additif (R,+). On pose a = inf{zx € G | x > 0}.
Montrer que : sia > 0, G = aZ et aZ est fermé dans R; si a = 0, G est dense dans R.

b) Soit w = %™ avec a € R un nombre complexe de module 1.
On pose H = {w" ; n € Z}. Déterminer 1'adhérence de H dans C.
Indication : lorsque a ¢ Q, étudier la partie G := {z € R|e?™ € H} de R.

Espaces métriques compacts

5) a) Montrer que la partie A := {7#1 ;n € N}U{0} de R est compacte.

b) Plus généralement, montrer qu’étant donnée une suite convergente (z,)nen de limite [ dans
un espace métrique E, la partie K := {z,;n € N} U{l} de E est compacte.

¢) Soit f une application d'un espace métrique E dans un espace métrique F'.
Montrer que f est continue si et seulement si f| est continue pour tout compact K de F.

6) Montrer que la boule unité fermée B de 'espace vectoriel normé (I°°, || | ) est pas compacte.

Indication : trouver une suite (f;)r>0 d’éléments de B telle que || fi, — fill.o =1 quand k # 1

) a

7) a) Démontrer que les intervalles |0, 1] et [0, 1] ne sont pas homéomorphes.
b) Démontrer que l'intervalle [0, 1] et le cercle unité S' de R? ne sont pas homéomorphes.
8) a)
)

) a
b

Démontrer que la sphére S := {z € R"™! |z} 4+ ...+ 22, = 1} de R"™! est compacte.

Démontrer que la partie SO(n) de M(n,R) formée des matrices carrées d’ordre n qui sont
orthogonales et de déterminant 1 (appelée « groupe spécial orthogonal ») est compacte.

9) a) Onnote: ¥ ={(z,9,2) €R® |2 +12 < 22 et »= cos(zy)}.
Montrer qu’il existe (z,y,z) € X pour lequel z est minimal.
b) Soient My, ..., M, des points de R3.

Montrer qu'il existe une base orthonormée % = (u,v,w) de R3 qui rend minimal le volume
du plus petit parallélépipede rectangle Iz d’arétes paralleles & u, v, w contenant Mj, ..., M,.

10) Soit ¢: R — R une application continue telle que Suppg := {x € R | ¢(x) # 0} est compact.

Démontrer que ¢ est uniformément continue.



11) Soient E un espace vectoriel normé, A et B deux parties de E.
On définit A+ B:={a+b;ac Aetbe B}
a) Montrer que si A et B sont compactes, alors la partie A + B de E est compacte.
A titre d’exemple, décrire précisément la partie ST + S! de R2.
b) Montrer que si A est compacte et B est fermée, alors la partie A + B de E est fermée.
Lorsque ¥ = R et B = Z, peut-on remplacer « A est compacte » par « A est fermée » 7

12) Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace métrique F'.

a) On suppose que F' est compact.
Montrer que : f est continue si et seulement si son graphe I" est fermé dans £ x F.
Indication pour (<) : on suppose que Z A dans E mais f(z,) -~ f(z) dans F et

n—-oo n—-+o0

construit une suite convergente (f(2y,)), -, dont les termes sont hors d’une boule B(f(z),¢).

k>0
b) On suppose que E est compact.

Déduire du (a) que : f est continue si et seulement si son graphe I' est compact.

Espaces métriques complets

13) On admet que pour toute application injective ¢: R — R, la formule d(x,y) = |o(x) — ¢(y)|
détermine une distance § sur R (généralisation de I'exercice 6 b de la feuille I).
a) L’espace métrique (R, d) est-il complet quand ¢(z) = €* pour x € R?

b) Démontrer que (R, d) est complet si et seulement si p(R) est un fermé de R (distance usuelle).

14) On note C[[X]] espace vectoriel CY muni du « produit » ((an)n>0, (bn)nz0)— (Y apby)

>0
pqe=n n>0

On dispose sur C[[X]] de la distance d: (a,b) — 27%(¢=Y) déterminée par :
v((an)n>0) = min{n € N|a, # 0} quand (ay)n>0 # 0 et v(0) = +o00 (exercice 11 de la feuille I).

a) Démontrer que le sous-espace vectoriel C[X] de C[[X]], égal & C™) est dense dans C[[X]].

+oo
Indication : vérifier qu'un (a,)n>0 € CY s’écrit  lim 3 ap X* (on le notera donc 3 ap X*).
- n e k= k=0
b) Démontrer que C[[X]] est complet.

15) L’application f: R\{0} — R est-elle uniformément continue ?
1
r -
x

Indication : on pourra considérer la suite (%H)n>0 et son image par f.

16) Déteminer celles des applications suivantes qui sont contractantes et celles qui ont un point fixe :

f1:]0,1] = ]0,1]; for [0,1] = R ; fz: [1,2] = R ; fi:R—= R
r = 5 r —E+1 T Hi—ﬁ x = 1+ a2

17) Soit N:R™ — R™ une application k-contractante.
a) Démontrer que l'application A :=idgn —N est bijective.
Indication : fixer y € R™ et utiliser 'application Ny: x +— N(z) +y .

b) Démontrer que I'application A~! est ﬁ—lipschitzienne.

18) Soient Dy, ..., Dy (k > 2) des droites affines non-paralléles de I'espace affine euclidien R".
Pour chaque i € {1,...,k}, on note p;: R — R™ la projection orthogonale sur D;.™®
a) Démontrer que l'application p; o py opg_10---0py est contractante.

b) En déduire qu’il existe My € Dy, ..., My € Dy, tels que :
p2(My) = My, ..., pp(My—1) = My, et p1(My) = M.

-
(x) Soient M, N € R™. Le point p;(M) est 'unique M’ € D; tel que MM’J_D_Z. D’ou: pi(M)pi(N; = ﬁ(MN)
~—

— —
projection de R™ sur D; parallélement & D,LJ‘



19) Soit ng > 1. On considére une norme || || sur R™ et la norme « subordonnée » ||| || sur M (ng, R) :

[AX]|

[|A]| := sup x| bour A € M(np, R).

XERM0
X#0
Soient A, N € M(ng,R) tels que A=1— N et ||[N]| <1,et BeR"™.

On verra dans la feuille V que A est inversible. On note X € R™ la solution de AX = B.
Soit Xy € R™. On définit (X™),50 par : X© = Xy et XD = NX®) 4 B pour n > 0.

Démontrer que X — X avec HX(” XH < IW\IHCIII HX(I) — X(O)H pour tout n > 0.
n—-+o00

Espaces de Banach

20) On munit R[X] de la norme infini sur [0,1] : [|P[| (1) = sup |P(z)| pour P € R[X].

z€|0,1

a) Soit n € N. L’espace vectoriel R,[X] muni de || || (o 1)) est-il un espace de Banach?

b) L’espace vectoriel R[X] muni de || || (o)) est-il un espace de Banach?

21) On munit E = %([0,1],R) de la norme || ||, définie par : || f||; = fol |f(z)|dx pour f € E.

a) Sin > 2, on détermine f,: [0,1]— R par: fn| 01-1] = =0, fn|[ ]afﬁne fn|[ t1g = 1.
2" n 2 n’
Démontrer que (fn)n>2 est une suite de Cauchy dans (B )-
b) On suppose que la suite (fn)n>2 converge dans (E, || ||;) vers un élément f.

Démontrer que [? |f(z)|dz =0 et fl |f(z) —1|dx = 0.

c) En déduire que l’espace vectoriel normé (E, || ||;) n’est pas un espace de Banach.

22) a) Soient A un ensemble et K = R ou C. Démontrer que I’espace vectoriel (K4), des applications
bornées de A dans K, muni de || ||, est un espace de Banach.

. o N
b) On note : ¢y := {(an)nzoé CcN | ay, n_>_+>oo 0} C .
Démontrer que cp, muni || ||, est un espace de Banach.

c¢) Soit X un espace topologique. Démontrer que I'espace vectoriel 63(X, C) formé des applica-
tions continues bornées de X dans C, muni de || ||, est un espace de Banach.

d) Soitr €]0,1[. On considére f: €([-r,7],R) = €([-r,r],R) ou ¢: [—r,r] — R
%) — P T fo p(t)dt + 1
Déduire du théoréme du point fixe que f admet un unique point fixe.
Déterminer ce point fixe par un calcul direct.

23) On note €*([0,1],R) I'espace vectoriel formé des applications de classe C! de [0,1] dans R.

a) Le sous-espace vectoriel €*([0,1],R) de €([0,1],R) est-il un espace de Banach pour || || ?
b) On pose : [Ifll == [[flloc + If'loc Pour f € £H([0, 1], R).
Démontrer que €*([0,1],R) muni de || || est un espace de Banach.

Complété d’un espace métrique
24) Soit (F,d) un espace métrique. On dit qu'un espace métrique (E d) muni d’une application
isométrique i: E — E est un complété de (E,d) si (E,d) est complet et i(E) est dense dans E.
a) Décrire, par exemple, un complété de l'espace vectoriel R[X] muni de || || fo (g 17)-
b) Soit z¢ € E. Pour tous z,z € E, on pose ¢,(z) :=d(z,z) — d(xo, z).
Démontrer que les ¢, vérifient : ¢, € (RF), et |y — ¢yl = d(z,y) pour z,y € E.
En déduire un complété de (E,d).
¢) On suppose donnés deux complétés (E,d) et (E,d) de E.
Démontrer qu’il existe une bijection isométrique j: E — E telle que i = joi.



Séries absolument convergentes

25) Soient ng > 1 et A, B € M(nyg, C).
On fixe une norme subordonnée || || sur M (ng, C) (exercice 19).
a) Démontrer que la série (| %)n>0

+oo
b) On pose: exp A = Zo i—, Démontrer que : det(exp A) = ™4,
=

converge dans M(ng, C).

¢) On suppose que BA = AB. Vérifier que : exp(A + B) = exp A exp B.

n . .

. . A+B k 7
Indication : remarquer que Y ( Jl;! - > Ai!ﬁ]
k=0

pour tout n > 0.

0<i+j<n
d) En déduire que pour toute A € M(ng,R) antisymétrique, on a : exp A € SO(ng, R).



