
Complément culturel : la FFT (J-Y D)

Référence

M. Schatzman, Analyse numérique (2e édition), chapitres 8.6 et 8.7. L’algorithme est visualisée

page 197, avec un désentrelacement donné en bas de page.

Problème

On se donne F ∈ C (T). Par définition de F̂ , on a : F̂ (p) =

∫ 1

0

F (t) e−2iπpt dt pour p ∈ Z.

Les sommes de Riemann un(p)
déf

= 1
n

n−1∑
k=0

F ( k
n
) e−

2iπpk

n vérifient un(p) −→
n→+∞

F̂ (p) pour p ∈ Z. (∗)

On fixe maintenant n ≥ 1. On a bien sûr : un(p+ n) = un(p) pour tout p ∈ Z.

Afin d’obtenir une « valeur approchée » de F̂ , on souhaite ici calculer les un(p), p ∈ Z.

Transformation de Fourier sur Z/nZ

Soit n ∈ N \{0}. On note f : Z/nZ → C

k̇ 7→ F ( k
n
)

et f̂(ṗ) =
∑

k̇∈Z/nZ

f(k̇) e−
2iπpk

n pour ṗ ∈ Z/nZ.

Ainsi : un(p) =
1
n
f̂(ṗ) pour p ∈ Z. On cherche donc à calculer les f̂(ṗ), ṗ ∈ Z/nZ.

On introduit v =

(
f(0̇)...

f( ˙n−1)

)
dans l’ordinateur, et désire obtenir w =

(
f̂(0̇)...

f̂( ˙n−1)

)
.

L’algorithme de la transformation de Fourier rapide (FFT=« Fast Fourier Transform ») décou-

vert en 1965 va permettre de calculer w à partir de v avec un nombre d’addition et de multiplications

portant sur les nombres réels de la forme O(n lnn) quand n → +∞.

On suppose pour simplifier que n s’écrit 2m avec m ∈ N. On pose dans Rn/2 :

vdébut =

(
f(0̇)
...

f( ˙n
2
−1)

)
et vfin =

(
f( ṅ

2
)

...
f( ˙n−1)

)
, wpair =




f̂(0̇)

f̂(2̇)...
f̂( ˙n−2)


 et wimpair =




f̂(1̇)

f̂(3̇)...
f̂( ˙n−1)


.

On note Fn la matrice indépendante de f déterminée par l’égalité w = Fnv.

La construction de w à partir de v s’obtient à l’aide des relations de récurrence suivantes :

( wpair

wimpair

)
=
(Fn

2
0

0 Fn
2

)(In
2

0

0 Dn
2

)(vdébut + vfin

vdébut − vfin

)

︸ ︷︷ ︸
à calculer avant d’appliquer Fn

2
à chacun des deux vecteurs, en se ramenant à Fn

4

où Dn =




1

e−
iπ
n 0. . .

0 e−
(n−1)iπ

n


.

Intérêt

Pour calculer f̂ à l’aide de sa définition, on ferait 4n2 − 2n additions de nombres réels et 4n2

multiplications de nombres réels. Quand n = 103 ≤ 210 ce calcul direct demanderait environ 8 106

opérations sur des nombres réels, tandis que la FFT ci-dessous en demandera environ 5 104.

(∗) D’après le théorème 8.5.1 de la page 184 du livre de Schatzman, lorsque G ∈ Cm(T) on a même :∣∣∣
∫ 1

0 G(t) dt − 1
n

n−1∑
k=0

G
(
k

n

)∣∣∣ ≤ ‖G(m)‖1

(2πn)m

∑
k∈Z\{0}

1
km

pour tout n ≥ 1.
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