
Théorèmes de Fubini : à retenir (J-Y D)

On fixe des espaces mesurés (X,A, µ) et (Y,B, ν) tels que µ et ν sont σ-finies.

Proposition

Il existe une unique mesure µ⊗ ν sur A⊗ B, appelée mesure produit de µ et ν, vérifiant

(µ⊗ ν)(A× B) = µ(A) ν(B)︸ ︷︷ ︸
0 quand l’un vaut 0 et l’autre vaut +∞

pour tous A ∈ A et B ∈ B. (⋆)

Théorème (« théorèmes de Fubini-Tonelli et Fubini-Lebesgue »)

(a) Pour toute application mesurable positive f :

muni de A ⊗ B︷ ︸︸ ︷
X × Y →

muni de B(R+ ∪ {+∞})︷ ︸︸ ︷
R+ ∪ {+∞}, on a :

les applications X → R+ ∪ {+∞}
x 7→

∫
Y
f(x, y) dν(y)

et Y → R+ ∪ {+∞}
y 7→

∫
X
f(x, y) dµ(x)

sont mesurables,

et
∫
X×Y

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =
∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) ≤ +∞ .

(b) Pour toute application µ⊗ ν-intégrable f : X × Y → C, on a :

la fonction X → C

x 7→
∫
Y
f(x, y) dν(y)

est définie µ-presque partout et µ-intégrable︸ ︷︷ ︸
on fixe ses valeurs égales à 0 sur un certain ensemble mesurable µ-négligeable

,

la fonction Y → C

y 7→
∫
X
f(x, y) dµ(x)

est définie ν-presque partout et ν-intégrable︸ ︷︷ ︸
on fixe ses valeurs égales à 0 sur un certain ensemble mesurable ν-négligeable

,

et
∫
X×Y

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =
∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

(c) En particulier, pour tous g ∈ L 1
C(µ) et h ∈ L 1

C(µ), on a :∫
X×Y

g(x) h(y) d(µ⊗ ν)(x, y) =
∫
X
g(x) dµ(x)

∫
Y
h(y) dν(y). (⋆⋆)

Utilisation des théorèmes de Fubini

On munit R, C, et R2 de leur tribu borélienne et utilise sur R

on notera
∫+∞
−∞

h(x) dx l’intégrale de h

︷ ︸︸ ︷
la mesure de Lebesgue.

(a) On considère une application f : R2 → C mesurable.

On a :
∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
|f(x, y)|dy

︸ ︷︷ ︸
mesurable en x

)
dx =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
|f(x, y)| dx

︸ ︷︷ ︸
mesurable en y

)
dy ≤ +∞

et, quand le résultat commun est fini :
∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x, y) dy

︸ ︷︷ ︸
intégrable en x

)
dx =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x, y) dx

︸ ︷︷ ︸
intégrable en y

)
dy.

(b) On considère une suite d’applications un : R → C mesurables avec n ≥ 0.

On a :
∫ +∞

−∞

(+∞∑
n=0

|un(x)|

︸ ︷︷ ︸
mesurable en x

)
dx =

+∞∑
n=0

(∫ +∞

−∞
|un(x)| dx

)
≤ +∞

et, quand le résultat commun est fini :
∫ +∞

−∞

(+∞∑
n=0

un(x)

︸ ︷︷ ︸
intégrable en x

)
dx =

+∞∑
n=0

(∫ +∞

−∞
un(x) dx

)
.

(c) On considère une suite double (up,q)p,q≥0 de nombres complexes.

On a :
+∞∑
p=0

(+∞∑
q=0

|up,q|
)
=

+∞∑
q=0

(+∞∑
p=0

|up,q|
)

≤ +∞

et, quand le résultat commun est fini :
+∞∑
p=0

(+∞∑
q=0

up,q

)
=

+∞∑
q=0

(+∞∑
p=0

up,q

)
.

(⋆) On note λ̃ la mesure de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue B̃(R). On fixe — existe — E ⊆ R tel que E /∈ B̃(R).

On a : (λ̃⊗ λ̃)(R×{0}) = 0. La partie E×{0} de R2 est donc λ̃⊗ λ̃-négligeable, sans être un élément de B̃(R)⊗B̃(R).
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(⋆⋆) À partir des C-espaces vectoriels E = CX et F = CY, une construction algébrique classique permet de construire
un certain espace vectoriel quotient de C(E×F ) noté E ⊗C F (appelé « produit tensoriel de E et F »), muni de la
projection canonique de E×F dans E⊗C F notée (g, h) 7→ g⊗h. On peut montrer qu’il existe une unique application
linéaire de CX⊗C CY dans CX×Y qui envoie chaque g⊗h sur (x, y) 7→ g(x)h(y), et que cette application est injective.

Par abus de notation, on note : (g ⊗ h)(x, y) = g(x)h(y) pour g : X → C, h : Y → C, x ∈ X et y ∈ Y .



Théorème de changement de variable : à retenir (J-Y D)

On fixe un espace mesuré (X,A, µ).

Définition-Proposition

On considère un espace mesurable (Y,B) et une application mesurable f : X → Y .

(a) La mesure image de µ par f est la mesure f(µ) sur Y déterminée par :

f(µ)(B) := µ(f−1(B)) pour tout B ∈ B. ← [

si µ(X) = 1 et P := µ, on note : Pf := f(µ)
]

(b) Pour toute application mesurable h : Y → R+ ∪ {+∞}, on a :∫
Y
h df(µ) =

∫
X
h ◦ f dµ.

On en déduit que pour toute application mesurable h : Y → C, on a :

h ∈ L 1(f(µ)) ⇐⇒ h ◦ f ∈ L 1(µ) ; dans ce cas :
∫
Y
h df(µ) =

∫
X
h ◦ f dµ.

Théorème (« théorème de changement de variable ») ←
[

on traduit ici l’égalité λ⊗n
ϕ(U) = ϕ

(∣

∣Jϕ
∣

∣ λ⊗n
U

)]

On munit Rn de sa tribu borélienne B(R)⊗n et de la mesure λ⊗n, où λ est la mesure de Lebesgue.

On considère un ouvert U de Rn et une application ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) : U → Rn de classe C1.

On note : Jϕ(x) :=
(
∂ϕi

∂xj
(x)

)
1≤i,j≤n

pour x ∈ U et D(y1,...,yn)
D(x1,...,xn)

:= det Jϕ =

∣

∣

∣
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∣
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On suppose que : ϕ est injective et vérifie det Jϕ(x) 6= 0 pour tout x ∈ U .
D’après le théorème d’inversion locale, la partie ϕ(U) de Rn est un ouvert de Rn.

(a) Pour toute f : ϕ(U) → R+ ∪ {+∞} mesurable, l’application (f ◦ϕ) |det Jϕ| est mesurable et
∫
· · ·

∫
ϕ(U)

f(y1, ..., yn) dy1 · · ·dyn =
∫
· · ·

∫
U
f(ϕ(x1, ..., xn)) |det Jϕ(x1, ..., xn)| dx1 · · ·dxn ≤ +∞ .

(b) Pour toute f : ϕ(U) → C intégrable, l’application (f ◦ ϕ) |det Jϕ| est intégrable et
∫
· · ·

∫
ϕ(U)

f(y1, ..., yn) dy1 · · ·dyn︸ ︷︷ ︸
quand n = 1 : poser y1 = ϕ(x1) et penser à |dy1| plutôt qu’à dy1

=
∫
· · ·

∫
U
f(ϕ(x1, ..., xn)) |det Jϕ(x1, ..., xn)| dx1 · · ·dxn .

Utilisation

Recette du théorème de changement de variable : « dy1 · · ·dyn︸ ︷︷ ︸
penser à |dy1 ∧ · · · ∧ dyn|

=
∣∣D(y1,...,yn)
D(x1,...,xn)

∣∣ dx1 · · ·dxn︸ ︷︷ ︸
penser à |dx1 ∧ · · · ∧ dxn|

».

(a) Passage en coordonnées polaires : ϕ(U) = R2 \ (R+×{0})︸ ︷︷ ︸
de complémentaire négligeable

où ϕ est définie par

M=

ϕ(r, θ)

{
x = r cos θ
y = r sin θ

avec r > 0 et 0 < θ < 2π

b

O
x
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θ

r

et la recette s’écrit : dx dy = r dr dθ .

(b) Passage en coordonnées sphériques : ϕ(U) = R3 \ (R+×{0}×R)︸ ︷︷ ︸
de complémentaire négligeable

où ϕ est définie par

M=

ϕ(r, θ, ϕ)






x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

avec r>0, 0 < θ︸︷︷︸
colatitude

< π et 0 < ϕ︸︷︷︸
longitude

< 2π,

x y

z

Mb

θ

b

ϕ

r

et la recette s’écrit : dx dy dz = r2 sin θ dr dθ dϕ . (⋆ ⋆ ⋆)

(⋆ ⋆ ⋆) On généralise (a) et (b) avec le changement de variable suivant qui donnera ϕ(U) = Rn \ (Rn−2× R+×{0})︸ ︷︷ ︸
de complémentaire négligeable

:



x1 = r cos θ1
x2 = r sin θ1 cos θ2
... ... ...

xn−1 = r sin θ1 · · · sin θn−2 cos θn−1

xn = r sin θ1 · · · sin θn−2 sin θn−1

avec

r =
√

x2
1 +···+ x2

n︷ ︸︸ ︷
r > 0 ,

θ1 = arccos
x1√
r2︷ ︸︸ ︷

0 < θ1 < π et · · · et

θn−2 = arccos
xn−2

√

r2−x2
1−···−x2

n−3︷ ︸︸ ︷
0 < θn−2 < π , et ︸ ︷︷ ︸

e
iθn−1 =

xn−1 + i xn
√

r2−x2
1
−···−x2

n−2

0 < θn−1 < 2π ,

et la recette devient

ϕn(r, θ1, ..., θn−1) = (u,ϕn−1(v, θ2, ..., θn−1)) avec u = r cos θ1 et v = r sin θ1︷ ︸︸ ︷
dx1 · · · dxn = rn−1 sinn−2 θ1 sinn−3 θ2 · · · sin θn−2 dr dθ1 · · · dθn−1 (n ≥ 2)


