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Théorémes de Fubini : & retenir (J-y D)

On fixe des espaces mesurés (X, A, u) et (Y, B, v) tels que p et v sont o-finies.

Proposition
Il existe une unique mesure u ® v sur A ® B, appelée mesure produit de p et v, vérifiant
(pn@v)(Ax B)=p(A)v(B) pourtous Ac A et BcB. ™
—

0 quand ’un vaut 0 et 'autre vaut +oo

Théoréme (« théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini-Lebesgue >>2
muni de A @ B munide 2 RT U {+o0})

—
(a) Pour toute application mesurable positive f: X x Y — R" U {+0cc}, on a :
les applications X — RTU{+c0} et Y - RTU{+oo} sont mesurables,
v [pf@y)dely) oy = [of (e y) du()

et | [y F@y)dp@v)e,y) = [y (fof@y) ) du@) = f ([of @) du@)dvly) < +oo

(b) Pour toute application p ® v-intégrable f: X xY — C, on a :
la fonction X — C est définie p-presque partout et p-intégrable,
—_——

T fyf(xu y) dV(:y) on fixe ses valeurs égales & 0 sur un certain ensemble mesurable p-négligeable
la fonction Y — C est définie v-presque partout et v-intégrable,

y = [y f(@y) dp(z) on fixe ses valours égales & 0 sur un certain ensemble mesurable v-négligeable
et | e S @) Ao (e y) = [ (f ey dw)due) = [ (fof@y) du@) )|
(c) En particulier, pour tous g € .,2”1( ) et h € £ (p),ona:
Sy 9(@) hy) d(p@ v = [x9(z)dp(x) [, h(y) dv(y). =

Utilisation des théorémes de Fubini on notera [+2° h(z)dz Vintégrale de h

A\

On munit R, C, et R? de leur tribu borélienne et utilise sur R la mesure de Lebesgug.

(a) On considére une application f: R? — C mesurable.

Ona:  [T5([T20|f ()l dy) de = [T3()77 | f(z,y)dz) dy < +oo
et, quand le résultat commun est fini : fj;o (fj:oo f(z,y) dy) dx = fj;o (fj;o f(z,y) d:p) dy.
(b) On considére une suite d’applications u,: R — C mesurables avec n > 0.
On a: fj;o (+Zoo |up(2)]) do = jLZOO(fj;O lup(z)|dz) < o0
n=0 n=0
et, quand le résultnz]:;mgg;;;rfun est fini : f_Jr;o (Jio Up(z)) dz = jLZOO( fj;o U () dz).
n=0 n=0

intégrable en x

(¢) On con81dere une sulte double (Up.q)p.g>0 de nombres complexes.

On a: E(Z |upq|) E(E |qu|) < +o0

p=0 q=0 9=0 p=0 +00 400 +o0 400
et, quand le résultat commun est fini : > (Z Upg) = D (Z Upg).
p=0 q= q=0 p=

e~

{ (x) On note A la mesure de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue Z(R). On fixe — existe — E C R tel que E ¢ 2B(R).
Ona: (A®N)(Rx{0}) = 0. La partie E x {0} de R? est donc A® A-négligeable, sans étre un élément de Z(R) @ Z(R).
(%%) A partir des C-espaces vectoriels E = CX et ' = CY, une construction algébrique classique permet de construire
un certain espace vectoriel quotient de CE*F) noté E @¢ F (appelé « produit tensoriel de E et F' »), muni de la
projection canonique de F x F' dans F ®c F notée (g, h) — g ® h. On peut montrer qu’il existe une unique application
linéaire de C¥X®@¢ CY dans CX¥*Y qui envoie chaque g @ h sur (z,y) — g(x) h(y), et que cette application est injective.

Par abus de notation, on note : ‘ (g@h)(z,y) =g(x)h(y) pour g: X - C, h: Y -C, z€X et yeY ‘




Théoréme de changement de variable : a retenir (J-y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, u).

Définition-Proposition
On considére un espace mesurable (Y, ) et une application mesurable f: X — Y.
(a) La mesure image de p par f est la mesure f(u) sur Y déterminée par :
f()(B) := pu(f~H(B)) pour tout B € B. « (e ux) =1t v = onnote: ¥y = 1]
(b) Pour toute application mesurable h:Y —> RT U {+oc0}, on a:
Jy hdf(p) = [y ho fdpu.
On en déduit que pour toute application mesurable h:Y -C,ona:

he L' f(n) <= hofe L n); danscecas: [,hdf(u)= [ hofdu.

Théoréme (« théoréme de changement de variable ») o traduit ici Pegatite AOT|_ 1) = 61 3O )]
On munit R™ de sa tribu borélienne Z(R)®" et de la mesure A*"; oit A est la mesure de Lebesgue.

On considére un ouvert U de R™ et une application ¢ = (¢1,...,¢,): U — R" de classe C.

O¢1 9¢q

. pp— % D(ylvvyn) . dTl dTn

On note :  J,(x) := (axj <x))1§i,j§n pour x € U et Bl = det J, = G
oz, " Oxn

On suppose que : ¢ est injective et vérifie det J,(z) # 0 pour tout = € U.
D’aprés le théoréme d’inversion locale, la partie p(U) de R™ est un ouvert de R™.

(a) Pour toute f: o(U) — RT U {400} mesurable, 'application (f o) |det J,| est mesurable et
J ”'fw(U) Fi, e yn) dyr - -dy, = [ fU flo(@r, .., xy)) |det Jy(21, ..y zy) | day - - - da, < +o00|.
(b) Pour toute f: ¢(U) — C intégrable, 'application (f o ) |det J,| est intégrable et
i mfso(U) Fyr, oy yn) dyr - -dy, = [ fU flo(xr, ..., zy)) [det Jo(21, ...y )| dy - - - day, |,

quand n =1 : poser y; = @(x1) et penser & |dyp| plutdt qu’a dy;

Utilisation
Recette du théoréme de changement de variable : « dy; ---dy, = ’M dxy - -dx, »
N v Tlsee5Tn N\ e’
penser & |[dyy A - - - A dyn| penser a |[dxy A .- Adag|

(a) Passage en coordonnées polaires : ¢(U) = R2 \ (]RJr x{0}) ol ¢ est définie par

de Complementalre négligeable
x =rcosf M
M avec r>0 et 0<60 <27 /
Sy ly=r sin ¢
o(r,

et la recette s’écrit : ‘dx dy = rdrdd ‘

(b) Passage en coordonnées sphériques : o(U) = R*\ (RT x {0} xR) ot ¢ est définie par
A o z

de complémentaire négligeable

x =rsinf cosp

M y=rsinfsing avec r>0,0< 0 <mwet 0< p <2m,
~—

[ ~—~
(1, 0,0) z=1rcosf colatitude longitude

et la recette s’écrit : |dzdydz = r2sin@drdfdp|. ** x

(%% %) On généralise (a) et (b) avec le changement de variable suivant qui donnera (U) = R™\ (R"7?x Rt x{0}) :

x 0 = arccos ——m———————0u . . P
01 = arccos —L n—2 cos 2_,2_._,2 _ de complémentaire négligeable
n—3

x1 = rcos b S~ Sy =1 N

To = rsinfy cosbs PN —_ —_
......... avec r >0, 0<br<m et ---et 0<b,_o<m, et 0<b,_1<2m,
Tp—1 = rsinfy---sinb,,_scosb,_1 —
T, = rsinfy---sinf,,_2sinb,,_1

i0 Ln, 1
e'fn—1—
On(r01,..,0,_1) = (u,pn_1(v,02,....,0,_1)) avec u = rcosf; et v = rsin b Jri-ai— -

et la recette devient | dxp --- dz, = " 'sin® 26, sin” 26y --- sinf,,_o drdfy--- db,_| (n>2)




