Intégrale de Lebesgue : a retenir (J-Y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, 1). On munit RT, R™ U {400}, R, et C de leur tribu borélienne.

Définition-Proposition
(a) Soit ¢: X — C. On dit que ¢ est étagée si ¢ est mesurable d’image finie.

P
Donc ¢ est étagée si et seulement si elle s’écrit =" a1y, avec peN, Ay, ..., A, e Aet aq,...,a, €C.
k=1
(b) On considére une fonction étagée positive p: X — R*. On note :

Jxedu= % aue ' ({a}) < too
acER %/_/
0 Euand a=0cetule *{a})) = +oo

(c) Toute fonction mesurable positive f: X — RTU{4o00} est limite simple d’une suite croissante

. L , . 22n _ )
de fonctions étagées positives. {pa, xomple s pn(e) = BN L @ @) o ) pour tour s € .

EQ

DéﬁnitiOﬂ-PrOpOSition « [idée : découpage de I’ensemble d’arrivée]
(a) Pour toute application mesurable positive f: X — Rt U {400}, on note :
fX f d,u = sup fX (2 d/L S —+00. <« [il est clair que f ~— [y fdu croit]

g1 X R+ étagee, p<f
Donc: (fyfdu=0 <= f(x)=0 pp.p.) et ([ fdu<+4co = f(x)<+0o0 p-p.p.).
(b) On note : ZF(u) := {f: X =K mesurable | | f]|,:= [y |f]du<-+oo}, ot K=R ou C.
Une fonction p-intégrable sur X est un élément de : £ (p) := L (p) = Li(p) +1%4 ().
Onmote: [y fdu:= [ ffdu— [y f~du) quand f € Zg() @
et dp = [oRefdu+i [vImfdu quand f € LY (). Tt sin= hxan't fxpan
Donc £ (u )i);tfunﬂsous g)s(pacefvelétorle{)éle (C{( Il(:t ! f EZ{ > (f ) fdp est linéaire. De plus :
[xfdu < [cgdp si f,ge Li(p) et f<g, et, \fodu} < [xlfldp st fe L ().
(c) Soit A € A. Onnote [, fdu:= [, 14 fdu pour f: X -=R*U{+o0} mesurable ou f € Z*(1).

Soit J un intervalle. On note Z!(J):=21(dx;) ot dx; est larestriction a (J, Z(J)) de la mesure
de Lebesgue dz sur B(R), et, L' (J):={f: J=C |Va,bcJ (a<b= fl,y€ L ([a,0])}.

Théoréme
(a) Pour toute suite (f,)nen de fonctions mesurables de X dans RT U {+oo}, on a :
Jx lim inf fp dp < llm inf [, frdp «lemme de Fatou ».

n—4o00 k>n —+o0 k>n

—_——

mesurable

(b) Pour toute suite croissante (f,)nen de fonctions mesurables de X dans R U {+o00}, on a :

Jx lm f,dp = lim [ fodp  « théoréme de convergence monotone ».
n—-+00 n—-+00 A -

~\~
(appelé aussi « théoréme de Beppo-Levi »)
mesurable

(c) On considére une suite (f,)nen d’applications de X dans C.
On suppose que | (i) la suite (f,(2))nen converge pour p-presque tout x € X;
(ii) Papplication x +— f,(z) est mesurable pour tout n € N;
(iii) il existe g € L3 (u) tel que sup|f,(z)] < g(z) p-p.p.
neN
Alors | il existe f € Zg(u) tel que f,(x) e f(x) ,u—ep.p.;
Jx fadp — [ fdp « théoréme de convergence dominée » (xx).
N s Nn——+00

défini

( )Soient (fn)n>0 Eiﬂl( )N etfefl( ) On suppose que : ||fn f||1 — 0.

n—-+00
Il existe une suite extraite (f,, )r>0 de (fn)n>0 qui converge simplement u-presque partout vers f.

(x) Quand f est réelle, on pose : f(z) := max(0, f(x)) et f~(x) := max(0, —f(z)) pour x € X, donc f = ft — f~.
(%) En partlcuher si une suite d’applications continues f,: [a,b] — C (a < b), n € N, converge uniformément vers f,
alors f fn(z)dx —> f f(z)dz (appliquer le théoréme aux applications f, — f: [a,b] = C, n € N).



Proposition (« continuité et différentiation d'une intégrale dépendant d’un paramétre »)
On se donne un espace mesuré (T,7,v), N € N et des applications f;: Q — C, teT.

ouvert de RN

(a) On suppose que | (i) lapplication ¢+ fi(x) est mesurable pour tout x € {2;
(ii) a € Q et f; est continue en a pour v-presque tout ¢t € T';
(iii) il existe g € L (v) tel que sup |fi(z)] < g(t) v-p.p.

e
Alors l'application F: z € Q +— [, fi(z)dv(t) est continue en a.
—_—

défini
(b) On suppose que | (i) lapplication ¢+ fi(z) appartient & %3 (v) pour tout = € Q (x * *) ;
(ii) Q ouvert de R¥ et f; différentiable sur Q pour v-presque tout t € T';
(iii) il existe § € ZE(v) tel que sup ldfi(z)|l < g(t) v-p.p.
Alors | application F:z € Q — [ fi(z)dv(t) est dlfferentlable sur € ;
dF (z)-h = deft -h dv(t) pour tous z € Q et h € RY.

dcﬁn1

Déﬁnition—PrOPOSition <+ [idée : découpage de I’ensemble de départ]
Soient a,b € R tels que a < b, f:]a,b] >R et Z € R.
(a) On dit que f est Riemann-intégrable sur [a,b] d'intégrale Z si pour tout € > 0, il existe a > 0

tel que pour tous n€N\{0}, zp=a<x;<--- <z, =b et & Exo, 21], ..., {n € [Tn1, Ty, On & :
max(ry — Tp—1) < = Yoofk) (xp — 1) — I| < e
(b) La mesure de Lebesgue A sur (R, Z(R)) vérifie la condition de « régularité » suivante :
AMA)= inf ANO)= sup A(K) pour tout A € A(R).
O ouvert de R K compact de R
024 KCA

De plus, tout ouvert de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts 2 & 2 disjoints et
la mesure de Lebesgue d’un intervalle ouvert J de R est sa longueur (égale & sup J—inf J si J # 0).

Une partie C' de R est donc Lebesgue-négligeable si et seulement si pour tout € > 0, il existe une
+o0o

suite ((an,bn))ns0 € (R?)N avec a,, < b, quand n > 0, telle que : C C J]an, bu| et > (by—an) < €.
n>0 n=1

(c) On a: f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement f est bornée et ’ensemble des points

de discontinuité de f est Lebesgue-négligeable ; dans ce cas f est Lebesgue-intégrable de [a, b] muni

de la tribu de Lebesgue dans R muni de la tribu borélienne, et fff(:c) de = f[a oS (x)d.
S———— e

F(b) — F(a) si f est mesurable pour la tribu
continue de primitive F complétée de 28([a, b])

Proposition

(a) Pour toute application mesurable f: X — R" U {+oco} et tout a >0, on a :
p({f =ah)<: [ fdp « inégalité de Markov ».

(b) Eocgit (Ap)n>1 une suite d’éléments de A.

> (Ay) < +oo, alors pu(réalisation d’une infinité de 4,) = 0 « lemme de Borel-Cantelli ».

Définition-Proposition
On considére une application mesurable positive p: X — RT U {4o00}.
(a) La mesure de densité p par rapport a pu est la mesure pu sur X déterminée par :
(p)(A) := [,pdp  pour tout A € A.
(b) Pour toute application f: X — R* U {400} mesurable, on a :
[ fdpu= [y fpdp.
On en déduit que pour toute application mesurable f: X — C, on a :
feL pn) <= fpeL(n); danscecas: [, fdpu= [ fpdpu.

(% * %) Lorsque () est convexe et xg € €2, I'inégalité des accroissements finis permet de remplacer la condition (i) par la
condition suivante : « I'application ¢+ f;(z) est mesurable pour tout = € Q et ¢+ f;(zo) appartient & %3 (v) »



