Espaces LP : a retenir (J-Y D)
On fixe un espace mesuré (X, A, ), un ensemble I, d € Net 1 < p,p’ < 400 vérifiant %—l—z% =1.

Rappels

(a) Pour toute suite (f,,)nen de fonctions mesurables de X dans RT U {+oo}, on a :

i ’I\’LETOO égﬁ fr(x) dp(z) < nEIJPoo lilzlfb /ka(x) du(z)  « lemme de Fatou ».
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(b) Pour toute suite croissante (f,)nen de fonctions mesurables de X dans R U {400}, on a :

/ lim f,(z) du(z) = lim / fo(z)dpu(z)  « théoréme de convergence monotone ».
X n—-+oo n—+oo [y

mesurable en x

Définition-Proposition (K =R ou C)
(a) On dira qu'une propriété portant sur x € X est vérifiée p-presque partout si 'ensemble des
points x qui ne la vérifient pas est inclus dans une partie mesurable A telle que u(A) = 0.
(b) Pour toute application mesurable f: X — C, on note :
I£1l, = (S |F@)P du(@))? < +oo sip < +oo
et [[fllo:=min{M >0 | |f(z)] <M p-presque partout} < +oo ol min{) := +ooc.
Lorsque X est un ouvert de R?, muni de dz, et f € €(X), on a en ce sens : || f|., = sup|f(x)].
reX
(c) On note ZE(u) := {f: X — K mesurable | || f|, < +oo} et Lf(u) = LF(u)/N,™
ot NV, est le sous-espace vectoriel de £ (u) formé des fonctions mesurables nulles p-presque partout.
On pose : [2(I):=L5(I,2(I), comptage) et L& (R%):= L (R?, Borel,dz) ~ L. (R?, Lebesgue,dz).
Ainsi, quand p < 400 : (1) = {(a;)ier € K | %; |a;” <+o00} et [(ai)ierll, = (% |ai|p)1/p.
(d) La famille (IX(1))1<k< 100 croit, et, la famille (L¥())1<k< 00 décroit lorsque pu(X) < +oo.

On a: 7 :=1[L(N) est séparable si et seulement si p <-+oo.
Pour  ouvert non-vide de R% on a: LP(Q) := LL (€, dz) est séparable si et seulement si p < +oo.

Proposition
Soient f,g: X — C deux applications mesurables.
(a) Ona: [[f+gll, <IIfll, + llgll, < +oo «inégalité de Minkowski ».

[Sil<p<+4ooet f,ge Lg(,u,), ona: |f+gll, =Ifl,+lgll, sietseulement si il existe (o, ) € (RT)2\ {0} tel que a f(z) = Bg(z) p. p.l

(b) Ona: | fgll, <|[Ifll,llgll, < +oo «inégalité de Hélder ».

,
[Sil1<p<+4oo, fe€ Lg(u) et g € Lg (m), ona: |[fgll; = HprHng/ si et seulement si il existe (a, 8) € R? \ {0} tel que a|f(z)|P 4 Blg(z)|P =0 p. p.|

Théoréme (« théoréme de Riesz-Fischer »)
(a) L’espace vectoriel LP(u) := L%(u) muni de f | f]l, est un espace de Banach.
En particulier L?(z) muni de f + ||f||, est un espace de Hilbert.

(b) Si (fn)n>o converge vers f dans ZP(pn) := LE(n), alors (fn)n>0 a une suite extraite (fn, )k>0
qui converge simplement presque partout vers f. « [on peut prendre (fn)k30 = (fn)nso uand p = +oo]

(%) Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F un sous-espace vectoriel de E.
Onpose & ={zx+y;y€ F}quand z € E, puis E/F := {:'v; T € E}
« classe de = »
L’ensemble E/F muni des « lois » portant sur u,v € E/F et a € K déterminées par les égalités
(i) w4wv:=2+y indépendamment du choix d’éléments z,y de F tels que u=4 et v =179
(il) axu:=azx indépendamment du choix d’un élément = de E tel que u =2

est un K-espace vectoriel, appelé K-espace vectoriel quotient de E par F'.



Théoréme dual topologique de LP ()
On peut définir application linéaire suivante : L¥ (u) — (LP(w))
g > (fr [y fodu)
Quand p < 400 et u est o-finie : elle conserve la norme et est bijective.*)
Quand p = +o0 : elle conserve la norme, mais n’est pas surjective dans le cas de ! < ().

Définition-Proposition

On fixe un ouvert € de R%.

(a) On note .£7 ’~(Q) ensemble des applications mesurables f de {2 dans C dont la restriction a
toute boule fermée B de R? incluse dans 2 appartient & £P(B). Il contient €' (€2).

(b) Soit f € £L1¢(Q). Le support Supp f de f est le plus petit fermé de  hors duquel f s’annule
presque partout. Quand f est continue, Supp f est donc 'adhérence dans €2 de {z € Q | f(x) # 0}.

(c) On note €>°(Q) := {f € €>(Q) | Supp f compact}.
(d) On note : G(R?) := {f: R? = C| f() | ”—+> 0} C L>(RY).
Proposition

(a) Sip < 400 : Vect(ly) est dense dans LP(u).

AeA et p(A)<+oo
(b) L’espace vectoriel Vect(14) ac des fonctions étagées est dense dans L>(p).

(c) Sip < +oo et J est un intervalle : Vect(]l[a’b])abg est dense dans LP(J).
Si p < +oo et Q est un ouvert de R? : €>°(Q) est dense dans LP((2).

(d) L’adhérence de €>°(R?) dans L>(R?) est égale a 6o (R?).

(*) Lorsque 1 < p < 400, on peut enlever « u o-finie », cf.|Real and Abstract Analysis de Hewitt et Stromberg, p. 231.
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