Complément : interméde musical

Une corde de longueur L et de masse linéique A est fixée en ses deux extrémités d’abscisses
x =0 et z = L, avec une tension Ty en chaque point. On pose : w = 4/ T%'

On note f(z,t) la hauteur du point de la corde d’abscisse = € [0, L] a l'instant ¢ € R,
¢:[0,L] = R la position initiale et : [0, L] — R la vitesse initiale.

Résolution de ’équation des cordes vibrantes

On suppose ici que ¢ est de classe C3 et 9 est de classe C? avec :

0(0) = (L) = ¢(0) =¥ (L) =0 et ¢"(0) =¢"(L) ="(0) = ¢"(L) = 0.

~~

imposé par ’équation des cordes vibrantes quand f est de classe c3

L’unique solution f: [0, L] x R — R de classe C? de I’équation des cordes vibrantes
{ O (@,t) = Th(@,t) et f(0,8) = f(L,t) =0
f(x 0) = p(x ) et Gi(x,0) = ()

s’écrit, en notant by (u) = ¢ fo )sin(™) dt lorsque u € L'([0,L]) et n > 1:
flx,t) = 21 sin(22) (by () cos(272t) + #an) sin(27¢)) |

(Le terme associé a n apreés le symbole de sommation s’appelle « ’harmonique de rang n ».)

Les fréquences v, obtenues, inverses des périodes des fonctions ¢ > sin(“7%t), sont les

multiples de la « fréquence fondamentale » 11 = 57 = % T%'

Des notes de fréquences v et 2v sonnent de la méme maniére a 'oreille.

Cas de la guitare

On lache le point de la corde d’abscisse a a la hauteur h sans vitesse initiale :
=0 et ¢ estaffine sur [0,a] et [a, L] avec p(0) = p(L) =0 et p(a) = h.

o0
On obtient : f(x,t) = Zl a(z—ha)n% 7 sin(#£*) sin(*£*) cos(#F41)
n=

On a: b,(p) = /;) [(JL p(t)sin(“L)dt = £ [ L sin(28L) dt + 2 ['L ]'(ILf(I Lo (t) sin("F
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Les intensités décroissent rapidement, sans harmonique paire lorsque a =

Nl

La 5° corde de la guitare, du La; de fréquence fondamentale 110 Hz, se régle a I’aide d’un
diapason (440 Hz) en modifiant la tension Ty. Pour obtenir la gamme tempérée, Do Doff Ré
Réf Mi Fa Faff Sol Solf La Laff Si Do, dont les fréquences sont en progression géométrique
de raison V2, la k® frette (trait métallique ou s’appuie la corde) est placée a la distance
(1-27 )L du sillet de téte (barre en plastique qui supporte la corde en haut du manche).

La tierce majeure Dos Mis est quasiment formée d’harmoniques de Do car les rapports des
fréquences de Dos et Doy d’une part, et de Mis et Doy d’autre part, sont 4 et 22+4/12 — 5 )39... .

La tierce mineure Mis Solz est quasiment formée d’harmoniques de Doy car les rapports des fréquences
de Mis et Doy d’une part, et de Sols et Do; d’autre part, sont 2214/12 = 5 039... et 22t7/12 = 5 993... .

Il en résulte que la quinte Dos Sols est quasiment formée d’harmoniques de Doy, avec rapport jj
La gamme pythagoricienne définit autrement les notes, avec des fréquences dans ce rapport j); :

Fa Do Sol Ré La Mi Si Fag Dog Soli Rég Laf. Elle identifie la note Miff suivante avec le Fa qui se
trouve 7 octaves au-dessus du premier Fa, car le rapport de fréquences est (;/Z#u =1,013....



Cas du piano

On frappe la corde en position d’équilibre & plat sur une petite largeur [ a la vitesse v :
=0 et Yv=vl,,y oul<a<a+li<L.

nmTa )

On obtient, en approximant f Jrlsm("’”t) dt par Isin(“F%), ce qui conserve les fréquences :

o0
flx,t) ~ 13:& sin(7%) sin( %) sin(%7<t)
=

On a : b,,(l ') = %/(]Ll (/>Hlll(” s )(1/ % /~u+/ ” Hlll(” s >d/

Dans le cas de la corde du Lay de fréquence fondamentale 220 Hz (L = 0,715, w = 314,5,
a = 0,077 avec | = 0,01), on obtient un spectre qui ne contient pas ’harmonique n = 9.



