Complément : régles d’Abel (J-y D)

Lemme (« transformation d’Abel », immédiate et vue en TD)
Soient (up)n>1 €t (v5)n>1 des suites dans C. Pour p < ¢ dans N\{0}, on a :

q q—1

ST upvy = —upVpo1 + Y (Un — Uns1) Vi +ugVy o V= > v, pour n>0 (V5 =0).
= n=p 1<k<n

Proposition

Soient (uy),>1 une suite dans C et (v,),>1 une suite dans un espace de Banach complexe E.
(Dans la pratique, E sera : C ou %([a,b],C) ou ¥ (K,C) avec K compact de C.)

Sio | (1) un e 0 et (3 Jtngr — un|)n21 converge alors la série (Y unvn)n21 converge.
(i) la sulte ( vk) est bornée
k=1
Par exemple ) : — (i) est vérifié quand (un)n>1 est réelle décroissante et w, — 0;
N e’ n—-4oo
f. en bas d 1 A & —((_1\n
Cdeser; szfiese;ﬁiegfnéeescis (11) eSt Verlﬁe quand (Un>n21 - (( 1) )n21 N
DEMONSTRATION
q
Soient p < g dans N. D’aprés le lemme, on a : || > unvp (\u,,\ + Z [tn, — Unt1] + ‘“Q‘) sup Z Vke
n=p n=p n>1
L’hypothése (i) et le critére de Cauchy assurent que : |up| + Z |un — Unt1| + |ugl — 0.

n=p p<q et p—+oco

Le critére de Cauchy (condition suffisante de convergence maintenant) permet d’en déduire que (Z ’u,n/l)n)n>l converge. [

Lemme (« deuxiéme formule de la moyenne » )
Soient f : [a,b] — R positive décroissante et ¢ : [a,b] — R intégrable (a < b).

b 3
Il existe & € [a, b] tel qu’on ait : / f(z)g(x)dr = f(a™) / g(x) dx.

DEMONSTRATION
n
o On traite d’abord le cas ou f est de la forme f= > oy ]1[ iy avec a1 > > ap >0 et a=ao < - <ap,=>b
=1
On introduit 'application continue G : z € [a,b] — [ g(t)dt. On pose m = m[ln](;( r) et M = nl[ax] G(z).
z€la,b xz€la,b
On utilise le premier lemme avec V; = G(a;) : [ f(a Ndr = Z i f:"i lg(a;) dz = > (i — aig1) Glai) + an Glan).

i=1 i=1
Il en résulte que /: f(z)g(z)dz €[arm, a1 M] ot a1 = f(a4). Le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure.
o Dans le cas général, on a 0< f(x) < f(a4+) quand = € ]a,b]. On note (fn)n>1la suite définie via les k € {0,...,n—1} pdl’
falw) = B f(a*) si £f(a%) < f(@) SELf(a®), ful@) =0 si f(z) =0 et fu(a) = f(a). Donc |fu(z) - f(a)] < L&,
Par le premier cas, il existe une suite (£,)n>0 dans [a, b] telle que : /”b fo(z)g(z)dz = f( at jg” g(z)dz pour n > ()
On extrait de (§n)n>0 une suite (&, )r>0 convergente dans [a, b], de limite £&. Donc [ >"kg(a )dz ij /f (z)dz.

Par le théoréme de convergence dominée, on a aussi / Jrp (z) g(x) dz T) \ /”b f(x) g(x)dx. D’ou le résultat. |
Proposition ¢+
Soient f,g:[a, b = R avec —oc0 < a < b < +00. ,
Si|@i) f(x) v 0 et f décroit alors I'intégrale / f(z) g(x)dx converge.
a
(i) g € f““([a b)) et »—>/ t) dt est bornée
DEMONSTRATION
Soient a < a < f < b. D’aprés le lemme, on a : f flx ) dx| < f(a™) sup [ g(t)dt| <2 f(a™t) sup f g(t) dt|.
a<ilp a<z<b
Le membre de droite de cette inégalité pouvant étre rendu arbitrairement petit en réalisant une condition de la forme o > A,
il résulte du critére de Cauchy que l'intégrale généralisée f: f(x) g(x)dx converge pour la borne b. |
3
(¥) Soient (uy,)n>0 une suite décroissante de limite nulle dans R* et S, := > (—1)*uy. On a : (Sart1)k>0 croit,
k=0
(Sak)k>0 décroit, et Sg;H_l—Sgkk—) 0. Donc (Sp)n>0 & une limite S € R et Sap41 < S < Soi pour k > 0. De plus :
=0 e >
R, := > (=1)*uy est dusignede (—1)" 1w, 1 (S—Ropy1 <S<S—Rap) et [Ry| = |S —Su| < |Sns1—Sn| = [tni1]-
k=n+1

(¥x) Quand f est de classe C! et g est continue, cette proposition découlerait d'une intégration par parties.



