Théoréme de Schwarz (J-y D)

Dans ce complément, je recopie une version du théoréme de Schwarz et sa démonstration (mo-

difiée en suivant une idée de la démonstration de Xavier Blanc écrite dans son polycopié en 2014).

Référence : paragraphe 1 de la section 8.2.3 du volume 3 du Cours de mathématiques de
E. Ramis, C. Deschamps, J. Odoux [51 L. RAM]J.

Proposition (« théoréme de Schwarz »)

Soient E et F' des R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
On considére une application différentiable f: U — F eta€U.

ouvert de E

On suppose que d%f(a) est définie. Pour tous h,k € E, on a :
(d*f(a) - ) -k = (d*f(a) k) - h.

DEMONSTRATION

On se donne h, k € E.
df(a+u)—df(a)—d? f(a)u 0.

HU” u—0

u#0

Par définition de la différentielle, on a :
Soit € > 0. Il existe donc o > 0 tel que B(a, ) C U et :
|df(a+u) —df(a) — d®f(a) - ul| < €||ul| deés que u € F vérifie 0 < |Jul| < a.
On va démontrer que : (%) |[[(d*f(a)-h) -k — (d*f(a) - k) - k|| < de(||h]] + ||k]|)*
En faisant ensuite tendre € vers 07, on en déduira le résultat.
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I'inégalité () on peut méme supposer — et on suppose — que : 0 < ||h|| < § et 0 < k| < §.

On introduit : D(h, k) := f(a+h+k) — f(a+h) — fla+ k) + f(a).

Compte tenu de l'inégalité triangulaire, I'inégalité () découlera de l'inégalité suivante (qu’on

On peut supposer que h # 0 et k # 0. Quitte a remplacer (h, k) par ( ]‘

TRl ), pour démontrer

appliquerait telle qu’elle puis en échangeant les roles de h et de k), qu’il reste a démontrer :

(k) [ID(h, k) = (d*f(a) - k) - Bl < 2e(|[A]] + 1)) [|1A]]-
On pose ¢(z) = f(x+ k) — f(z) — (d*f(a) - k) -« pour z € B(a, ).

On applique l'inégalité des accroissements finis a ¢ entre a et a + h :

|D(h, k) = (d*f(a) - k) - bl = llp(a + h) — ¢(a)]| < sup |[dp(a + th)[| 7]

ou pour chaque t € [0,1] on a :
|de(a+th)||= ||df(a+th+k)—df(a+th) —d*f(a) - k|
< ||df(a+th+k)—df(a) —d2f(a) - (th+ k)| + ||df(a+th) —df(a) — d*f(a) - (th)]|
< elfth + k|| +ellthll < 2e(iAll + [[E])-

Cela permet d’obtenir 1"inégalité (*). O
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