Suites de fonctions différentiables (J-y D)

Voici un résultat qui généralise le théoréme « convergence uniforme et dérivabilité » de L2.

On fixe des R-espaces vectoriels normés F et F' de dimension finie (par exemple £ = R? et F' = RY).

Proposition 1 (« convergence uniforme + différentiabilité » )

Soient f,: U — F, n €N, des applications vérifiant :

ouvert convexe de E

(i) il existe zg € U tel que la suite (f,(z0)) _, converge;

n>0
(ii) les applications f,, n € N sont différentiables ;
(iii) la suite (Df,),>0 converge uniformément.

Alors (fy)n>0 converge uniformément sur toute partie bornée B de U, vers une fonction diffé-

rentiable f telle que : Df(z)-h = ( liIJ’I_l Dfn(a:)) -h = liril (Dfu(z)-h) pourx € U et h € E.

DEMONSTRATION

On se donne une partie bornée B de U. On va d’abord démontrer que la suite (f,,),>0 converge
uniformément sur B. Comme F est complet, I’ensemble F? des applications de B dans F est
complet pour la distance d,, de la convergence uniforme. Il suffit donc de vérifier que (f,,),>0 est de
Cauchy pour la convergence uniforme. Pour cela on relie les valeurs prises par f, avec f,(xo).

Soit € > 0. Pour x € B et p > g dans N, on a :

1fp(x) = Jo(@)] < [[(fp = fo) (@) = (fp = f) (o)l + [[fp(x0) = fo(o) |

puis d’aprés I'inégalité des accroissements finis et par convexité de U :

1(fp=fo) (@) = (fpy=fa) (o)l < [IDf, — quH H:z,- — of| < [[Dfy = Dfell K ot K := supljb]|+ o]
DE

On choisit @ € N tel que : ||Df, — quH s et | folzo) — fo(xo)|| < 5 dés quep>q> Q.

Ainsi = sup,epl (1) — o) € 5+ 5 <€ desquep> g > Q.

Par conséquent, la suite (f,),>0 converge unlformement sur toute partie bornée de U.

N |™

Pour tout € U, on note : f(z) = hr}}l fn(x) (cf. le cas on B = {z}) et g(z) = lir}rq Df,(x).
n—-—+0o0 n—-—+0oo
Il reste a démontrer que f est différentiable en tout a € U et D f(a)=g(a)=(h — lir}r'l (Dfn(a)-h)).
n—-+0o0
Soit € > 0. Pour h € E\{0} tel quea+h €U et g €N, on a:

U1t~ f=otarhl < I Upmfer) =S @l Ufseett)=fy@) DI ] . [OA)-glw)h],
h — h h h

Or I'inégalité des accroissements finis donne : ||(f, — fo)(a + h) — (f, — fo)(a)|| < [[Df, — Dfgll IIA]l-

I en résulte que : (%) ||f(a+h)*l{‘éﬁ)fg(a)-h\\ <lg - quHoc + qu(r1f+h)—fﬁ§:h)—qu(a Al IDf, — gHoo

On choisit () € N tel que : ||g —Df,|| < 5 dés que ¢ > Q.
|| fq (a+h)—fq(a)—Dfq(a >h|]
lIAll

Ainsi, on obtient a partir de l'inégalité (%) : ||4f(“+’1)*|4‘f}§||>*«( DAl o des que HhH < a.

On en conclut que f est différentiable en a et Df(a) = g(a).

On prend maintenant ¢ = @) et choisit a>0 tel que : 5 des que [|A]| < a.

Pour terminer, on remarque que I’application linéaire [ — [(h) de Z(E, F') dans F est continue.
Dou: Df(a)-h=g(a)-h=( lir}rl Df.(a))(h) = lim (Df,,( )(h)) pour tout h € E. O
n——+0oo n—-+



résultat qui sera utilisé apreés le cours sur les fonctions holomorphes

\

Proposition 2 (« différentiation d'une intégrale dépendant d’un paramétre »)

On se donne un espace mesuré (T, 7, v), N € N et des applications f;: Q — C, teT.

ouvert de RV

On suppose que | (1) fi est différentiable sur €2 pour p-presque tout ¢ € T';
ii) Papplication ¢+ f;(z) appartient a pour tout z € Q;
ii) l'application ¢ tient & 23 (u tout ;™
(iii) il existe g € L3 (u) tel que Sug IDfe(x)|| < g(t) p-p. p..
TE

Alors | application F: z — [ f;(x)du(t) est différentiable sur ;
z)-h = [, Dfy(x)-h du(t) pour tous z € Q et h € RY.

~~
défini

DEMONSTRATION (idée)

Soit @ € Q. On se donne h, — 0 dans RY avec h,, # 0 et la,a+ h,] CQ pourn >0.0na:

n—s-+o0o o

Fla+ h,) — — [.D -h,, d hy) i — Dfi(a)-h,
(a + hn) (@) = J3 Dfi(a)-hn dpslt / fila+ hy) — fi(a) fi(a)-hy, du(t) — 0 car
i ; ' H]ln‘]’:) i ; thH n—-+00
filat ) = ]‘;(a|)’ — Dfi(a)-f < sup ||[Dfi(a+ 6h,) —Dfi(a)| pour p-presque tout t € T. O
In 0<6<1

Proposition 3 (« holomorphie d'une intégrale dépendant d'un paramétre »)
On reprend les données de la proposition 2 avec pour € un ouvert de C = R2.
On suppose que | (i) f; est holomorphe sur € pour p-presque tout t € T';
(ii) Papplication ¢+ fi(z) est mesurable pour tout z € Q;
(iii) il existe g € L3 (u) tel que sup|fi(2)| < g(t) p-p. p..
Alors l’application F:z— fT fi(z)du(t) est holomoii)?le sur €2
FM (2 fT ™z ) pour tous n € N et z € Q.

v
défini

DEMONSTRATION (idée)

On rappelle qu'une application f: 2 — C est holomorphe si et seulement si elle est différen-
tiable et 'application D f(z) est C-linéaire pour tout z € Q (équation de Cauchy-Riemann).

Dans ce cas, pour tout z € {2 on dispose d'un unique f’(z) € C tel que Df(z): h € C+— f'(2)h.
Soion‘r a€c€Qetr > 0 tels que B(a, r) C Q. Toute fonction holomorphe f: ) — C vérifie :

f'(z) = 7 |. ATy pour tout z € B(a r) (cf. Panalycité des fonctions holomorphes).
B 21/\ { (L T“ + ‘/

(u—z 2
= |. 1 (e 9b)  presque partout
271' JE(a,r)t (u— ”)) )2 p-presque partout.

Dou: sup |[f/(2)|= sup
2€B(a,3) 2€B(a,3)

Ainsi, la famille (f/ | B(a,: ),LGT vérifie une hypothéses analogue a (iii) qui porte sur (f;)ier.

du| < %XQ/TI’X
17T

—

On applique la 1,)1(,)1)051‘51()1’1 2 sur l'ouvert B(a, 5) contenant z := a, puis fait une récurrence. O

() Lorsque Q est convexe et z € 2, 'inégalité des accroissements finis permet de remplacer la condition (ii) par la

condition suivante : « Papplication ¢+ fi(z) est mesurable pour tout = € Q et t — fi(z¢) appartient & L () »



