11) On considére la suite (v,) déterminée par :
=2 et VneN vn+1:1+%.
a) Etudier la fonction f: >0 — 1+ 1.
En déduire que pour tout n € N, v, est défini et % <o, <2
b) Montrer que : ¥Vn >1 |vp41 — vp| < % |v, — Vp—1]-
c) Montrer que la fonction f o f est croissante sur I'intervalle ]0, +o00[; en déduire que les suites (vap)p>0 €t (vap+1)p>0 sont adjacentes; calculer leur limite

commune 7.

d) Montrer quon a: Vn>1 |vq —7r| < & g |vn — 7[; quelle valeur suffit-il de donner & I'entier n pour avoir |v, —r| < ﬁ ?

DEMONSTRATION Ainsi les suites (vap)p>0 €t (vop+1)p>0 sont adjacentes.

a) L’application f est dérivable et f'(z) = —;12 < 0 pour tout x > 0. On note 7 € R leur limite commune.
De plus f(z) — 4o et f(x) — 1 Vu que vg), > 2 pour tout p > 0 on obtient r > 3 5 > 0 a la limite.
r—0t T——+00 '

On récapitule : v = 14— pour tout p > 0. A la limite : 7 =1+ donc
L’application f est donc strictement décroissante de 400 a 1. P RN ”21’ P p= "

o 2 _p_1= i 1-v5 1+v56 _ 146
Or: f(3)=35¢€[3,2 et f(2)=3€[5,2. Don f([3,2) € [5.2]. r*—r—1=0 puis re€ {757, =57} avecr >0, enfin 7= o
La condition initiale vg = 2 € [3, 2] permet donc de définir (v,)nen (construc- En conclusion : les suites (vzp)p>0 et (vap41)p>0 convergent vers 472
tion de suite récurrente) avec 5 < v, < 2 pour tout n > 0. (On pourrait en déduire que (vy,),>0 converge vers 1+‘[ , cf. aussi d)).
b) Soit n > 1. D’aprés a), on a v, > 3 et v,_1 > 3, donc : d) On a vu dans la démonstration du ¢) que r > 3 et f(r) =
[Unt1 — vn| = | f(vn)— f(vn— 1)|_Evn 1‘% - ‘ < (g) U — V1 Soit n > 1. D’apreés a),onavill_?,dolnc. o )
puis  [vp41 — vpf < %|Un — Vp—1]. [Un+1 — 1| = |f(vn) = f(r)| = P ﬁ‘ < (g) [vn — 7| =g |vn — 7l

On en déduit que pour tout n > 1 on a :

[on = 7] < §lon—1 =7 < (5 )2!vn 2 =7 << (5)" fvo — 7.

Pour obtenir [v, — 7| < 1555, il suffit donc d’avoir (%)”| — 7 < 155
Or on a vg,r € [3,2], ce qui donne (3)"|vg — r| < ( Hr i < (H)mHL
Finalement, comme 2!° = 1024, on a : |v, — 7| < 1000 dés que n > 9.

¢) D’aprés a), Papplication f décroit et f(]0,4+o00[) CJ0, 400l
Ainsi :si 0 <z <y, alors 0 < f(y) < f(x), alors 0 < f(f(x)) < f(f(y))-
Cela montre que f o f est croissante.
D’aprés a), on a: (*) w2 <wg (car vy = 2).
On a donc, en appliquant (f o f)" : vy(,41) < v2, pour tout n > 0.
La suite (vgp)p>0 est donc décroissante.
En appliquant f de part et d’autre de (%), on a aussi : (%*) v3 > vy.
On a donc, en appliquant (f o f)" : vamy1)41 = Vant1 pour tout n > 0.
La suite (v2p4+1)p>0 est donc croissante.
Par ailleurs, d’aprés b) on a (avec une récurrence cachée par les points de
suspension) pour tout n>1:
‘Un_vn 1‘ < 9 |Un 1= Un— 2| < ( ) |'Un 2~ Un— 3| << ( )n 1|U1_U0‘
On en déduit 'inégalité |vopy1 — vgy| < (3)% |v1 — vo| pour tout p > 0, ce

qu1 montre que vop41 — V2p — 0.
p—+00




