12) Soit (un)n>1 une suite réelle. On considére la suite « de Cesaro » (¢p)p>1 définie par
Cp = u1+...+un.

Montrer que si lim u, = £ avec £ € R, alors lim ¢, = /. "
n—00 n—00
Indication : commencer par £ = 0.
Cas { € {—o00,+00} 7
DEMONSTRATION e On se place dans le cas o £ = +00. Soit A > 0.
e On se place ici dans le cas ot £ = 0. Soit € > 0. Par hypothése, on a : u, njw +00.
Dans l'expression de ¢,, on est capable de controler le comportement de uy, | I existe donc N > 1 tel que :  up, > 2A désquen > N.

pour « k assez grand ». Le nombre fini de termes restants ne posera pas de ] On a donc, pour tout n > N :
probléme car on le divise par n... > wtetun-1 | uytedun o Wt duN-1 2(n—N+1)A

C
no=— n n = n n

Par hypothése, on a : u, — 0.

Ao Par ailleurs, a N fixé, on a : u1+"':uN’1 + 2("_]Z+1)A — 2A.
Il existe donc N > 1 tel que :  |u,| < § dés quen > N e
On o d - q> N nhs 2 4 = Il existe M > 1 tel que : ‘uﬁ'“:uN*l + 2(”_];[“)‘4 —2A| < A désquen > M.
n a donc, pour tout n > N : o _
len| = Wit n 1 n UN+--~+'U«n‘ En particulier : 24 — A < u1+"':uN_l 4 2An JZH)A des que n > M.
nl = n n
< ‘u1+...+uN_1 ‘ o el tun| ‘u1+...+uN_1 | i ng Finalement : ¢, > A. dés que n > max(M, N).
: . ) tun ela montre que : ¢, — +oo.
Par ailleurs, & N fixé, on a : “r=tUN=1 o d " n—too
n n—s+o00
Il existe donc M > 1 tel que : %‘ <5 désquen > M. e On se place dans le cas on £ = —oo. On pose : u), = —u,, pour n > 1.
: . C e uwtedtuy /
Finalement : |c,| < ’%‘ + § <e. dés que n > max(M, N). On constate que : ¢, = —=— avee Uy +00.
Cela montre que : ¢, —> 0 L’étude du cas «/ = 400 » permet d’en déduire que : ¢, — —o0.
- tn 50 . n—-+oo

e On se place dans le cas ou ¢ € R. On pose : u], = u, — ¢ pour n > 1.

L l)+... i h !
a0+t th) _ wdedtn g gyee u, — 0.
n n n—-+00

On constate que : ¢, =

L’étude du cas «f£ = 0 » permet d’en déduire que : ¢, — /.
n——+00




