19) Soit f,g les applications de [0,1] dans R telles que :  f(0) =0, f(z) = |sin 1| et ¢(0)=0,g(x)=1

a) Calculer les limites de f et g en 0.

b) Montrer que g o f est une application bien définie de [0, 1] dans R.

Trouver deux suites (uy,), (v,) dans U'intervalle 0, 1] telles que :

lim u, = lim v, =0 et
n—oo n—oo

La fonction g o f admet-elle une limite en 07 ?
c) Relire dans le cours le théoréme sur les limites de fonctions composées.

Quelle hypothése de ce théoréme est ici en défaut ?

DEMONSTRATION

a) Pour tout x € [0,1], ona: 0 < f(z) < z.
Donc : f(z) — 0 par le théoréme des gendarmes.
z—0

Pour tout € ]0,1], ona: g(z) =1. D’ou: g(z) — 1.

xz—0t
b) Pour tout « € [0,1], ona: 0 < f(z) < 1.
Donc : f([0,1]) € [0,1] puis go f:[0,1] — R.
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On constate que nh_)rglo 5 = nh—>Holo pr 0 avec 5, STt T €]0,1].

)
1

T 1s 1 T a . 1 _ _
Mais nlgglc(g o 5m) = nlgISOO =0et nlggo(g o f)(rn_%) nlgl;ol 1.
Ainsi (g o f)(z) n’a donc pas de limite quand x — 0.

¢) Rappel
Soient g: E — R et f: D — R telle que f(D)C E.

partie de R partie de R

Si f(x) H@Jrk € R avec f(z) > kpourz € Det g(y) — | € RU{—00,+00},

y—kt
alors g(f(z)) — L
z—0*t

L’hypothése manquante ici est : « f(x) > 0 pour tout x € [0, 1] ».

Jim (g0 f)(un) # lim (go f)(vn).

pour tout x € [0, 1].



