15) Résoudre I'équation (H)

y" +1y —2y =0 d’inconnue y: R — R deux fois dérivable.

Indication : fixer r € R tel que ypg: x — €™ est solution de (H), puis poser z:=y1_1,1 yet u:=2z"

DEMONSTRATION

e On commence par choisir un réel r qui convienne. On a avec yg(x) := e :
Yty —2yr =0 <= (Vo eR (r?+r—2) &* =0) < r?+r—-2=0.
£0
On prend par exemple r = 1, ce qui donne : yg(x) =e” pour tout x € R.
e Ensuite, on poursuit le calcul en posant y = yg 2z ol z := yl_il y: R— R
est dérivable et en utilisant le fait que yy vérifie (H). On obtient :
v = yyz+yns pus v' = v 242y 2 +yu 2" donc
y'+y —2y=0 <= (Yh +yu —2yn) 2+ 2yy +yn)? +yn 2" =0.
0
On pose u:=2" et poursuit le calcul en obtenant u puis sa primitive z :
Yy +y -2y =0 < u’:—(2z—g—|—1)u — v =-3u
< (ANeR VreR u(r)=re %)
— (GA\peER VzeR z(z)= —%e_?’x + 1)
— (G\peER VzeR y(x)=e" (—%e_?’x + ).

Quitte & renommer la constante —% en A, on en déduit que :

les solutions de (H) sont les applications @ — Ae™2% + pe® ou A\, u € R.

Remarque

Soient a,b € R. On note r; et ry les racines de X2 + aX + b dans C.

Plus généralement, on obtient de méme que 'équation (H) y”+ay’+by =0
d’inconnue y: R — R deux fois dérivable a pour solutions :
— x> AT+ pe® ou A\, u € R, quand ri,me € Ret ry # 1o
— x> e+ pxe™® ou A\, u€R, quand ri,ro € R et ry =1y
— x> Xe* cos(fz)+ pe*® sin(fxr) ou A\, u € R, quand r; € C\R et ro =77,
on posant 1y = a4+ i avec «, 8 € R.

Dans le dernier cas, il faut d’abord chercher les solutions y: R — C deux
fois dérivables de (H) puis parmi elles trouver les solutions a valeurs réelles.

Résumé de cours sur les équations différentielles
On se donne un intervalle ouvert non-vide I et a,b € K avec K =R ou C.
On cherche a résoudre une équation différentielle (L) : y” + ay’ + by = ¢(x)
d’inconnue y: I — K deux fois dérivable, ot ¢: I — K est continue.
L’ équation homogene associée a (L) est (H) :y" +ay +by=0.On a :
‘ {solutions de (L)} = {solutions de (H)} + yp ‘ ou yp: I — K vérifie (L).
Définition
L'équation caractéristique associée a (H) est I'équation 72 4 ar +b = 0
d’inconnue r € C. Il s’agit de la condition nécessaire et suffisante pour que
x +— €' soit solution de (H) sur C.

Proposition
On note rq et r9 les solutions dans C de son équation caractéristique.
(a) Les solutions de (H) sont les applications Ay + ut) avec A\, p € K, ou :
. ToT 1
“sirm €K ¢ pla) = e et wla) = {on S, ST
ol . — (6 %y — QAT 3 S — 3 —
sinon : p(xz) = e** cos(fz) et Y(x) = e** sin(Sx) ou a+ 1€ et rg = 77.

g R R
(b) Soient P € C[X]\{0} de degré d et ~ € C. L’équation différentielle

(L) :y" +ay’ + by = P(x)e’™ a une solution (unique) yp : z +— Q(z)x™e’®
ou 0 si~y & {ri,ra2}

avec @ € C[X]\{0} de degré d et m= 1siye {r,ra}etr #r.
ou 2 siy=r1=rg

Exemple

On considére (L) :y” —y =e", ony: R — R est deux fois dérivable.

e Solutions de I’équation homogene (H):y” —y =07

Equation caractéristique : 72 —1=0. On pose : 1 = 1 et ry = —1.

Les solutions de (H) sont les applications y : R — R avec \, i € R.

o Solution particuliére de (L) ? Ty Aet+pue™

Ici P=1avecd=0,et,y=1avec m = 1. En posant y(x) =axe’, on a:
m
y'—y=e" < VreR 2ae” =¢e". R
On choisit donc o = £ et obtient la solution yp : z — Ze” de (L).

o Les solutions de (L) sont donc: y: R — R
T Ae” +pe " + get

avec A\, € R.



