9) Soit g : R — R une fonction continue telle que : lim g(x) =400 et lim g(x)= +oo.
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a) Montrer qu’il existe un segment [a,b], avec a < 0 < b, tel que : x ¢ la,b] = g(x) > g(0).
b) Montrer qu’il existe zo € R tel que :  g(xg) = miﬁ g(x).
T

DEMONSTRATION

a) On a: g(x) oo too donc pour tout A > 0, il existe a > 0 tel que :
gx) > A dés que xz < —a.

Ona: g(z) x_joo 400 donc pour tout A > 0, il existe o > 0 tel que :
g(x) > A dés que x > a.

En choisissant A = |g(0)| + 1, on constate qu’il existe a < 0 (—« associé a la
premiére limite) et b > 0 (« associé a la seconde limite) tels que :
g(x) > ¢(0) désquex<a et g(x) > g(0) deés que x > b.

Ainsi a <b etona: g(x) > g(0) pour tout x € R\[a,b]

b) On se donne un segment [a,b] comme au a).

D’aprés un théoréme relatif & I'image continue d’un segment, il existe zg €
[a, b] tel que g(z) > g(x¢) pour tout x € [a,b]. En particulier g(0) > g(z).

D’aprés a), pour tout x € R\[a,b], on a : g(x) > g(0) > g(xo).
Par conséquent, on a : g(z) > g(zg) pour tout = € R.

Cela s’écrit :  g(zp) = min g(z).
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