Espaces vectoriels : a retenir (J-Y D)

On se donne un espace vectoriel E sur un corps commutatif K.
(Par exemple : K=R ou K=C ou K=Q.)

Définition

On dit qu'une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de F si :
(i) 0eF,
(i) pour tous a, f € Ket v,w € F,ona «av+ fwé€EF.

Définition-Proposition
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Onnote: F+G:={v+w;veFetweG}.

On dit que F' et G sont supplémentaires dans F (ce qui s’écrit E = F @ G) s'ils vérifient
I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

(i) pour tout u € E, il existe v € F et w € G uniques’ tels que u=v +w ;
(i) E=F+G et FNG={0}.

Définition
(a) Droite de E : un ensemble D = {sv}scx avec v € E \{0}. v et w roncolinéaires »
Plan de E : un ensemble P = {sv + tw}s ek avec u,v € B, v#0 et w ¢ {sv}sck.

(b) Hyperplan de E : un sous-espace vectoriel H de E qui a pour supplémentaire une droite.

Définition

Soient vy,...,v, € .

(a) On dit que la famille (vy,...,vp,) est libre si pour tous ai,...,op €K, on a:
arv+ -+ apr,=0 = a=-a,=0.

(b) On dit que la famille (vi,...,vp) est génératrice de E si pour tout v € E, il existe
at,...,op €K tels que : v=aqv1+ -+ apvp.

Définition-Proposition
On dit qu'une famille finie & = (vy,...,v,) de vecteurs de E est une base de E si elle vérifie
I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :
(i) (v1,...,vp) est libre, et génératrice de E;
(ii) pour tout v € E il existe (ai,...,a,) € KP unique tel que v = oqvi + -+ apvp. o
Dans ce cas aq,...,a, € K s’appellent les coordonnées de v suivant %8. On notera : z;g a .
Théoréme (« théoréme de la base incompléte »)

On suppose que F a une famille génératrice finie (g1, ..., g )-
Toute famille libre (hq,...,h;) de E se compléte a l'aide de certains vecteurs parmi g, ..., gk
en une base (e, ...,e,) de E.

Corollaire
On suppose que F a une famille génératrice finie.
(a) On a : F a une base finie (ey, ..., e,). Les autres bases de E ont n vecteurs.

(b) Toute famille libre de E a au plus n vecteurs;
quand elle a n vecteurs, c¢’est une base de FE.

(c) Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs ;
quand elle a n vecteurs, c’est une base de E.

1. Comme d’habitude il faut interpréter “il existe v € F et w € G uniques” par “il existe (v, w) € FXG unique”.



Définition-Proposition
(a) On suppose que F est de dimension finie (c’est-a-dire que E a une base finie).

Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est noté dim E.

(b) Soient vy, ...,v, € E. On pose : Vect(vy, ..., vp) 1= {ozl v+ apUp; o, e, € K}.
On a : Vect(vy, ..., vp) est de dimension finie. On note rg(v1, ...,vp) := dim Vect(vy, ..., vp).

Proposition
(a) L’espace vectoriel K" admet la base (eq,...,e,), dite canonique, déterminée par :
e1:=(1,0,...,0), e :=(0,1,0,..,0), ..., en:=(0,...,0,1).

En particulier dimK"™ =n
(b) L’espace vectoriel Ky [X] a pour base (1,X,..., X).
En particulier dimKy[X] = N + 1.

Proposition
On suppose E de dimension finie.

(a) Tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie avec dim F' < dim E.
De plus, si dim F' = dim F, alors F' = E.

(b) Les droites de E sont les sous-espaces vectoriels de E' de dimension 1.

Les plans de E sont les sous-espaces vectoriels de E' de dimension 2.

Les hyperplans de F sont les sous-espaces vectoriels de E' de dimension dim £ — 1.

Proposition
On suppose que F a une base finie % = (eq,...,e,).
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par la méthode de Gauss, avec dj # 0, ..., d, # 0.

Ona: rg(vi,..,vp) =7 « calcul du rang par la méthode de Gauss ».2

Proposition
Soient vy, ...,vp € E. On pose : r =rg(v1,...,p).
(a) La famille (v1,...,vp) est libre si et seulement si r = p.

(b) On suppose E de dimension finie, notée n.
La famille (vy,...,vp,) est génératrice de E si et seulement si 7 = n.

Proposition
On suppose que E est de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F,
(v1,...,vp) une base de F et (wy,...,wq) une base de G.

(a) La famille (v1, ..., vp, w1, ..., wy) engendre F' + G.

(b) E=F &G si et seulement si (vy, ..., vp, w1, ..., w,) est une base de E.
(¢)Ona: dim(F+ G) +dim(FNG) =dim F 4+ dimG.

En particulier, si £ = F & G, alors dim E = dim F'+ dim G.

2. On note ji, ..., jr les ordres des colonnes contenant les termes di, ..., d, mis en évidence dans A
On obtient rg(vj,,...,v;.) = r par le résultat précédent en rayant a chaque étape les colonnes autres que
celles d’ordres ji, ..., jr. Ainsi (vj,, ..., v;,.) engendre un sous-espace vectoriel de dimension r dans I’espace vectoriel

Vect(v1, ..., vr) de dimension r. Il en résulte que la famille (vj,, ..., v;,.) est une base de Vect(vs, ..., vp).



