Applications linéaires et matrices : a retenir (J-Y D)

On se donne des espaces vectoriels E, F', G sur un corps commutatif K.

Définition
On dit qu’une application f: E — F est linéaire si :
flav+ pw)=af(v)+ 6 f(w) pour tous o, f € Ket v,w € E. « [ensemble noté Hom (2, )]

On appelle plus précisément :
— forme linéaire sur E une application linéaire de F dans K;
— endomorphisme de [’espace vectoriel E une application linéaire de F dans FE;
— 1somorphisme d’espaces vectoriels de E& sur F' une bijection linéaire de E sur F';
— automorphisme de [’espace vectoriel E une bijection linéaire de E sur F.

Proposition
(a) Soient A un ensemble et £ un K-espace vectoriel.

L’ensemble, noté V4, des applications de A dans V, muni des lois déterminées par

f+g9g: A— V et axf:A— V
va va oz e f(x) 4 g(z) N e a(f(x))
est un K-espace vectoriel, avec Opa: A — V.
z+— 0

(b) L’ensemble, noté Hom(FE, F'), des applications linéaires de E dans F est un sous-espace
vectoriel de F'E. On pose End(FE) := Hom(E,E) et E* :=Hom(FE,K).

Proposition

(a) La composée de deux applications linéaires et la réciproque d’une application linéaire
bijective, sont linéaires.

(b) On suppose que E est de dimension finie, de base (v1, ..., v,).

Pour tous wy,...,w, € F, il existe f : E — F linéaire unique telle que :

f(v1) =wy et ...et f(v,) = wy.
Dans ce cas : f est bijective si et seulement si (wy, ..., w,) est une base de F.
(c¢) On suppose que E ou F' est de dimension finie.

Les espaces vectoriels F et F' sont isomorphes si et seulement si ils sont tous deux de dimension
finie et leurs dimensions sont égales.

Définition-Proposition
Soit f: E— F linéaire.
(a) Le noyau de f est le sous-espace vectoriel suivant de E :
Ker f:={ve E| f(v) =0}.
On a : f est injective si et seulement si Ker f = {0}.
(b) L’image de (I'application) f est le sous-espace vectoriel suivant de F :
Imf:={weF|FweFE fv)=w}
On a (clair) : f est surjective si et seulement si Im f = F.
De plus : si E = Vect(vy, ..., v,), alors Im f = Vect (f(v1), ..., f(vp)).
(c) On suppose que F ou F' est de dimension finie.
On note : rg f := dimIm f.
Ainsi, si E = Vect(vy, ...,vp), alors 1g f =r1g (f(v1), ..., f(v)).



Théoréme (« formule du rang »)

Soit f: E'— F linéaire. On suppose E de dimension finie.
On a: dimKer f + dimIm f =dim_FE .

espace de départ

Corollaire

Soit f: EF — FE linéaire avec F de dimension finie. « [meme ospace de départ et d’arrivée]
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est injective; (ii) f est surjective; (iii) f est bijective.

Définition-Proposition

(a) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

La projection p de E sur F' paralléelement a G et la symétrie s de E par rapport a F paralléle-
ment ¢ G sont les endomorphismes de £ déterminés par :

p(u) :==v et s(u):=v—w pourtoutu=v+wé€ Eavecve FetwedG

(b) Soit f € End(FE). Il existe une décomposition £ = F @ G telle que f soit la projection de
E sur F paralléelement a G si et seulement si fof= f;danscecas: F=Imf et G=Kerf.

On suppose, uniquement pour la caractérisation des symétries qui suit, que 1+1 # 0 dans K...
Il existe une décomposition £ = F & G telle que f soit la symétrie de E par rapport a F
parallélement & G si et seulement si fo f =id; dans ce cas : ' = Ker(f —id) et G = Ker(f +1id).

On suppose maintenant que E, F, G sont de dimension finie.

On fize des bases B = (vy,...,v,) de E, € = (w,...,w,) de F, et I de G.

Définition-Proposition

Soit f une application linéaire de E dans F. foofe - f)/e
(a) La matrice de f dans les bases # et € est :  Maty o f = H . H
(b) Il s’agit de I'unique matrice A a n lignes et p colonnes vérifiant :
Z1 Y1 n 21
frv | —w|: ou Cl=A0:
/7 Lp /e Yn Yn Tp

(c) Elle vérifie : rg (A) =rg(f), ourg(A) est l'entier r qui apparait dans la méthode de Gauss.

Définition-Proposition
(a) L’ensemble M,, ,(K) := Kib--nb{L--P} des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients
dans K est un K-espace vectoriel de dimension np.

(b) L’application Hom(E,F) — M, ,(K) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

f — Dﬁaf@gf
Donc Hom(E, F') est de dimension finie et dim Hom(F, F') = (dim E)(dim F).

(c) Soient f: E— F et g: F'— G deux applications linéaires. On a :
Matzo(go f) = (Maty,o g) (Matze f).

De plus, f est bijective si et seulement si n =p et (Sﬁat%;g f ) est inversible, et dans ce cas :

-1
matﬁgg(ffl) = (Dﬁatﬂ%} f)



