16/05,2022 L3 Math

Université Paris Cité Fonctions holomorphes

Examen 1

Les exercices sont indépendants. Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits. L’épreuve dure 3 heures.

Exercice 1. On pose D = D(0,1) le disque ouvert de centre 0 de rayon 1. Une fonction ¢ : D — C est
dite unitaire si elle est holomorphe sur D continue sur D et de module 1 sur 0D.

1. Soit ¢ : D — C une fonction unitaire sans zéro. Montrer que \ | < 1 pour tout z € D. Conclure que
@ est constante.

2. Soit ¢ : D — C une fonction unitaire non constante. Prouver que ¢ a un nombre fini non-nul de zéros
et que |p| < 1 sur D.

3. Prouver que si a € D, alors ¢, :

4. Prouver que les fonctions unitaires sont, & une Constante multlplicative pres, les produits finis de fontions
de type @4 avec a € D.

5. Montrer que si ¢ est une fonction unitaire injective, alors elle est surjective et il existe ¢ € C, |¢| = 1,a € D
telle que p(2)

_ a
=012

Exercice 2. 1. Soit f(x) = Pour t € R, R € [0, 400], on pose

2+1)2

I(R,t) = / B’ £(Re'®)iRe® o,
0

Pour ¢ > 0 fixé, montrer que I(R,t) — 0 quand R — +o0.

f—i-oo 23 sin(tz)

2. Montrer que l'intégrale Q(t) RC s dx converge pour t € R. Calculer Q(t) pour t € R.

Exercice 3. Soit 7 le lacet dessiné ci-contre, parcouru une
fois dans le sens indiqué.
Déterminer en fonction de a, b et ¢ les intégrales suivantes :
1 f»y 22dz
(z—=0b)(z—d)
zdz

: fm

sin z
3.
f (z —a)?
Exercice 4. 1. Soit U un ouvert étoilé de C et f une fonction holomorphe et sans zéro sur U.

(a) Montre qu’il existe h € O(U) telle que b’ = f'/f sur U.

(b) Conclure qu’il existe g € O(U) telle que €9 = f.

(c) Sig1 € O(U) telle que e = f, alors il existe k € Z telle que g = g1 + 2mik sur U.

Soient A un ensemble discret et fermé de C et v € (N*)4. On voudrait montrer qu’il existe une fonction

entiére f telle que les zéros de f sont A et v,(f) = v(a) pour tout a € A. De plus les fonctions ayant
ces propriétés sont celles de la forme e/ f avec h entiére.

2. Démontrer le résultat ci-dessus quand ’ensemble A est fini.

Dans la suite, on suppose que A est infini et on ordonne ses éléments en une suite (ay)qen, telle que
|an| < lanta].
3. Montrer que lim,, |a,| = +o0.



. Pour n > 0, montrer qu’il existe un polynéme 7;, en z tel que

V(an)log(l — =) — Tu(2)| < 27",V € D(0, |an|/2),

Qn
ou “log” désigne une détermination holomorphe du logarithme sur U = C \ (—o0, 0].
On pose f,, = (1 — 2 )¥(an)e=Tnl2),

Gn

. Montrer que la suite de fonctions g,(z) = (2 — ap)’(@) [[}_, fr(2) converge normalement sur tout
compact de C.

. On note f(z) = lim, g,(z). Montrer que f est holomorphe sur C et que I’ensemble des zéros de f est A
et v4(f) = v(a) pour tout a € A.

. Montrer que si g est une fonction entiére f telle que les zéros de f sont A et v,(f) = v(a) pout tout
a € A, alors il existe h fonction entiére telle que g = e’ f.



17/06/2022 L3 Math

Université Paris Cité Fonctions holomorphes

Examen de rattrapage

Les exercices sont indépendants. Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits. L’épreuve dure 3 heures.

Notations. On note M(C) I’ensemble des fonctions méromorphes sur le plan complexe; si f € M(C) et a est
un pole de f, la partie principale de f en a est I'unique polyome Q(X) = 1 X + X2 + - + ¢, X" tel que

f(z)—Q <Zia) soit holomorphe sur un voisinage de a.

Exercice 1. Soit S(z) la série entiere Y 2 (—1)" (§)2n+1 n!(nlJrl)!'

1. Déterminer le rayon de convergence de la série S(z).
2. Donner le développement en série entiére de S’(z) et S”(2); quel est leur rayon de convergence ?
3. Montrer que S(z) est solution de I’équation différentielle

228"(2) + 28'(2) + (22 —=1)S(2) = 0

4. Soit v : [0,27] — C le chemin défini par y(¢) = exp(it), calculer I'intégrale
I:/Sf)
y 2

Exercice 2. Soit A un ensemble discret et fermé de C. Pour chaque a € A, on se donne un polyndéme P,
non-nul s’annulant en 0. On veut montrer qu'’il existe f € M(C) dont les poles sont les éléments de A, et dont
la partie principale (c.a.d. singuliére) en a € A est R, : z — Pa(zfla) ; de plus toute solution du probléme posé
est de la forme f 4 h avec h une fonction entiére.

1. Démontrer le résultat ci-dessus quand ’ensemble A est fini.
Dans la suite, on suppose que A est infini et on le note A = (a,)nen. On suppose, sans perte de généralité,
que pour tout n > 0 on a |ap| < |ant1].

2. Montrer que lim, |a,| = +o0.

3. Pour n > 0, montrer qu’il existe un polynéme 7,, en z tel que

P, < ! > ~Ta(2)] < 27 V2 € DO, |an/2)

4. Montrer que la suite de fonctions g, (2) = Py, ( ﬁ)jtzzzl (Pak( Ly Tk(z)) converge normalement

ar
sur tout compact de C\ A.

5. On note f(z) = lim,, g,(z). Montrer que f est méromorphe sur C, que les poles sont les éléments de A,
et que la partie principale (c.a.d. singuliére) de f en a € A est égale & R, : z — P, (-1).

zZ—a

6. Si g est une autre solution du probléme posé, alors g — f est une fonction entiére.
Exercice 3. Soit 0 < o < 1.

1. Expliquer pourquoi on peut définir log z une fonction holomorphe log : C\[0, +00[— C, avec la convention
que la partie imaginaire de log z appartient a l'intervalle 0, 27[. Calculer |e”‘1°gz\ pour z = x + 1y avec
z,y € R (avec x < 0, si y = 0).



2. Pour z € C\ [0, +o00[, on pose
ealogz

&=

On choisit € €]0,1[ et R > 1. On introduit le chemin fermé v = v, p décomposé en quatre morceaux :

e 71 = 71(€, R) est le segment horizontal [ei, R’ + €i] ;

e 9 = 71 (€, R) est I'arc de cercle de centre 0, de rayon R, parcouru dans le sens trigonométrique, joignant
le point R’ + €i au point R’ — €i (de sorte que R + €2 = R?);

e 73 = 73(€, R) est le segment horizontal [—ei, R — €i] parcouru en sens inverse;

e 74 = 74(€) est l'arc de cercle de centre 0 et rayon e reliant —ei & +ei, 'angle variant dans le sens
inverse du sens trigonométrique.

(Cf la figure ci-dessous.)

Calculer les résidus de la fonction f(z) en chaque pole.

En déduire la valeur de [ f(z)dz = Z?:l f%_ f(2)dz.

TN

. Montrer que, lorsque R est fixé et € tend vers zéro, I'intégrale fm f(2)dz tend vers zéro.
. Montrer que quand € tend vers zéro, f71 f(2)dz tend vers fOR #;‘de et calculer la limite de f% f(2)dz.
. Montrer que, lorsque R tend vers 400, l'intégrale fw f(2)dz tend vers zéro.

. En déduire le calcul de f0+oo #;_lda:.

S Ot s W



22/05/2023 L3 Math

Université Paris cité (Paris Diderot) Fonctions holomorphes

Examen 1

Les quatre exercices sont indépendants. Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits. L’épreuve dure 3 heures.

Exercice 1. Soit f, g deux fonctions entiéres sur C telle que |f(z)| < |g(z)| pour tout z € C.

1. Montrer que f/g est une fonction holomorphe sur C.
2. Déduire que f = cg avec ¢ € C.

Exercice 2. 1. Démontrer que la fonction f définie par f(z) = ellz — % est holomorphe et posséde une
primitive sur C\ {0}.
2. Est ce que f est méromorphe en 07 Justifier votre réponse.
3. Soit v le cercle unité orienté dans le sens direct. Calculer I'intégrale I = f7 el/% dz.

Exercice 3. Soient a,b € R, a < bet B={z € C:a < Re(z) < b}. On note 9B le bord du domaine B
et B = B U OB son adhérence. Soit f une fonction continue sur B, holomorphe sur B et bornée. On pose
Ifll5 = sup.cp|f(2)|. Pour a < @ < b, posons My(x) = supge.—, | f(2)].

1. Supposons que M¢(a) = My (b) = 1.

(a) Pour ¢ > 0, et z € B, posons h.(z) = m Montrer que |fhe| < 1 sur 9B et que pour tout
2 € B,

ellmz||f(2)he(2)| < [ f]B-

(b) Soit R. le rectangle BN {z € C: [Imz| < || f||g/e}. Prouver que |fhe| <1 sur R..
(c) Conclure que |fhe| < 1 sur B, puis que, pour tout z € B, on a |f(z)| < 1.

2. Supposons que M¢(a)M(b) > 0.

(a) On pose g(z) = Mf(a)%Mf(b)ﬁ. Montrer que 1/g est holomorphe sur B.
(b) Montrer que |f/g| <1 sur B.

(c) Conclure que
Mp(2)"7% < My(a)*™*Mp(b)*™*  Vz € [a,b]. (1)

3. Supposons que Mf(a)Ms(b) = 0. Pour 6 > 0, on pose f5(z) = f(z) + 4.

(a) Montrer qu'il existe 69 > 0 tel que My, (a) > 0, My, (b) > 0 pour tout 0 < § < dy.
(b) Montrer que Vz = z + iy € B,

|f(2) +0]°7% < My, (a)> =My, (b)*2.

(c) Conclure que f =0 sur B.
4. En considérant sur la bande B = {z € C: 0 < Re(z) < 1} la fonction

7(2) = exp (exp [imn(z ~ )]).

vérifier que 'hypothése ‘f bornée’ est essentielle pour (1).

Tourner la page SVP



Exercice 4. Soit a,b € [0, +oo]. Soit

zexp(aiz — biz™1)
1+ 22

fz) =

Pour 0 < € <1 < R, On introduit le chemin fermé v = v, g décomposé en quatre morceaux :

e 71 = 71(¢, R) est le segment horizontal [e, R];

e 72 = Y2(€, R) est le demi-cercle de centre 0, de rayon R, parcouru dans le sens trigonométrique, joignant le
point R au point —R;

e 73 = y3(¢, R) est le segment horizontal [—R, —¢]

e 74 = Y4(€) est le demi-cercle de centre 0 et rayon e reliant —e a +e¢, 'angle variant dans le sens inverse du
sens trigonométrique.

1. En appliquant le théoréme des résidus a la fonction f(z), calculer la valeur de f7 L f(z)dz = E?Zl fw f(z)dz.
2. Montrer que, lorsque R est fixé et € tend vers zéro, I'intégrale fm f(2)dz tend vers zéro.

3. Montrer que, lorsque R tend vers 400, l'intégrale fw f(2)dz tend vers zéro. |Indication : on pourra
utiliser I'inégalité sint > 2t/m, valable pour 0 <t < /2]

. -1 . e
proo zsin(ea—br™ ) gy st bien définie.
+x

+oo :csin(ax—brfl)d
0 1+22

4. Montrer que 'intégrale

5. Calculer z.



20/06,/2023 L3 Math

Université Paris Cité Fonctions holomorphes

Examen de rattrapage

Les deux exercices sont indépendants. Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits. L’épreuve dure 8 heures.

On note Re(z) et Im(z) la partie réelle et la partie imaginaire d’un nombre compleze z.

Exercice 1. On note D(0,7), la disque de centre 0, de rayon r.

1.

Démontrer que la série de fonctions ), ﬁ converge normalement sur les compacts de C \ Z.
Montrer de méme que la série de fonctions }, 7 . ﬁ converge normalement sur D(0,1/2).
Pour tout z € C\ Z, on pose
1
z) = —.
9(2) Z (z —n)2

ne”Z

2. Démontrer que la fonction g est holomorphe sur C\ Z, et que l'on a g(z+ 1) = g(z) pour tout z € C\ Z.

. Soit n € Z un entier, quelle est la nature de la singularité de g(z) en z = n? Quel est le résidu de g(z)

en ce point 7

. Démontrer qu’il existe une fonction entiére f satisfaisant

pour z € Z.

. Soit b > 0 un réel. Montrer qu’il existe une constante C telle que

- 1
|g(z)|§02m Vz € C,Im(z) > b.
n=0

6. Démontrer que limy_,;~ f(z + it) = 0 uniformément pour z € [0, 1].

7. Conclure que f = 0.

8. Soit h(z) = T Z% Montrer qu’il existe r > 0 tel que sur D(0,7), la fonction h(z) est holomorphe

10.

sin“ 7wz
et son développement en série entiére s’écrit :

T T 2 2k
h(z) = 3 +15z + g axz
k>1
. En déduire I’égalité
2 o0
m 1
e 2
6 =n

Calculer 00 .



Exercice 2. Soit a € C\] — 00,0] et b € C tel que 0 < Reb < 1.

1.

S

Est-ce que logz est bien définie comme une fonction holomorphe sur C \ [0, +00] avec la convention
que la partie imaginaire de log z appartient a l'intervalle |0, 27[. Calculer |®1°8%| pour 2z = = + iy avec
xz,y €R (avec z < 0, si y = 0).

. Pour z € C\ [0, +00], on pose

a
(14 az)eblogz’

f(z) =

On choisit € > 0 suffisamment petit et R suffisamment grand, de sorte que 0 < ¢ < |a|~! < R et, si
Re(a) < 0, on suppose aussi € < Im(a™!) [Ces conditions assurent que —a~! est a Pintérieur du chemin
défini ci-dessous.|

On introduit le chemin fermé v = 7, p décomposé en quatre morceaux (Cf la figure ci-dessous.) :

e 71 = 71(€, R) est le segment horizontal [ei, R’ + €i] ;

® 9 = Y€, R) est l'arc de cercle de centre 0, de rayon R, parcouru dans le sens trigonométrique, joignant
le point R’ + €i au point R’ — ei (de sorte que R + €2 = R?);

e 73 = 73(€, R) est le segment horizontal [—ei, R’ — €i] parcouru en sens inverse;

e v4 = 74(€) est I'arc de cercle de centre 0 et rayon e reliant —ei & +ei, 'angle variant dans le sens
inverse du sens trigonométrique.

A

TN

Calculer le résidu de la fonction f(z) en chaque pole.
En déduire la valeur de [ f(2)dz = Z?Zl f,yj f(2)dz.

Montrer que, lorsque R est fixé et € tend vers zéro, I'intégrale fm f(2)dz tend vers zéro.
Montrer que, quand € tend vers zéro, [ f(z)dz tend vers fOR Tramas o et calculer la limite de |, f(2)dz.

Montrer que, lorsque R tend vers +oo, l'intégrale f,yz f(2)dz tend vers zéro.

Calculer I, (b) = [, Tranmdt



Université Paris Cité Année 2023-2024
Fonctions holomorphes L3

Examen du 17 mai 2024

Exercice 1. (Cours)
Les parties 1 et 2 sont indépendantes.
Partie 1 : Formule intégrale de Cauchy

Considérons un disque ouvert D de centre z, et de rayon R. Soit F' : D — C une fonction
holomorphe.

Pour tout 0 < r» < R on considere le circuit
Yr(t) = 2o + e’ (0 <t<2m)

Le but de cette partie est de montrer la formule intégrale de Cauchy pour un disque : pour tout

a tel que |a — z,| <7 ona
1 [ F(z2)dz
F(a) / Flz)dz. (1)

27 z—a

On fixe donc a € D tel que |a — z,| < r et soit ¢ un nombre réel tel que

0<e<r—|z,—al.

On introduit le circuit

3-(t) = a + e’ (0 <t <2m).

1. Soit « la somme des deux circuits aq et ao représentés sur le dessin ci-dessous (les cercles étant
parcourus une seule fois). Montrer que a4 (puis o) est un circuit dans un ouvert étoilé contenu
dans D\{a} que I'on explicitera sur un dessin par exemple.




2. En utilisant un théoreme du cours, en déduire que toute fonction holomorphe H sur D\{a}

vérifie
/ H(z)dz =0.

3. Soit G : D\{a} — C définie par

Montrer que
/ G(z)dz = / G(z)dz.
Yr 65
4. Montrer que G se prolonge par continuité sur D.
5. En déduire qu’il existe un disque A de centre a et un réel M > 0 tel que

1G(2)| < M

pour tout z € A.

6. Soit £ le rayon de A. Montrer que pour ¢ < £ on a

7. En déduire que

puis montrer la formule (1).
Partie 2 :

Soit v un chemin dans C et une fonction complexe ¢ continue sur le support de . On considere
la fonction

o(u
i >du.
u—z

F : C\Supp(y) — C, Z /
-
Le but de cette partie est de montrer que £ est analytique.

1. Soit a ¢ Supp(v). Soient 0 < r < 7’ des réels tels que

D(a,r") N Supp(y) = 0.

Montrer que pour tout z € D(a,r) et u € Supp(v) on a

Q

—ad oy

-/

—al —

<
-



2. Montrer que pour z € D(a,r) fixé, la série

f (z —a)”
_ k+1"
k=0 (u—a)

converge normalement sur le support de ~.

3. Montrer que z € D(a,r) et u € Supp(v)

4. Montrer que

5. Conclure.
Partie 3 : Analycité des fonctions holomorphes.

Soit F' une fonction holomorphe sur un ouvert 2 de C. Soit z, € 2, R > 0 tel que D(z,, R) C €.
En utilisant les deux premieres parties montrer que F' est analytique sur un voisinage ouvert de

>
~0-

Exercice 2. Donner la nature de la singularité de £ en z, et 'ordre si c¢’est un pole, et calculer
le résidu de F' en z, dans les cas suivants :

L F(2) = 255 2, = 1.

1z

2. F(Z) = m« Zo = T.

Exercice 3. Soient P et @ des polyndomes non nuls a coefficients réels tels que deg(P) < deg(Q)—
2 et P et Q sont premiers entre eux. On suppose que Q) n’a pas de zéros réels et on note aq, ..., a;
ses zéros de partie imaginaire strictement positive.

1. Pour R > 0 soit cp le demi-cercle de diametre [—R, R] contenu dans le demi-plan supérieur

cp(t) = Re't (0

IN

t<m).

Montrer que pour R assez grand on a

" R p(2) P(2)
21 res(P/Q,a;) = 1z 1z
P2 res(P/Qa,) [aaoe [, oo

J=

2. Montrer que



P(z
lim / ( )dz = 0.
JCR

R—+oo C?(Z)

= P(2)
dz
/—oo Q(z)

en fonction des résidus de P/Q en ay, ..., a.

3. En déduire une formule pour

4. En utilisant la question 3 calculer

Exercice 4. Soit @ > 1. En appliquant le théoreme des résidus & un contour et une fonction

convenables, calculer I'intégrale
2 dt
I(a) = I —
o a-+cos(t)



Université Paris Cité Année 2025-2026
Fonctions holomorphes L3

Examen du 15 mai 2025

Exercice 1.

On définit la fonction sur C par
f(2) =2 + 2izy — y* — 3z — 3iy + 4

avec z =z + 1y (x,y € R).

Montrer que f est une fonction entiére.

Exercice 2. (Cours)

On admet le théoréme suivant du cours :

Théoréme : Toute fonction holomorphe f sur un ouvert 2 de C est analytique sur 2. De
plus pour tout a € Q et tout r > 0 tel que D(a,r) C Q, la série de Taylor de f en a
converge absolument en tout point de D(a, ).

Soit F' une fonction holomorphe sur un ouvert €.
1. Soit zy un zéro de F. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un voisinage ouvert V' C € de z tel que F'(z) = 0 pour tout z € V.
(ii) Pour tout k > 0, F¥)(z) = 0.

2. On se donne dans cette question 2 un zéro zy de F' qui ne vérifie pas (i).
2.1. Montrer qu’il existe un plus petit entier non nul p tel que

F®)(z) #0.

2.2. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V' C {2 de zg et une fonction holomorphe f
sur V telle que

F(z) = (z = 20)" f(2)

pour tout z € V et f(zy) # 0.

2.3. Montrer que f peut se prolonger en une fonction holomorphe Fj sur € tel que
F(2) = (= — 20)"Fi(2)

pour tout z € Q.

3. Montrer que si zp est un zéro de F' qui ne vérifie pas (i), il existe un voisinage de zg
sur lequel F' n’a pas d’autre zéro que ce point.

4. (Principe du prolongement analytique)
On suppose que ) est connexe.

4.1. On note U l'ensemble des z €  tels que F est nulle sur un voisinage ouvert de z
dans €. Montrer que U est ouvert et fermé dans €.

4.2 En déduire que si F' est nulle sur un disque ouvert D inclus dans €2 alors F' est nulle
sur tout (2.



Exercice 3.

Soient f et g deux fonctions entiéres non identiquement nulles telles que |f(z)| < |g(z)]
pour tout z € C.

1. Soit zp un zéro de g. Montrer qu’il existe r > 0 tel que la fonction g ne s’annule pas
sur D(zo,7) \ {20} et g admet un prolongement holomorphe & D(zp, ).

2. Soit zp € C. On note h(zy) = z0) g g(z0) #0, et h(z)) = lim 1) g g(z0) =0.

9(z0) 25z 9(2)

z2#20

Montrer que h est une fonction entiére.

3. En déduire qu’il existe A € C tel que f = Ag.

Exercice 4. Calculer I'intégrale

dz

/ sin(2z2 + 3z + 1)
g

z—m
ol v parcourt une fois dans le sens indirect le cercle de centre 7 et de rayon 1.

Exercice 5.

Trouver la série de Laurent de f en zy en précisant la nature de la singularité, le résidu
et le rayon de convergence :

1. f(z) = 512# en zg = 0.
2. f(z) =sin(1/2) en 2z = 0.

Exercice 6.

Calculer I'intégrale

Exercice 7.

Calculer
2T i 2( 50
sin® (2%
[ a
o sin“(3)
Indications :
— on rappelle que cos(2a) = 1 —2sin?a pour tout a € R;

sin?(32) (4423423 4241)2
sin2(g) - 24 ’

— on posera z = e et remarquera que



