Surface de Riemann d’un germe de fonction analytique

Définition
(a) Soient zy € C et f: Q — C une fonction analytique définie sur un ouvert Q de C qui
contient zg. On appelle germe de f au point z le couple (2o, f.,) avec f,, = (%)nel\]'

(b) On note & := {(20, (an)nen) ; 20 € C et (an)nen € CN avec limsup {/]a,| < +oo}
I’ensemble des germes de fonctions analytiques en des points de C. norheo

(c) On munit ¢ de la topologie dont les ouverts sont les réunions des Uy := {(z, f.) ; z € Q}
avec f: () — C analytique.

C’est une topologie car Uy, NUy, = Uy quand fi: 3 — C et fo: 29 — C sont analytiques,
avec Q:={2€ U NQ | (f1). = (f2).} et f(2):= fi(z) = fa(2) quand z € Q.

Proposition

L’application 7: (z, f,) € 4 — z € C est continue, et pour toute f: 2 — C analytique elle
se restreint en un homéomorphisme de Uy sur €.

La topologie de ¥ est séparée.

Soient (a, f,) et (b, g») des éléments distincts de & avec a = b.
On fixe € > 0 tel que B(a, ) est incluse dans les ouverts de définitions 2y et Q, de f et g.
Les ouverts B(a,¢)s et B(a,e), de ¢4 séparent (a, f,) et (b, gp).

Lemme (« lemme de Poincaré-Volterra »)

Soient X un espace topologique séparé connexe localement homéomorphe a R™ (n € N),
Y un espace topologique séparé a base dénombrable, et p: X — Y une application continue
telle que p~!(y) est discret pour y € Y (c’est le cas lorsque p est un homéomorphisme local).

Alors X est a base dénombrable.

On fixe une base d’ouverts U de Y qui est dénombrable. Soit B I’ensemble des ouverts a
base dénombrable V' de X qui sont composante connexe d’un ensemble p~!(U) avec U € U.
On vérifie que B est une base d’ouverts dénombrable de X.

(a) Soient # € X et D un ouvert de X contenant z. Comme p~!(p(z)) est discret, il existe
un voisinage ouvert relativement compact W de x dans D tel que W Np~!(p(x)) = 0.
Comme p(OW) est un fermé de Y (car compact) qui ne contient pas p(z), il existe U € U tel que
p(x) € Uet UNp(OW) = . La composante connexe V de x dans p~(U) vérifie VN OW = 0,
donc V' qui est égal a (V N W) U (V NCxW) est inclus dans W, en particulier V est a base
dénombrable, ce qui montre que V' € B. Donc B est une base d’ouverts de X.

(b) Soit Vy € B. Pour chaque U € U (ou U est dénombrable), Vj qui est & base dénombrable
d’ouverts ne coupe qu’un nombre au plus dénombrable de composantes connexes — disjointes —
de p~1(U). 1l existe donc un nombre au plus dénombrable d’ouverts V' € B tels que V NV, # 0.

(c) On fixe V* € B. Pour n € N, on note B, I'ensemble des V' € B tels qu’il existe
Vo, ., Vi € B vérifiant V) = V*, V, = Vet ViNVip_y # 0 pour 1 < k < n. Comme X est
connexe, la réunion des B,, est égale & B. De plus B,, est dénombrable (récurrence). En effet,
d’aprés (b) : si B,, est dénombrable, alors 5,1 est dénombrable. Ainsi B est dénombrable.

Définition-Proposition
La surface de Riemann associée & un germe de fonction analytique (zo, f.,) est la composante
connexe X de ¢ qui contient (2o, f,), & base dénombrable par le lemme de Poincaré-Volterra.

On constate que X muni des cartes (2, f,) € Uy — z pour ) connexe est une variété
analytique complexe de dimension 1, avec | 7X: X — Cet F: (2, f,) € X — f(2) € C
analytiques.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Poincar%C3%A9-Volterra

Exemple 1 (« surface de Riemann du logarithme »)

On choisit (20, f2) = (1, ((717)1”“)01) ot le terme ag vaut ici 0.

too n
(On rappelle que : Logp(z) = > % quand |z — 1| < 1.)

n=1
L’application analytique  F': (z,f,) € X — f(z) € C est bijective de réciproque
G:u e Cr (20,9,) analytique, avec zg =" et g(z) = u+ Logp(e “z).
L’application continue GG, dont 'image est connexe, est a valeurs dans X.
Siu e C et (z,9) lui est associé, on a : F(G(u)) = g(z) = g(e*) = u+ Logp(e " e"*) = u.
Par prolongement analytique, on a: exp(f(z)) = exp(F(z, f.)) = z pour tout (z, f,) € X.
Si(z,f;) € Xavec f: B(z,e) > C (e >0) et F(Z, f;) =u,ona: exp(f(z)) =z pour tout
z € B(z,e) et f(2) = F(Z, fs) = u, en particulier " = exp(f(2)) = z, donc G(u) = (Z, f5)
car deux déterminations continues du logarithme sur B(z, ") (¢/ > 0) qui envoient z sur u sont

~

égales sur B(z,€').
En notant X := {(z,u) € C*| z = ¢“}, on a donc :
(i) @:(z,f.) € X — (2, f(2)) € X est bijective, analytique de réciproque analytique ;

(i) mo®':(2,u) € X — 2z € C (« projection canonique de la surface de Riemann sur C »);
(ili) Fo®': (2,u) € X — u € C (« fonction analytique associée a la surface de Riemann » ).

Exemple 2 (« surface de Riemann de la racine carrée »)
On choisit (20, f2,) = (1, (& TI (5 — k))nZO)'

0<k<n—1
400
(On rappelle que : /zlp = > &[] (5—Fk)(2—1)" quand

n=0  0<k<n—1

2—1|<1.)

L’application analytique F': (z,f,) € X — f(z) € C\{0} est bijective de réciproque
G:u e C\{0} — (2,9:,) analytique, avec zy = u® et g(z) =u /Zlp.
En notant X := {(z,u) € C x (C\{0}) | z = u?}, on a a nouveau :

(i) ®: (2, f.) € X = (2, f(2)) € X est bijective, analytique de réciproque analytique;

(i) mo®1:(2,u) € X — 2z € C (« projection canonique de la surface de Riemann sur C »);
(ili) Fo®™': (z,u) € X — u e C (« fonction analytique associée a la surface de Riemann »).
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