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1 Espaces métriques

1.1 Généralités

1.1.1 Distances, espaces métriques

Définition 1.1 Soit X un ensemble. Une application d : X x X — R est une distance
Si
(o) elle prend des valeurs positives, c’est a dire d : X x X — [0, +o0
(i) elle est non dégénérée : V(x,y) € X x X,
dz,y) =0 <<= az=y
(i1) elle est symétrique : V(z,y) € X x X,
d(z,y) = d(y, )
(111) elle satisfait l'inégalité triangulaire : V(z,y,z) € X x X x X,
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Tout couple (X,d), ou X est un ensemble muni d’une distance d, est appelé espace
métrique.

Exemples — Les plus courants sont :
— la valeur absolue de la différence entre deux réels sur R : pour z,y € R, d(z,y) =
[z —yl;
— le module de la différence entre deux nombres complexes sur C;
— plus généralement, la distance euclidienne entre deux points z,y € R™ :

n

dz,y) = lly —zll = | D (s — )’

k=1

Mais d’autres exemples sont possibles :
— la distance discréte, sur n’'importe quel ensemble X :

_J O siz=y

— un exemple sur R : pour z,y € R, d(z,y) = |y — z| + |y* — 2?|;
— etc.
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1.1.2 Normes, espaces normeés
Beaucoup d’exemples d’espaces métriques trés utiles sont construits a partir d’une

norme sur un espace vectoriel.

Définition 1.2 Soit V' un espace vectoriel (sur K =R ou C). Une norme surV est une
application N : V — [0, +o00[ satisfaisant les propriétés suivantes.

(1) elle est non dégénérée : Vo €'V,
N(z)=0 <= z2=0
(ii) elle est homogéne de degré 0 : Vx € V, Y\ € R,
N(A\z) = [A\|N(x)
(111) elle satisfait l'inégalité triangulaire : Vr,y € X,
N(z +y) < N(z) + N(y)

Tout couple (V,N), otV est un espace vectoriel muni d’une norme N est appelé espace
vectoriel normé.

Proposition 1.1 Pour tout espace vectoriel normé (V, N), Uapplication d : V x V —
0, +-00[ définie par

est une distance, (V, N) est ainsi muni d’une structure d’espace métrique.
Démonstration — Exercice

Nous avons déja rencontré des exemples d’espaces métriques normeés : (R, |-|), (C,|-]),
(an || ’ ||)7 avec

Ve eV, |z =+/a3+ - +a2

Ces exemples importants sont les espaces euclidiens (si n > 2, on peut y donner un sens
au théoreme de Pythagore : si z,y € V, @ L y si et seulement si ||z]|* + ||y[|* = ||z + y|?).
Mais il existe des exemples d’espaces vectoriels normés réels qui ne sont pas euclidiens.

Exemples sur R" — pour z = (z1,--- ,x,) € R",
— el = el - o
— plus généralement, pour p € [1,4+o0[, ||z, = (|z1|P + - - - + |za|?)
— |[lloe = max(fz], - - - |a])
Par ailleurs nous avons aussi rencontré des distances qui ne proviennent pas de normes,
par exemple, la distance définie sur R par d(z,y) = |y — z| + |y* — 2?|.

1/p
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1.1.3 Sous-espace métrique, produit d’espaces métriques

A partir d’espaces métriques, on peut en construire d’autres par les opérations sui-
vantes.

Définition 1.3 Soit (X,d) un espace métrique et Y C X wun sous-ensemble. Alors d
induit une métrique sur 'Y appelée la restriction de d a 'Y et notée d|y, définie par :
Ve,yeY,

d|y(l’,y) = d(l’,y)

L’espace métrique (Y, d|y) est appelé sous-espace métrique de (X, d).

Définition 1.4 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. L’application d définie
sur X XY par :V(x,y),(2,y) e X XY,

d((z,y), (2, y)) = max (dx(z, ), dy (y,4"))
est une distance, appelée distance produit, que [’'on peut noter dx X dy.

Notons que, sur R? vue comme le produit cartésien R x R, les distances do et d) x dj.,
induites, respectivement, par || - || et | - |, coincident.

1.1.4 Parenthése : & quoi ga sert ?

La notion de distance est cruciale dans la définition de la continuité d’une fonction. Par
exemple, si A est une partie de R, f : A — R est une fonction et si a € A, rappelons
que f est continue en a si

Ve>0,da>0,Vr € A, |z—qa| <a=|f(zx)— fla)]<e

Cette propriété fait intervenir deux exemples de normes, donc de distance : la norme
euclidienne || - || sur R™ et la valeur absolue | - | sur R. En anticipant sur la suite, nous
verrons que nous pourrons donner un sens a la notion de continuité en un point a € X
d’une fonction f : X — Y entre deux espaces métriques (X,dx) et (Y,dy) : f est
continue en a si

Ve >0,3a >0,V e X, dx(a,z)<a = dy(f(a),f(z))<e

1.1.5 Notions « géométriques »

Définition 1.5 Soit (X, d) un espace métrique, a € X et r € [0, 00|, alors
— le sous-ensemble
By(a,r):={z € X ; d(a,x) <r}

est appelé boule ouverte de centre a et de rayon r;

— le sous-ensemble N
By(a,r) :={z € X ; d(a,z) <7}

est appelé boule fermée de centre a et de rayon r.;
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Noter que By(a,r) = 0 et By(a,r) = {a}

Exemples _
— si (X,d) = [R,|-|), Bla,r) =la—r,a+r[, Bla,r) =[a—1a+7]
— st (X,d) = (R -||) et si Cr(a) = {zx € R?; ||z — allz = r} est le cercle de centre
a et de rayon r, alors Bj.|,(a,r) est le disque ouvert de centre a et de rayon r,
c’est & dire 'ensemble des points a l'intérieur du cercle C,.(a), mais sans les points
de C.(a) et §||.H2(a, r) est le disque fermé de centre a et de rayon r, c’est a dire
la réunion By.,(a,r) U C,(a); (en anticipant C,(a) est le bord de By.,(a,r) ou de
B||'||2(aa r)).
— Exemples de boules dans le plan, centrées en (0, 0), pour, respectivement, les normes
[ Al - ll2 et {1 - floo -

y y

Définition 1.6 Soit (X, d) un espace métrique et soit A C X une partie non vide de X.
Si le sous-ensemble {d(z,y) ; =,y € A} C [0,+00[ est majoré, sa borne supérieure

diamgy(A) := sup{d(z,y) ; =,y € A}

est appelée le diamétre de A.

Si{d(z,y) ; x,y € A} n'est pas majoré, on pose diamy(A) := +o00. Si A est vide, on
convient de poser diamg(() := —oo.
Exemples

— diam(R) = diam,|(Z) = diam,/(]0, +00[) = +00

— diamH([O, 1Ju{4}) =14

—sir>0et C,:={z €R?; || = r} est le cercle euclidien de rayon r dans le

plan R?, diamy.,(C,) = 2r.

1.1.6 Ensembles bornés

Définition 1.7 Soit (X,d) un espace métrique et A C X wune partie de X. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A a un diamétre fini : diamgy(A) < 400 ;

(i1) la restriction de d & A X A est bornée;
(i1i) A est contenu dans une boule ouverte, ¢’est a dire : da € X, Ir > 0, A C By(a,r) ;
(iv) A est contenu dans une boule fermée, c’est a dire - Ja € X, 3r > 0, A C By(a,r).

St l'une de ces propriétés est satisfaite, on dit que A est borné.

Démonstration — Exercice.
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1.1.7 Distance entre sous-ensembles

Définition 1.8 Soit (X,d) un espace métrique et A, B C X deux parties de X. La dis-
tance entre A et B est la quantité

d(A, B) := inf{d(a,b) ; a € A,b € B}

Noter que si A rencontre B, c’est a dire AN B # (), alors d(A, B) = 0. En revanche la réci-
proque n’est pas vraie, ainsi, par exemple, d([—1,0][,]0,1]) = 0, bien que [—1,0[ N ]0, 1] =
0.

1.2 Topologie induite par une distance
1.2.1 Ouverts, fermés, voisinages

Définition 1.9 Soit (X,d) un espace métrique et A C X. On dit que A est un ouvert
sS4
Vee A, Ir >0, Byx,r) C A (1)

Un sous-ensemble F' C X est un fermé si son complémentaire X \ F' est ouvert.
Noter que I’ensemble vide () et I’espace métrique tout entier X sont deux parties qui sont
a la fois ouvertes et fermées dans (X, d).
Proposition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique, a € X et r € [0, +oo[. Alors
(i) la boule ouverte By(a,r) est un ouvert ;
(i) la boule fermée By(a,r) est un fermé.
Démonstration — Montrons (i). Soit « € By(a, ), ce qui signifie que d(a,x) < r. Posons

s =71 —d(a,z) > 0. Nous allons vérifier que By(x,s) C By(a,r). Soit y € By(z, s), cela
signifie que d(z,y) < s, donc, par 'inégalité triangulaire,

d(a,y) < d(a,r) +d(z,y) <d(a,z) +s=r

donc y € By(a,r).
Montrons (ii), ce qui revient a montrer que X \ Ed(a, ) est ouvert. Soit x € X \ Ed(a, ),
ce qui signifie que d(a,z) > r. Posons s := d(a,z) —r > 0. Nous allons vérifier que
By(z,s) € X\ Bala,r). Soit y € By(x, s), cela signifie que d(z,y) < s, donc, par I'inégalité
triangulaire,

d(a,z) < d(a,y)+d(y,z) < d(a,y) + s
ce qui entraine

d(a,y) > d(a,z) —s=r

donc y € X \ By(a,r). O

Définition 1.10 Soit (X, d) un espace métrique. L’ensemble des ouverts de (X,d), noté
7(d) est appelé la topologie induite par d.
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Définition 1.1 Soit (X, d) un espace métrique et x € X. Un voisinage de x est une
partie V. de X qui satisfait l'une des deux propriétés (équivalentes) suivantes.

(1) il existe O € T7(d), € O et OCV
(i) Ir >0, By(z,7) CV

Définition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique et x € X. Un voisinage de x est une
partie V. de X qui satisfait l'une des deux propriétés (équivalentes) suivantes.

(1) il existe O € T7(d), € O et O CV
(i) Ir >0, By(z,7) CV

1.2.2 Topologie

Théoréme 1.1 Soit (X,d) un espace métrique, alors
(i) 0 et X sont des ouverts;

(11) si (0;)ier une famille (éventuellement infinie!) d’ouverts de (X, d), alors

U O; est un ouvert
iel
(117) si (O;)icr une famille finie d’ouverts de (X, d), alors
ﬂ O; est un ouvert
iel
Avant d’aborder la preuve de ce résultat, il est important d’avoir a l’esprit le point de
logique qui suit.
Soit (A;)ier une famille de sous-ensembles d’un ensemble FE, alors, pour tout z € E,
re|JA <« [Fiel xeA]
iel
re(NA <« [Viel, x¢€A]
iel

En résumé U correspond a d et N correspond a V.
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Démonstration — (i) est une conséquence logique de la définition d’un ouvert.
Montrons (ii) : soit = € |J,.; 0;, cela signifie qu'il existe j € I tel que z € O;. Comme O;
est ouvert, il existe r > 0 tel que By(x,r) soit contenu dans O;. Donc

Zixlgr)(: Oj C:LJ(Di
iel
donc (J,; O; est ouvert.
Montrons (iii) : soit x € (,c; O;, cela signifie que, Vi € I, x € O;. Comme, Vi € I, O; est
ouvert, Jr; > 0 tel que By(z,7;) C O;. Posons

r:=min{r; ; t € I'}

Ici intervient le fait crucial que I est un ensemble fini : cela nous garantit que r > 0. Donc
Vi € I, comme r < r;, on a By(x,r) C By(z,r;) et donc

By(z,r) C ﬂBd(az,n) C ﬂOi

il i€l

donc (,¢; O; est ouvert. O

Exemple Dans (R, |-|) la famille (0,,),, ¢, avec O, :=]0, 14+-1/n] est une famille d’ouverts.
On a
U 10,14 1/n[ =]0,2[ est un ouvert
neN*
et
m 10,14 1/n[ =]0, 1] n’est pas un ouvert (ni un fermé d’ailleurs)
neN*

Motivé par le théoréeme 1.1 nous avons la définition suivante.

Définition 1.3 Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X toute famile T € P(X)
(ensemble des parties de X ) satisfaisant les trois propriétés suivantes :
(i) ), X er
(ii) pour toute famille?* (O;).., dans T, U O, er
el
(iii) pour toute famille finie (O;),., dans T, ﬂ O,er
iel

Les parties O € T sont alors appelés les ouverts de (X, T).

el

Définition 1.4 Soit X un ensemble muni d’une topologie T et soit x € X. Un voisinage
de x est une partie V de X telle que

d0er, z€0QetOCV

2. id est telle que, Vie I, O, C T



1.2.3 Distance et topologie induites sur un sous-ensemble

Etant donné un espace métrique (X, d) et une partie Y C X, il existe deux fagons na-
turelles d’induire une topologie sur Y. Nous allons voir qu’elles donnent le méme résultat.

Définition 1.5 Soit (X,d) un espace métrique et Y C X. La distance induite par d sur
Y est la restriction de d a' Y XY, notée dy :

dy : Y XY — [0,400]
(z,y) +— d(z,y)

Une notion apparentée existe dans le cadre plus général des espaces topologiques.

Définition 1.6 Soit X un ensemble muni d’une topologie T C P(X). On note 1y l'en-
semble
v:={UNY ; Uer}

Uensemble des traces (intersections) des ouverts de (X, T) avec Y. On montre facilement
que Ty vérifie les trois axiomes d’une topologie, notée Ty et appelée topologie induite
par T sur'Y .

Nous disposons ainsi de deux fagons différentes de définir une topologie sur Y C X a
partir d’une distance d sur X :

iT(d)HT(d)y
*

Elles donnent la méme topologie.
Proposition 1.1 Soit (X, d) un espace métrique et Y C X, alors
7(dy) = 7(d)y

Démonstration — a) Montrons que 7(d)y C 7(dy), ce qui revient a montrer que, pour
tout élément O € 7(d)y, nous avons O € 7(dy). Par hypothése, U € 7(d), tel que
O =UnNY. Il sagit de montrer que Vo € O, Ir > 0, By, (z,7) C O. Or

r€0=zxelU=3Ir>0, Bylz,r)CU
ce qui entraine, en prenant l'intersection avec Y des deux cotés :
By, (z,7) = Bg(x,r)NY CUNY =0

b) Montrons la réciproque 7(dy ) C 7(d)y. Considérons un élément quelconque O € 7(dy)
et montrons que O € 7(d)y. Par hypotheése,

Vee O,3r, >0, By (z,7,) CO



Alors
O = Bay(2,r2) = | (Balw,ra) NY) = (U Bd(:v,rx)> NY=UnY
z€O z€O z€O
puisque U := {J, .o Ba(w, ;) est un ouvert de (X,d) . Donc O € 7(d)y. O

Corollaire 1.1 Soit (X,d) un espace métrique, Y C X et soient O, F C Y.
(1) O est ouvert pour dy <= 3U C X, ouvert pour d, tel que O =UNY.
(i) F est fermé pour dy <= 3O C X, fermé pour d, tel que F = dNY.

Démonstration — (i) est une traduction de la proposition précédente. Montrons (ii) :

F est fermé pour dy <= Y \ F est ouvert pour dy
«— WCX, Uer(detY\F=UNY
— WCX, Uer(detF=Y\(UNY)=(X\U)NY

ot nous avons utilisé le fait que F' =Y \ (Y \ F'). En notant ® := X \ U et en remarquant
que @ est fermé pour d si et seulement si U est ouvert, nous avons donc :

F est fermé pour dy <= & C X, fermé pourd, F=&NY

D’ou le résultat. U

1.3 Equivalences

Définition 1.7 Soit X un ensemble et dy et dy deux distances sur X. On dit que dy et
dy sont (topologiquement) équivalentes si 7(dy) = 7(dy).

De facon immédiate, la relation « d; est topologiquement équivalente a do » est une
relation d’équivalence.

Définition 1.8 Soit X un ensemble et dy et dy deux distances sur X. On dit que d; est
plus grossiére que dy, ou que ds est plus fine que d; si 7(dy) C 7(ds).

En effet, le fait que 7(dy) C 7(dy) signifie que 7(dy) contient plus d’ouverts que 7(d;).
Remarquons que ’'on a a la fois que d; est plus grossiére que ds et d; est plus fine que dy si
et seulement si 7(d;) = 7(dz), c’est & dire si et seulement si d; et dy sont topologiquement
équivalentes.

Proposition 1.2 Soit X un ensemble et dy et dy deuz distances sur X. Alors 7(dy) est
plus grossiére que T(dy) si el seulement si

Ve e X,¥r > 0,3 >0, Bg,(z,e) C By (z,1) (1)
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Démonstration — Supposons que 7(d;) est plus grossiére que 7(dz). Alors VO € 7(dy),
O € 7(dy). On peut appliquer cela & O = By, (z,r) € 7(d;), on en déduit que By, (z,r) €
7(dg). En particulier 3¢ > 0, By,(x,¢) C By, (x,r), donc (1) a lieu.

Montrons la réciproque et supposons que (1) a lieu. Soit O € 7(d;). Alors Vo € O, Ir > 0,
B, (z,7) C O. D’aprés (1), 3e > 0, By,(x,e) C By, (z,7) C O, donc O est ouvert pour
ds. OJ

Corollaire 1.2 Soit X un ensemble et dy et dy deuz distances sur X. Alors dy et dy sont
topologiquement équivalentes si et seulement si

Ve € X,Vr >0,3¢ >0, Bg(z,e) C By (z,7) @)
Ve € X,Vr >0,3¢ >0, By (r,e) C Bg,(z,7)

Démonstration — 11 suffit d’appliquer la proposition précédente dans les deux sens. 0

Une notion plus forte, définie uniquement pour les distances (et qui n’a donc pas de
sens pour les topologies en général), est la suivante.

Définition 1.9 Soit X un ensemble et dy et dy deux distances sur X. On dit que d; est
bilipschitz équivalente a dy si o, > 0,

vxay€X7 adl(xvy) SdQ(xay> Sﬁdl(x7y>

Proposition 1.3 Soit X un ensemble et di et dy deux distances sur X. Si dy et dy sont
bilipschitz équivalentes, alors elles sont topologiquement équivalentes.

Démonstration — 11 suffit d’appliquer le corollaire 1.2 avec I'inclusion suivante, valable
pour tout x € X et pour tout r > 0 :

Bay(w,7) C Bay(w, fr) C B, ( §)

0
Exemple — L’espace R" est muni des normes |||/ = supi<;<,, |7, ||7|1 := 21|+ -+
2, (2]l == v/(21)2 + - - + (z,)2. Elles satisfont les inégalités

2]l < fl2ll2 < llz]li < nllzfle

Les distances associées sont donc toutes bilipschitz équivalentes et sont donc toutes topo-
logiquement équivalentes.
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1.4 Intérieur, adhérence, extérieur, bord

Définition 1.10 Soit (X, d) un espace métriqgue, A C X etz € X.

(i) x est intérieur a A si :
dr >0, Bylx,r)C A

On note A = IntA = {r € X ; Ir >0, By(zx,r) C A} Uensemble des points
intérieurs de A et on le nomme intérieur de A.

(i1) x est adhérent a A si :
Vr >0, Bg(z,r)NA#0

On note A := {Vr >0, By(x,r) N A # 0} U'ensemble des points adhérents de A et
on le nomme adhérence de A.

(i11) x est extérieur a A si :
Ir >0, Bylz,r)NA=10

On note ExtA = {x € X ; Ir > 0, By(z,r) N A = 0} U’ensemble des points
extérieurs de A et on le nomme extérieur de A.

(iv) = est point de frontiére de A si :
Vr >0, Bg(z,r)NA#D et By(z,r)N(X\A) #0

On note 0A := {¥Vr > 0, By(x,r) N A # 0 et By(x,r) N (X \ A) # 0} l’ensemble
des points de frontiére de A et on le nomme bord de A.

Proposition 1.4 Soit (X,d) un espace métrique et A C X. Alors

(i) L’intérieur de A coincide avec l’ensemble des points x € A tels que A est un
voisinage de x ; A est aussi le plus grand ouvert contenu dans A :

A= | o (3)

Oer(d); OCA

(ii) ladhérence de A est le plus petit fermé contenant A :

A= N (4)

(X\F)er(d); FDA
(111) Uextérieur de A coincide avec lintérieur de son complémentaire :
Ext(A) = X \ A =Int(X \ A4) (5)

et
X\A=X\A (6)
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(iv) le bord de A est son adhérence privée de son intérieur :
OA = A\ A est fermé

Démonstration — Preuve de (i) : si z € A, alors il existe r > 0 tel que By(x,7) C A, donc
A est un voisinage de x ; réciproquement, si A est un voisinage de x, alors il existe r > 0
tel que By(x,r) C A, ce qui signifie que = € A par définition de A.

Montrons (3) en commengant par prouver I'inclusion Upe,(g).0ca O C A Soit O c A
un ouvert. Alors, Vo € O, Ir > 0, By(z,r) C O C A. Cela signifie que tout point z € O
est dans A. Cela prouve que, si (’) C A, alors O C A. Donc UOGT 0ca 0 C A.

Montrons I'inclusion inverse. Soit z € A, alors 3r > 0, By(z, 7") C A. Nous obser-
vons que By(z,7) est un ouvert contenu dans A, donc dans UOET( d);0cA O. En particulier

z € Uoer(a),0c 4 O- Comme cela est vrai pour tout z € A, cela prouve A C Uoer @ oca O-

— Preuve de (i) (la preuve de (ii) viendra aprés) : commengons par observer que
Ba(z,7) N A= <= By(z,r) C X \ A. Donc

Ext(A) ={x € X ; Ir>0,B4(z,r) C X \ A} = Int(X \ A)
Par ailleurs (rappelons que le symbole — signifie « non » : négation en logique)

Ext(A) = {ze€X; Ir>0, By(z,r)NA=10}
= {zeX; ~[Vr>0,Bylx,r)NA#0 }
= {zeX;-~rcAl=X\A

ce qui montre (5). Pour montrer (6), nous appliquons (5) avec X \ A a la place de A, ce
qui nous donne :

X\ (X\A4) =Int (X \ (X \4)=A4
donc, en prenant le complémentaire de chaque coté,

X\A=X\ (X\(X\A)) — X\ A
— Preuve de (ii) : Nous utilisons la propriété

Int(X \ A) = Uy o

Oer(d); OCX\A
conséquence de (i) et la propriété X \ A = Int(X \ A) vue au (iii) :

A = X\ (X\A)=X\Int(X\ A)

= X\ U of= N x\0)

Oer(d); OCX\A Oer(d); OCX\A
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Et comme l'ensemble des parties F' = X \ O, telles que O soit un ouvert contenu dans
X \ A coincide avec 'ensemble des fermés qui contiennent A, on en déduit (4).

— Preuve de (iv) : D’aprés la définition du bord de A, il est immédiat que 4 = ANX \ A.
Cela implique en particulier que A est fermé, puisqu’il est I'intersection de deux fermés.
Gréace & (6), nous savons que X \ A= X\ A et donc JA =AN (X \ A) =4\ A. O
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1.5 Intérieur, adhérence, extérieur, bord (suite et fin)

Proposition 1.1 Soit (X, 7) un espace topologique et A et B deux parties de X . Alors

AN B =Int(ANB) AUB=AUB
AUB C Int(AU B) ANBD>ANB
Démonstration — Exercice. O

Noter que les inclusions sur la deuxiéme ligne sont strictes en général. Ainsi, pour X = R
muni de la topologie usuelle, et pour A=Q et B=R\Q, on a:
— Q=Int(R\ Q) =0 et donc QU Int(R\ Q) = §, mais RU (R\ Q) = R et don,
bien évidemment, Int(QU (R \ Q)) = R.
— Q=R\Q=Retdonc QNR\ Q = R, mais QN(R\Q) = P et donc QN (R\ Q) =
0.

1.6 Points d’accumulation

Définition 1.1 Soit (X, d) un espace métrique, A C X et x € X. On dit que
(1) x est un point d’accumulation de A si

Vr >0, (Bag(z,r)\{z})NA#£0
L’ensemble des points d’accumulation de A est appelé ensemble dérivé de A et
est noté D(A).
(ii) x est un point isolé de A si
Ir >0, Bylz,r)NA={x}
L’ensemble des points isolés de A est noté Isol(A).

Noter que, si x est un point isolé de A, alors, forcément x € A. En revanche un point
d’accumulation de A n’est pas forcément un point de A.

Proposition 1.2 Soit (X, d) un espace métrique, A C X. Alors

A =TIsol(A) LI D(A)
Démonstration — Dans un sens 'inclusion D est immédiate. Dans I’autre sens, pour mon-
trer que A C Isol(A) U D(A), ce n’est pas beaucoup plus difficile : si x € A, alors, soit x
est isolé de A, soit il ne 'est pas, et on conclut alors facilement que z € D(A). . O

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
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1.7 Limites de suites

Définition 1.2 Soit (X,d) un espace métrique, (z,), oy une suite G valeur dans X et
(€ X. On dit que (xy,),cy converge vers { et on note

lim =z, =/

n—-+00
%
Ve>0,INeNVneN, n>N = d(z,,{)<e¢ (1)
Proposition 1.3 Dans tout espace métrique, si une suite admet une limite, celle-ci est
unique.
Démonstration — Soit (X, d) un espace métrique et et soit (x,), .y une suite a valeur

dans X. Supposons que /; et ¢, soient deux limites de (z,,),oy. Alors, Ve > 0,
EINleN,VneN, n>N — d(xn,€1)<€

et
dIN, e N,VneN, n>Ny, = d(zp,l) <e

Donc, en particulier, en choisissant n’importe quel entier n > sup(NVy, N3), on a alors
d(fl,fz) < d(fl, ZL‘n> + d(l’n,gg) <e+e=2e

ce qui prouve que d(¢1,(3) est plus petit que n’importe quel réel strictement positif et,
donc, est nul. Dont ¢; = /5. ]

Définition 1.3 (valeur d’adhérence) Soit (X, d) un espace métrique, (x,), oy une suite
a valeur dans X eta € X. On dit que a est une valeur d’adhérence de (x,),, oy sl existe

une sous-suite (xgp(n)) de (z,) qui converge vers a. Cela équivaut a la propriété :

neN neN

Ve>0,YNeN, dneN, [n>N etz, € Byla,e) |

Le résultat suivant est utile pour caractériser 'adhérence d’une partie d’un espace mé-
trique.

Proposition 1.4 Soit (X,d) un espace métrique, A C X ety € X. Alors

yeA <  3I(xn),en. suite a valeur dans A, lim z, =y (2)

n—-+oo

Démonstration — Montrons d’abord =. Supposons que y € A, qui signifie, par défini-
tion, que Vr > 0, By(y,r) N A # (). Nous appliquons cette propriété pour r = n%l, ol
n € N. Cela nous donne que By(y, n+r1) NA # 0 et donc 3z, € Byly, n+r1) N A. Nous
construisons ainsi une suite (z,), oy & valeur dans A et telle que :

1
n+1

VneN, d(z,vy) <
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Il est alors facile de conclure que lim,, . =, = ¥.

Montrons <=. Supposons qu’il existe une suite (;En)neN a valeur dans A telle que lim,, o x,, =
y, c’est & dire

Ve>0,IN e NVrneN, n>N = d(z,,y) <e < z, € By(y,¢)

Alors, Ve > 0, en choisissant n € N telle que n > N, nous avons z, € By(y,¢), ce qui
prouve que By(y,e) N A # 0. O

2 Applications entre espaces métriques

2.1 Continuité

Définition 2.1 (application continue en un point) Soit (X,dx) et (Y,dy) deux es-
paces métriques, f: X — Y une application et xo € X. On dit que f est continue en
To St

Vr>0,39e >0, VexelX, dx(z,z9)<e = dy(f(x),f(zo)) <7 (3)

On dit que f est continue sur X si f est continue en chaque point xo € X.
Proposition 2.1 (la composée de deux applications continues est continue) Soit
(X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, g : X — Y et f:Y — Z deux ap-

plications et xog € X. Supposons que g est continue en g et [ est continue en g(xo). Alors
f og est continue en xg.

Démonstration — Exercice. ]

2.2 Limite d’une fonction en un point

Définition 2.2 Soit (X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques, f : X — Y une appli-
cation, xg € X et L €Y. On dit que [ tend vers { lorsque x tend vers xq et on écrit
lim f(z)=1/¢
T—TQ
st
Ve>0,3da >0, VexeX, [z#uxetdx(z,z9)<a] = dy(f(x),0)<e (4)

Remarquons qu’aurait pu adopter une autre définition, qui stipule que lim,_,,, f(z) = ¢
si
Ve > 0, da > 0, Vr € X, dx<$,l‘0) <a — dy(f(x),ﬁ) <e€ (5)

En fait, les deux définitions se rencontrent dans la littérature, d’ott une ambiguité lorsqu’on
lit lim, ., f(x) = ¢. Nous adopterons dans la suite la définition donnée par (4).
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Proposition 2.2 Soit (X, dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, f : X — Y une ap-
plication, xo € X. Alors f est continue en xy si et seulement si

lim f(z) = f(xo)

T—T0

Démonstration — Exercice. L]

On peut remarquer que, si on avait adopté la définition donnée par (5), le méme critére
de continuité serait valable, mais pourrait étre simplifié comme suit : f est continue en
xg si et seulement si lim,_,,, f(x) existe.

Définition 2.3 (limite de la valeur d’une fonction en un point d’accumulation)
Soit (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit A C X et soit f : A — Y une ap-
plication. Soit a € X un point d’accumulation de A et £ € Y On dit que f converge vers
¢ lorsque x varie dans A et tend vers a et on écrit

I%E;HalcEAf(x> =t
5t
Ve>0,3a >0, Ve A dyx(r,a)<a = dy(f(zx),l)<e

Dans le cas ou A est un voisinage de a (et donc en particulier a € A), cette définition
signifie simplement que lim,_,, f(x) = ¢ et équivaut a dire que f(a) = £ et que f est
continue en a. Mais d’autres situations se rencontrent couramment, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple — X =Y = R et A =]0,+o0[. Alors 0 est un point d’accumulation de A.
Considérons la fonction f :]0, +oo[— R définie par f(x) = %22 Vz €]0, +-00[. Alors

xT

lim f(z) = lim f(x)= limite de f a droite en 0
—0; 2€]0,+o00| z—0t

2.3 Caractérisation topologique de la continuité

Théoréme 2.1 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et soit f : X — Y une
application. Alors

(1) f est continue sur X si et seulement si, pour tout ouvert O de (Y,dy), l'image
inverse f~1(O) est un ouvert de (X,dx).

(ii) [ est continue sur X si et seulement si, pour tout xy € X et pour toute partie
B CY qui est un voisinage de f(xo) dans (Y,dr), l'image inverse f~'(B) est un
voisinage de xo dans (X, dx).

Démonstration de (i) — Supposons que f est continue sur X au sens de la définition 2.1.
Soit O € 7(dy) et zy € f71(O), ce qui équivaut a f(zy) € O. Alors, comme O est un
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ouvert de Y, il existe r > 0 tel que By, (f(z0),r) C O. Or f est continue en x, il existe
e > 0 tel que
Ve e X, dx(z,x0) <e = dy(f(2), f(zo)) <7

ce que 'on peut traduire par :
Vo € X, z€ Byy(2o,6) = f(x) € Bay (f(20),7)

ou encore : By, (wg,€) C f~1(Bay, (f(20),7)). Mais comme By, (f(z0),7) C O, qui 1mphque

F Y Bay, (f(x0),7)) C f7HO), on en déduit que By, (z9,€) C f~1(O). Doncf L(O) est
un ouvert de (X, dy).

Montrons la réciproque : nous supposons que l'image inverse de toute ouvert O de (Y, dy)
est un ouvert de (X, dyx). Soit 2o € X et montrons que f est continue en zy. Pour tout
r > 0, la boule ouverte By, (f(xo),r) est un ouvert de (Y, dy), donc f~*(Ba, (f(z0),7))
est un ouvert de (X, dx). Cet ouvert contient en particulier xy, donc il existe € > 0 tel
que By, (zg,€) C f1(Ba, (f(x0),7)), ce qui prouve le résultat. O

Puisque, pour toute application f: X — Y et pour toute partie B C Y, on a f~}(Y \
B) = X\ f7!(B), on en déduit la caractérisation suivante.

Corollaire 2.1 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et soit f : X — Y une
application. Alors f est continue sur X si et seulement si, pour tout fermé F de (Y, dy),
Uimage inverse f~Y(F) est un fermé de (X, dx).

Une conséquence de ces résultats est qu’il est possible d’étendre la notion de continuité
entre deux espaces topologiques.

Définition 2.4 Soit (X,7x) et (Y,7y) deuz espaces topologiques et f : X — Y une
application. On dit que

(i) f est continue si l'image inverse par f de tout ouvert O de (Y, Ty) est un ouvert

de (X, Tx).

(ii) f est continue si l’image inverse par f de tout fermé F de (Y, 7y) est un fermé de
(X, TX) .

Bien entendu, dans cette définition, (i) et (ii) sont équivalents et il suffit de vérifier 'une
de ces deux assertions.
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2.4 Homéomorphismes, applications ouvertes ou fermées

Définition 2.1 (homéomorphisme) Soit (X, 7x) et (Y, 7y) deuz espaces topologiques
et f: X — Y une application. On dit que f est un homéomorphisme si

(i) f est une bijection
(i1) f est continue sur X.

(iii) la bijection réciproque f~! est continue sur'Y .

Définition 2.2 (applications ouvertes, fermées) Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces
topologiques et f : X — Y une application.
— on dit que f est ouverte si l'image de tout ouvert de (X, 7x) par f est un ouvert
de (Y, 1y).
— on dit que f est fermée si l'image de tout fermé de (X, 7x) par f est un fermé de
(Y, 7v).

En général une application continue n’est ni ouverte, ni fermée :

(i) 'application f : R — R définie par f(z) = 1, Vax € R est continue, mais I'image
de tout ouvert non vide de R (& commencer par R) est {1} qui est fermée et non
ouvert. Cette application n’est donc pas ouverte mais elle est fermée.

(ii) l'application f : R*> — R définie par f(z,y) = x (projection sur l'axe des x
parallélement & Paxe de y) est continue. L'ensemble A = {(z,y) € R? ; xy = 1}
(hyperbole du plan) est fermé, mais son image f(A) est R\ {0} et n’est pas fermée.
L’application f n’est donc pas fermcée.

En revanche f est ouverte : soit U un ouvert de R?, alors pour tout point (g, yo) €
U, 3r > 0 tel que Bgz2((zo,y0),r) C U et il est clair que f(U) contient |xg—1r, xo+r].
Donc f(U) est ouvert.

(iii) tout homéomorphisme f : X — Y entre deux espaces topologiques (X, Tx) et
(Y, 7y) est a la fois continu, ouvert et fermé, car I'image d’'un ouvert U de (X, 7x)
est alors égale & I'image inverse par 'application réciproque f~1.

2.5 Continuité et suites

Proposition 2.1 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y wune
application. Soit a € X. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes.

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
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(i) [ est continue en a.

(ii) pour toute suite (x,),cy @ valeur dans X et qui converge vers a dans (X,dx), la
suite (f(xn)),en converge vers f(a).

Démonstration — Dans un sens I'implication (i) = (ii) est simple et ¢’est un bon exercice
de le vérifier.

Montrons l'implication inverse (ii) = (i) en montrant sa contraposée —(i) = —(ii)
(rappel : = = non) : nous supposons que f n’est pas continue en a. Cela signifie

- [Ve > 0,3 > 0,Vz € X, dx(z,a) < a = dx(f(x), f(a)) < €]
c’est a dire :

de > 0,Va > 0,3z € X, dx(z,a) < a et dx(f(x), f(a)) > ¢

Appliquons cela pour oo = n+r1, pour toute valeur de n € N. Nous pouvons ainsi construire
une suite (,,),, oy telle que

Vn eN, dx(zp,a) < et dx(f(zy), f(a)) > ¢

n+1

On a donc lim,,_,+ =, = a mais, en méme temps, (f(,)),y ne converge pas vers f(a)
dans (Y, dy). Donc (ii) est faux. O

2.6 Applications lipschitziennes, uniformément continues

Les notions suivantes n’ont de sens qu’entre des espaces métriques. Elles sont plus fortes
que la continuité.

Définition 2.3 (application uniformément continue) Soit (X,dx) et (Y,dy) deux
espaces métriques et f : X — Y une application. On dit que f est uniforme continuité
51

Ve >0,3a >0, Vz,z0€ X, dx(x,20) <a = dy(f(x),(x)) <e€ (1)

Définition 2.4 (application lipschitzienne) Soit (X,dy) et (Y,dy) deuz espaces mé-
triques et f : X — Y wune application. On dit que [ est lipschitzienne s’il existe une
constante k €]0, 00| telle que

VZL‘l,ZEQ € X, dy(f(l‘l),f(l'g)) S ]{Z dX<I'1,ZL'2) (2)

Proposition 2.2 (i) Toute application lipschitzienne entre deux espaces métriques est
uniformément continue.

(11) Tout application uniformément continue entre deuz espaces métriques est continue.



21

Démonstration — Exercice (pour (i), on pourra vérifier que le choix a = ¢/k convient).

O

La réciproque de (i) est fausse : il existe des applications uniformément continues qui ne
sont pas lipschitziennes. Un exemple est f : [0, +oo[— [0, 400 définie par f(z) = /.
Cette fonction est uniformément continue?, mais en revanche, elle n’est pas lipschitzienne.
En effet, pour = > 0,

[f@) = fO] v _ 1

— n’est pas borné

lz—0 — © Jr
donc il n’existe pas de constante k > 0 telle que, Va,y € [0, +o0], | f(x)— f(y)| < k |z —y].

La réciproque de (ii) est également fausse : Papplication f : R — R définie par f(z) = x*
est continue, mais n’est pas uniformément continue (étudier le rapport % lorsque

|z| et |y| sont grands). En revanche la restriction de cette application sur tout intervalle
borné est lipschitzienne (montrez le).

Une notion utile est la suivante.

Définition 2.5 (module de continuité) Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques
et f X — Y une application. Le module de continuité de f est l’application wy :
[0, +00[— [0, +oo[N{+00} définie par

Vr >0, wi(r) :==sup{dy(f(z1), f(22)) ; dx(z1,22) <71} (3)
Une conséquence immédiate de cette définition est que
Vay,xp € X, dy(f(21), f(x2)) < wy(dx (21, 22)) (4)

Proposition 2.3 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques et f : X — Y une
application. Alors [ est uniformément continue si et seulement si wy est définie sur un
voisinage de 0 dans [0,4o00] et
11_1}(1) we(r) =0

Démonstration — (i) Supposons que f est uniformément continue. Alors, pour tout € > 0,
il existe a > 0 tel que : Yoy, 20 € X, si dx (21, 22) < «, alors dy (f(z1), f(z2)) < € et donc,
sir <, dx(x1,x3) < r entraine que dy (f(z1), f(22)) < € et on en déduit que ws(r) < e.
Donc lim, o ws(r) = 0.

(i) Réciproquement supposons que lim,_,qwy(r) = 0, ce qui signifie que : Ve > 0, o > 0,
Vr € [0,4o00[, r < o = wy(r) < e. Alors, si dx(z1,72) < @, on a wy(dx(xy,22)) < &, ce
qui entraine dy (f(x1), f(z2)) < € par (4). O

2. Exercice : le montrer. On pourra au préalable établir I'inégalité [\/x — /y| < /|v —y|, Vo, 2 €
[0, +o0].
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On remarque que, si f : X — Y est lipschitzienne de rapport k > 0, alors we(r) < kr,
ce qui permet de retrouver le fait que toute fonction lipschitzienne est uniformément
continue.

2.7 Applications sur et a valeur dans un produit cartésien d’es-
paces métriques

Proposition 2.4 Soit (X1,dx,) et (Xs,dx,) deuz espaces métriques. Considérons les ap-
plications projections du produit X, x Xo vers, respectivement, le premier et le deuxiéme

facteur :
p1 XixXs — X4 P2 Xy xXs — X4
(x1,22) +— a1 (x1,229) +—— @9

Alors p1 et py sont lipschitziennes et donc continues.

Démonstration — Exercice (I'occasion de se rappeler que la distance sur X; x X, est
définie par dX1 ><X2((xl> [)32), (y1, y2)) = mnax (dX1 (5(71, yl)’ dXz (1‘2, y2))) O

Proposition 2.5 Soit (X,dx), (Y1,dy,) et (Ya,dy,) des espaces métriques et soit f =
(fi,f2) + X — Y1 x Y5 une application. Alors f est continue si et seulement si les
applications coordonnées fi : (X,dx) — (Y1,dy,) et fo : (X,dx) — (Ya,dy,) sont
continues.

Démonstration — Dans un sens 'implication f continue = f; et f, continues est un
corollaire de la proposition précédente : il suffit d’observer que f; = p1o f: X — Y] et
fa=prof: X — Y,

Réciproquement, supposons que f; et fs sont continues. Soit a € X, montrons que f est
continue en a. Pour tout € > 0, en utilisant la continuité de f; et f5, on a

Ja; > 0,Vo € X, dx(v,a) <oy = dy,(fi(2), fi(a)) <e
EI042 > Ovvx € Xa dX<:U7a) <oy = de(f2<x>7f2(a)) <é

Dong, si on pose a = inf(ay, ), on a : Vo € X,

dx(z,0) <a = dyixy,(f(2), f(a)) = max[ dy,(f1(2), [r(a)) , dv,(f2(), f2(a)) | <€

ce qui prouve la continuité de f en a. 0

3 Suites de fonctions

3.1 Convergence simple et uniforme
3.1.1 Préliminaire : distance (étendue) du sup

Notons [0, +o0] := [0, +00[ U {+00}.
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Définition 3.1 (distance étendue) Soit X un ensemble. Une distance étendue est
une application d : X x X — [0, +00| qui satisfait les trois axiomes d’une distance (elle
est non dégénérée3, symétrique et elle satisfait I'inégalité triangulaire® ).

Un exemple important est le suivant. Pour toute paire d’ensemble X et Y, on note F(X,Y")
I’ensemble des applications X — Y.

Définition 3.2 (distance étendue du sup) Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces mé-
triques. On définit Uapplication do : F(X,Y) x F(X,Y) — [0,400] comme suit :
Vf, g€ F(X,)Y),

doo(f, g) = sup{ dy (f(2), g(x)) ; v € X } (5)

Proposition 3.1 L’application d, : F(X,Y) x F(X,Y) définie par (5) est une distance
étendue sur F(X,Y).

Démonstration — Premiérement d, est non dégénérée car, Vf, g € Fp(X,Y), sidw(f,9) =
0, alors, Vo € X, dy(f(z),g(x)) <0 <= dy(f(x),g(x)) =0 et donc f = g.

— De plus il est immédiat que d., est symétrique.

— Montrons que d., satisfait I'inégalité triangulaire. Soit f, g, h € Fu(X,Y), alors Vo € X,

dy (f(x),g(x)) < doo(f,9)
dy (9(x), h(z)) < doo(g,h)
et donc :  dy(f(z),9(x)) +dy(g(x),h(x)) < du(f,g)+ ds(g,h)

Dongc, par I'inégalité triangulaire dans Y,

dy (f(x), h(x)) < dy(f(2),9(z)) +dy(9(x), h(x)) < ds(f, 9) + doc(g, h)

et ainsi dog(f, h) = sup,ex dy (f(2), h(z)) < doo(f, 9) + doo(g, h). m

Définition 3.3 (applications bornées) Soit (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques.
Une application f : X — Y est bornée s’il existe un ensemble borné B C Y tel que,
Ve € X, f(x) € B. On note Fo(X,Y) l'ensemble des applications bornées f: X — Y.

On remarque que la restriction de do, & F(X,Y) est une distance et (Fp(X,Y), ds) est
ainsi muni d’une structure d’espace métrique.

3. Ve,ye X, d(z,y) =0<=ax=y
4. Vz,y € X, d(y,z) = d(z,y)
5. Va,y,z € X, d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2)
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3.1.2 Convergence simple et uniforme d’une suite d’applications

Définition 3.4 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f : X — Y wune
application et soit (fy),cy une suite d’applications f, : X — Y.

(i) on dit que (fn),cy converge simplement (ou ponctuellement) vers f si

Vee X, lim f,(x)= f(x) (6)

n——+o0o

(ii) on dit que (fn),cy converge uniformément vers f si

Ve>0,ANeNVneN, n>N = [[VeeX |dy(fulz), f(z) <e] (7)

Noter que (6) signifie :

Ve>0,AINeNVneN, n>N = dy(f.(z),f(z)) <e¢

La différence entre (6) et (7), non négligeable, réside dans l'ordre des quantificateurs :
dans la convergence simple, N dépend de € et de x, dans la convergence uniforme, N ne
dépend que de €.

Proposition 3.2 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, et soit (f,), oy une suite
d’applications X — Y. La suite (fy), oy converge uniformément vers une fonction f si
et seulement si elle converge vers f pour la distance étendue d,, c’est a dire si

lim doo(fn, f) =0

n—-+0o00

Démonstration — Exercice. ]

Proposition 3.3 (convergence uniforme plus forte que la convergence simple)
Soit (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, soit f : X — Y une application et soit
(fa)nen une suite d’applications f, : X — Y. Supposons que (fy),cy converge unifor-
mément vers f. Alors (fn),cn converge simplement vers f.

Démonstration — Exercice. 0
Exemple 3.1 (qui montre que la réciproque est fausse) Soit g : R — R défini

par g(x) = ﬁ et s0it (fn),en la suite d’applications f, : R — R définie par f,(x) =
g(nz). Alors cette suite converge simplement vers la fonction f: R — R définie par :

Vr €]0, 400, f(z)=

Mais (fn),en ne converge pas uniformément vers f
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Démonstration — Le fait que (f,),cy converve simplement vers f est simple et est laissé
en exercice. Pour montrer que (f,), oy ne converge pas uniformément vers f, il suffit de
vérifier que do(fn, f) = 1 et donc que la suite ne converge pas vers f dans la norme d..
Or cela est une conséquence de :

doo(fn, [) = sup{|fu(z) — f(2)| ; = €]0,+00[}
= sup{l—ﬁ ; :176]0,+oo[} =1

: nx
car llmm_m \/H—ni%ﬂ =0.

Théoréme 3.1 (de la limite uniforme) Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques,
soit [+ X — Y une application et soit (f,),cy une suite d’applications f, : X — Y.
Supposons que :

(i) Yn €N, f,: X — Y est continue;
(ii) (fn)nen converge uniformément vers f

Alors f est continue.

Démonstration — Supposons vérifiées les hypothéses (i) et (ii). Soit o € X, montrons
que f est continue en xy. Soit € > 0, alors, par I'hypothése (ii), AN € N, Vn € N,
n> N = do(fn, [) < /3. Cela implique que, sin > N,

Vee X, dy(fu(z), f(x)) <e/3
Choisissons une valeur de n > N. Alors, d’aprés 'hypothése (i), f,, est continue, donc
da >0, VeelX, dx(z,x0) <a = dy(fu(z), fu(x)) <e/3
Donc, par l'inégalité triangulaire, Vo € X, si dx(z,x¢) < «, alors

dy (f(2), f(w0)) < dy(f (@), fu(@)) + dy (fu(@), fu(w0)) + dy (Fn(w0), f (o))

< §+§+§:8

ce qui prouve la continuité de f en xg. O

L’hypothése de la convergence uniforme est essentielle. Ainsi la suite (f,,), oy définie dans
I’exemple 3.1 converge simplement vers f. Chaque fonction f,, est continue mais la limite
f ne l'est pas. L’explication est le fait que la suite (f,,), .y ne converge pas uniformément.

4 Espaces métriques compacts

4.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 4.1 Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Un recouvrement de A par
des ouverts est une famille d’ouverts (0;),.; telle que A soit contenu dans la réunion de
tous ces ouverts :

ACUOZ
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Le recouvrement est dit fini si la famille (O;),., est finie.

Exemples
— siX=Ret A=[0,+o00], (Jn —1,n + 1[), oy est un recouvrement de A par des ou-
verts (mais (Jn — 3,n+ 3[)_ <y Vest pas un recouvrement de A!). Ce recouvrement
n’est pas fini.
g X = _ 13711 3 :
siX =Ret A=1[0,1], (]—3,2[]3 2]) est un recouvrement fini de A par des
ouverts.

N

Définition 4.2 Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Soit (O;),c; un recouvrement
de A. Un sous-recouvrement de A extrait de (O;),.,; est une famille (O;),.,, telle que
JCI et

i€J’

Acljo;

ieJ

Définition 4.3 (Propriété de Borel-Lebesgue) Soit (X, d) un espace métrique et K C
X. On dit que K est compact (ou satisfait la propriété de Borel-Lebesgue) si, de tout
recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

De facgon plus détaillée, K est compact si, pour tout recouvrement de K par des ouverts
(0i),¢;» 1l existe un sous-ensemble fini J C I tel que (O;),., soit encore un recouvrement
de K.
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Rappelons la définition suivante :

Définition 4.3 (Propriété de Borel-Lebesgue) Soit (X, d) un espace métrique et K C
X. On dit que K est compact (ou satisfait la propriété de Borel-Lebesgue) si, de tout
recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

De fagon plus détaillée, K est compact si, pour tout recouvrement de K par des ouverts
(0i),¢;» 1l existe un sous-ensemble fini J C I tel que (O;),.; soit encore un recouvrement

de K.

La notion de compact est intrinseque, comme le stipule le résultat suivant.

Proposition 4.1 Soit (X, d) un espace métrique et K C X. Soit T la topologie induite
par d sur X et 7i la topologie induite par T sur K. Alors K est compact pour la topologie
T si et seulement si il est compact pour la topologie Ty .

Démonstration — Immeédiate. O

4.2 Compacité et parties fermées ou bornées

Proposition 4.2 Soit (X,d) un espace métrique. Tout ensemble compact dans X est
fermé et borné.

Démonstration — Soit K C X un compact et soit p € X un point quelconque. Considérons
la famille (infinie dénombrable en général) (By(p,n)),,cy-- Elle recouvre tout X, donc, a
fortiori, K. Nous pouvons extraire de cette famille une famille finie (Ba(p, ©(4)));cp,n
qui recouvre K et ou? ¢ : [1, N] — N* peut, sans perte de généralité, étre choisie
strictement croissante. Donc

K c | Balp,#(i) = Balp. ¢(N))

J€[1,N]
donc K est borné.
Montrons que K est fermé, ce qui revient & démontrer que son complémentaire X \ K

est ouvert. Soit @ € X \ K. Pour tout point x € K, a # x et donc d(a,z) > 0. Posons
ry = d(a,)/2, alors By(a,r,) N By(z,r,) = 0. Mais de plus K est recouvert par la famille

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
2. Nous notons [1, N] := NN [1, N]
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(Ba(,73)),cx : comme K est compact, on peut extraire un recouvrement (Bqy(z;, ;)

jeg

ot J est fini. Soit r := inf{r,,; j € J} > 0. Alors

Vield, r<r, = By(a,r) C By(a,ra,)
= Ba(z,74,;) N Ba(a,r) C Ba(x,74;) N Ba(a,rs,) =0
Donc
K N By(a,r) C U (Ba(x,74,) N Bala,r)) = U D=0
jeJ jeJ
ce qui signifie que By(a,r) C X \ K. O

Proposition 4.3 Soit (X,d) un espace métrique et soit K C X un compact. Alors toute
partie fermée F' de K est compacte.

Démonstration — Soit (0;),.,; un recouvrement de I’ par des ouverts. Par commodité nous
supposerons que 0 ¢ I. Notons Oy := X \ F : par hypothése Oy est ouvert. Considérons
la famille d’ouverts (O;),c;+, ott I := T U{0}. Alors (O;),.;+ est un recouvrement de X.
Comme K est compact on peut extraire un sous-recouvrement fini (Oj)j oy (o J C I est
fini) qui recouvre K, donc F. Nous obtenons ainsi un recouvrement de F' par une famille
finie d’ouverts, extraite de (O;),c;, soit en prenant (O;); ;, si 0 ¢ J, soit en prenant
(O);en 0y 81 0 € J. Donc I est compact. O

Remarque 4.1 En général la réciproque aux deux propositions précédentes n’est pas vrazie,
ce qui signifie qu’il existe des espaces métriques fermés et bornés mais non compacts. Un
ezemple est le suivant. Considérons l’espace vectoriel (°(N,R) des suites u = (uy), ey @
valeur réelle, muni de la norme ||ul| := sup, oy |un|. Alors la boule unité fermée Boo(0,1)
dans (*°(N,R) est fermée et bornée, mais n'est pas compacte. En effet il existe des suites
a valeur dans EOO(O, 1) dont il est impossible d’extraire une sous-suite convergente (ce qui
signifie que EOO(O, 1) n'est pas séquentiellement compact, notion qui sera introduite dans
la définition 4.1 au prochain cours, et donc est non compact, d’apres le théoréme 4.3). Un
exzemple est la suite (u(k)),cy (@ valeur dans (*(N,R)!) définie par : Vk € N, ¥n € N,
u(k)y, =1sik=n etulk), =0 si k#n est a valeur dans EM(O, 1).

4.3 Les compacts de R

En fait les compacts de R sont exactement les parties fermées et bornées de R, comme
le montrent la proposition 4.2 qui précéde et le théoréme 4.1 qui suit.

Théoréme 4.1 Toute partie fermée bornée de R est compacte pour la topologie standard.

Démonstration — Etape 0 — En préliminaire observons que, dans n’importe quel espace
métrique (X, d), si A et B sont deux parties de X et si (O;),.; est un recouvrement de

AU B dont il existe un sous-recouvrement fini (O;),c;, de A et un sous recouvrement
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fini (O;) ¢, de B, alors il est possible d’extraire de (O;);.; un sous recouvrement fini de
AU B : il suffit de prendre (O;);c;, 0 1,-

En prenant la contraposée de cette assertion, on obtient que, si (O;) ser €st un recou-
vrement de AU B qui n’admet pas de sous recouvrement fini de A U B, alors,

— soit (0;),c; n'admet pas de sous recouvrement fini de A (nous dirons alors dans

I'étape suivante que A est « fautif »),
— soit (0;),c; n'admet pas de sous recouvrement fini de B (nous dirons alors dans
I’étape suivante que B est « fautif »),.
Etape 1 — Nous montrons que, pour tout L €]0, 4+o00[, [-£, £] est compact. Soit (O;),,
un recouvrement de [— g, g ] par des ouverts, raisonnons par 'absurde et supposons que
ce recouvrement n’admet pas de sous-recouvrement fini de [— é , 2] Alors, d’apreés ce qui
précéde et puisque [—£, £] = [-£ 0] U [0, £], au moins un des deux intervalles [—£, 0] ou
0, %] est fautif.

Notons Ay = [—£, L] et, si [-£,0] est fautif, notons 4; = [—£,0], sinon 4; = [0, £].
Dans tous les cas Ag et A; sont fautifs. Nous pouvons continuer ce raisonnement indéfi-
niment : nous obtenons une suite (A,), .y d’intervalles fermés fautifs en divisant chaque
intervalle A,, en deux et en choisissant pour A,, 1 un intervalle fautif qu’il contient. Notons
Ay, = [an, by). Alors (ay,), o est une suite croissante, (by),, oy st une suite décroissante et
b, —a, = 2% Ces suites sont donc ajacentes et convergent vers une méme limite /.
Comme ¢ € [—%,%], il existe ¢ € I tel que ¢ € O; et, puisque O; est ouvert, il
existe ¢ > 0 tel que [¢ — e,¢ + ¢[C O;. En choisissant n € N tel que 2% < g, on a donc

2”1
[E L (+ L] C O;. Mais par ailleurs ¢ € [a,, b,], ce qui entraine |[( —a,| < £ et |€ by| <
7% Donc an,b €e[l—

271 )
£ 0+ %], ce qui entraine que A, = [a,,b,] C [( — QL,L,EJr =] C O;.
Mais cela contredit le fait que 'intervalle A,, est fautif.

Etape 2 — Soit F une partie fermée bornée de R. Alors il existe L > 0 tel que F C [—%, %]
Alors, d’aprés la proposition 4.3, F' est fermé.

4.4 Compacts et continuité

Proposition 4.4 Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et f : (X,dx) =
(Y, dy) une application continue. Alors l’image par f de tout compact K C X est un
compact de Y .

Démonstration — Soit (U;),.; un recouvrement de f(K) par des ouverts de Y. Comme f
est continue, chaque image inverse f~!(U;) est un ouvert de X. De plus

KcCf(f(K)cf! (U UZ-) =Jr

iel iel

Comme K est compact, nous pouvons extraire une famille finie (Uj)je ; telle que K C
Ujes 71 (U)), ce qui entraine f(K) C U, Uj. O
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Théoréme 4.2 (théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un espace métrique
compact est uniformément continue.

Démonstration — Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques et f : X — Y continue.
Fixons € > 0 et cherchons a montrer qu’il existe a > 0 tel que

VI'EX,\V/:I/GX, dX(xvy)<a = dy(f($)7f<y))<5
L’hypothése de continuité se traduit par :
Va € X,3n(a) > 0,Vr € X, x € By(a,2n(a)) = dy(f(a), f(x)) <e/2

La famille (Bg(a,n(a))),cy recouvre X, donc, puisque X est compact, nous pouvons
extraire une famille finie (Bgy(a;,n;));., (ot n; := n(a;)) qui recouvre X. Posons o :=
inf{n; ; j€J} >0.

Soient z,y € X tels que dx(z,y) < a. Alors, 3j € J, v € By(a;,n;), donc, puisque

jeJ

)
AN
\
/ AN
\

f N
\‘
( \
\ 7 |

: <e

AN

dx (x,a;) < 2n; = dy(f(z), f(a;)) <e/2
dx(y,a;) < dx(y,z) +dx(z,a;) <2n; = dy(f(y), f(a;)) <e/2

et alors dy (f(z), f(v)) < dy(f(x), f(a;))+dy(f(a;), f(y)) <e/2+¢/2 = ¢, ce qui prouve
le résultat. 0

dx(l’,aj) <77j > {

4.5 Propriété de Bolzano—Weierstrass

Définition 4.4 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est séquentiellement
compact ou qu’il posséde la propriété de Bolzano—Weierstrass si toute suite (x,)
a valeur dans X admet une sous-suite (x@(n))neN qui converge dans (X, d).

neN

Nous allons voir que, pour un espace métrique, la propriété de Bolzano—Weierstrass est
équivalente a la propriété de Borel-Lebesgue. Elle constitue donc une autre caractérisation
des espaces métriques compacts.

Définition 4.5 Soit (X, d) un espace métrique. Une famille dénombrable de fermés
emboités non vides de X est une famille dénombrable (F),), oy de fermés non vides de
(X,d) telle que

VneN, F, CF,
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Proposition 4.5 Soit (X,d) un espace métrique compact. Alors l'intersection de toute
famille dénombrable de fermés emboités non vides est non vide.

Démonstration — Raisonnons par I’absurde. Supposons que (X, d) est un espace métrique
compact et qu’il existe une suite dénombrable (F},), .y de fermés emboités non vides dans
(X, d) telle que ,,cn Fr = 0. Pour tout n € N, posons U, := X'\ F,,. Alors (U,),,oy est une
suite d’ouverts de (X, d) qui satisfait |J,cy Un = Upen(X \ Fn) = X\ (,en Frn = X, Clest
a dire un recouvrement de X. Comme X est compact nous pouvons extraire une famille
finie (U@(J))je[[l N qui recouvre X. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ¢
est croissante, si bien que Fyny C Fyvo1y) C -+ C Fyq) et donc Uyqy C -+ C Uyn—1) C
U,(wy- Cela entraine

XC | Uy =Upvy = Fony=X\Upw) =0

JE[L,N]

ce qui constitue une contradiction. 0]

Théoréme 4.3 Tout espace métrique est compact si et seulement si il est séquentielle-
ment compact. Autrement dit :

(1) la propriété de Borel-Lebesgue entraine la propriété de Bolzano—Weierstrass

(i1) la propriété de Bolzano—Weierstrass entraine la propriété de Bolzano—Weierstrass.

Nous commengons par démontrer (i).

Démonstration (compact = séquentiellement compact) — Soit (X, d) un espace métrique
compact et soit (z,),y une suite a valeur dans X. Pour tout n € N, posons A, :=
{Tm;n < m}et F, == A, Alors (F,), .y est une suite de fermés non vides emboités.
Donc, d’aprés la proposition 4.5, son intersection est non vide. Soit £ € [,y Fr, puisque
F,=A4A,, (e M,en Frn signifie :

Vn € N,Ve >0, By(l,e)NA,#0 (1)

Nous allons extraire de (z,), .y Une sous-suite (x@(n))neN qui converge vers ¢. Choisissons
n’importe suite?® (g, )nen & valeurs dans ]0, +o0] telle que lim,, s, €, = 0.

— nous choisissons ¢(0) € N tel que x40y € Ba(l, o) ;

— puis (1) € N tel que ¢(1) > ¢(0) et z,q) € Ba(l, 1),

— pour tout n € N*, nous prenons ¢(n) € N tel que ¢(n) > p(n — 1) et x,m) €

Bd(f, 8n).

Alors la suite (¢(n)),cy est strictement croissante, donc (Iw(n))n oy ©st bien une sous-
suite extraite de (2,),oy. De plus, Vn € N, d(z,0,,£) < €5, ce qui implique que (©(n)),,cx
converge vers /. O

La preuve de la propriété (ii) du théoréme 4.3 repose sur deux lemmes.

3. Par exemple ¢,, = n%rl fait I’affaire.
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Rappelons le résultat :
Théoréme 4.3 Tout espace métrique est compact si et seulement si il est séquentielle-
ment compact. Autrement dit :

(1) la propriété de Borel-Lebesgue entraine la propriété de Bolzano—Weierstrass

(11) la propriété de Bolzano—Weierstrass entraine la propriété de Bolzano—Weierstrass.
Nous avons montré (i) a la derniére séance. La preuve de la propriété (ii) du théoréme
4.3 repose sur deux lemmes. Le premier lemme affirme que, dans un espace métrique

séquentiellement compact, tout recouvrement par des ouverts posséde une « granularité »
€ strictement positive.

Lemme 4.1 Soit (X,d) un espace métrique séquentiellement compact. Alors, pour tout

recouvrement de X pour des ouverts, (O;),c;, il existe € > 0 tel que :

Ve € X,3i(x) € I, Bg(x,e) C Oy

Démonstration — Soit (O;),.; un recouvrement de X par des ouverts et raisonnons par
I’absurde en supposant que :

Ve>0,3r € X,Vi€l, Bylz,e)n(X\O;) #£0 (1)

Choisissons une suite (&), .y & valeur dans |0, +-o00[ et qui tend vers 0 lorsque n — +4-o00.
Alors, d’apres (1),

VneN, 3z, € X,Viel, By(rne,)N(X\O;) #0 (2)

Comme (X, d) est séquentiellement compact, nous pouvons extraire une sous-suite (mW(”))neN
de la suite (z,),,cy qui converge vers une limite £ € X. Comme (O;),.,; recouvre X, 3j € [
tel que ¢ € O;, et comme O; est ouvert, Ir > 0 tel que By(¢,2r) C O;.

Puisque lim,, o Tym) = £, on sait que, pour n assez grand, d(Ty@m),¢) < r. Nous
pouvons de plus choisir une valeur de n telle que £,,) < 7. Alors

Bd(xw(n), Ew(n)) C Bd(mgo(n)a T) C Bd(g, 27“) C Oj

car y € By(Tpm), 1) <= d(y, Tpm)) <17 = d(y, L) < d(Y, Tpm)) + d(@pm), £) <1 +7. Cela
contredit (2). O

Définition 4.3 (ensemble précompact) Un espace métrique (X, d) est précompact
si, pour tout & > 0, il existe un recouvrement fint de X par des boules de rayon 9.

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
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Lemme 4.2 Tout espace métrique séquentiellement compact est précompact.

Démonstration — Soit (X, d) est un espace métrique précompact. Nous raisonnons par
I’absurde en supposant qu’il existe § > 0 tel qu’il n’existe pas de recouvrement fini de
X par des boules de taille . Prenons un point 2y € X quelconque, la boule By(xo,d) ne
recouvre pas X, donc 3zy € X\ By(zg, ). Nous réitérons ce raisonnement en construisant
par récurrence une suite (,),.y comme suit : Vn € N, puisque (By(zm,0d))
n’est pas un recouvrement de X, il existe z,1 € X \ U
importante de cette suite est que

meN;m<n

By(z,,0). La propriété

meN;m<n

Vn,meN, n#m = d(z,,Ty,) >0

Mais puisque (X, d) est séquentiellement compact, il existe une sous-suite (x‘p(n))neN qui
converge vers une limite ¢ € X. En particulier

n>N— d(l’@(n),f) <§/2

m > N = d(Ty(m), {) < /2 — d(Zyp(n), Tp(m)) < 0

dN € N,Vn,m € N, {
ce qui contredit la propriété précédente. O

Nous pouvons enfin montrer que la propriété de Bolzano—Weierstrass entraine la propriété
de Borel-Lebesque.

Démonstration du théoréeme 4.3 (ii) (séquentiellement compact => compact) — Soit (X, d)
un espace métrique séquentiellement compact et soit (O,), 4 un recouvrement de X par
des ouverts. Alors, d’aprés le lemme 4.1, il existe € > 0 tel que :

Vz € X,3a(z) € A, By(z,e) C Onp)

Nous appliquons alors le lemme 4.2 avec § = € : il existe un recouvrement fini (By(z;,€)) e,
de X par des boules de rayon . D’aprés la propriété précédente, pour tout j € J,
Ja(z;) € A, Ba(zj,€) C Oq(a;)- Concaténons les inclusions :

X C UBd(xj,e) C an(mj)
jeJ jeJ

Donc (Oa(mj)) e

jeg est un recouvrement fini de X, extrait de (O,)

a€cA"

4.6 Propriétés des ensemble séquentiellement compacts

Proposition 4.1 Tout produit cartésien fini d’espaces topologiques est compact ssi cha-
cun de ses facteurs est compact.

Démonstration — Nous le montrons pour le produit cartésien de deux espaces métriques
(X,dx) et (Y,dy). (i) Supposons que X X Y est compact. Rappelons que les projections
px : X XY — X et py : X XY — Y sont continues. Donc, puisque X et Y sont les
images de X X Y par ces projections, X et Y sont compacts.
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(ii) Supposons que X et Y sont compacts. Soit ((Zn,Yn)),cy une suite a valeur dans
X xY. Alors (), oy est une suite & valeur dans X, donc on peut extraire une sous-suite
('%(")))neN qui converge dans X. Ensuite il est possible d’extraire de la suite (y@(n))neN
a valeur dans Y une sous-suite (yww(n))neN qui converge dans Y. Alors la sous-suite

(mww(n)a y@ow(n))n oy converge dans X x Y. 0
Proposition 4.2 Pour tout n € N*, toute partie fermée bornée de (R",d.,) est compacte.

Démonstration — Soit F' C R™ une partie fermée et bornée. Comme F est bornée, il existe
R > 0 tel que F soit contenu dans la boule B, (0, R) = [-R, R]". D’aprés le théoréme
??, chaque intervalle [—R, R] est compact, donc d’aprés la proposition 4.4 qui précéde,
[—R, R]™ est compact. Comme F' est fermé et est contenu dans [—R, R]", nous pouvons
appliquer la proposition 4.3 pour conclure que F' est compact. 0]

Proposition 4.3 (extrema atteints) Soit (K, d) un espace métrique (non vide!) com-
pact et f : K — R une application continue. Alors les bornes inférieures et supérieures
de f sur K sont atteintes, c’est a dire : 3m, M € K,

inf f(K) = f(m), sup f(K) = f(M)

Démonstration — (i) L’existence de inf f(K) et de sup f(K') est une conséquence du fait
que f(K) est une partie compacte (car image d'un compact par une application continue)
et donc bornée non vide de R.

(ii) Montrons l'existence d'une valeur m € K telle que inf f(K) = f(m) (la preuve
pour sup f(K) est identique). Une conséquence de la définition de la borne inférieure est
que, Ve > 0, dz € K, inf f(K) < f(x) < inf f(K) + . En appliquant cette derniére
propriété pour € = n+r1, avec n € N, nous construisons une suite (x,),.y & valeur dans
K telle que inf f(K) < f(z,) < inf f(K) + n+r1 Nous en déduisons en particulier que
limy, 400 f(2,) = inf f(K).

Par ailleurs la suite (x,),,. prend ses valeurs dans le compact K, nous pouvons extraire
une sous-suite (Iw(n))n oy qui converge vers une limite m € K. Puisque f est continue,

limy, o0 [(@p(m)) = f(m). Donc f(m) = inf f(K). O

4.7 Application : en dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes, fonctions coercives

Théoréme 4.4 Soit V' un espace vectoriel de dimension n. Alors toutes les normes sur
V' sont Lipschitz équivalentes entre elles.

Démonstration — Quitte & choisir une base, on peut toujours supposer que V = R",
muni de sa base canonique (eq,--- ,e,). Il sera suffisant de montrer que toute norme
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N : R" — [0, +oo[ est équivalente a la norme? || - ||o définie par |[(z1, -+, 2n)|le0 =

max(|zi|, -, |z,|). Cela revient a& montrer que ’application

fo R le) — (R™,N)
i — T

est bilipschitzienne. Dans un sens, on a, Vo € R"”,

N(z) = N(zie1+ -+ xpe,) < N(z1e1) + -+ + N(zpen)
= [z1|N(e1) + -+ + |za|N(en) < (N(er) + -+ N(en))[[2]loo

c’est a dire N(z) < A||z|/o, avec A = N(ey) + -+ + N(e,). On déduit aussi que N :
(R™/ || - |leo) — [0, +00[ est continue, ce qui nous sera utile dans la suite.

Obtenir une inégalité inverse est plus subtile et c’est la que la compacité vient a notre
secours. Considérons la « sphére » S := {x € R"; ||z||.c = 1} : S est une partie fermée
bornée de (R", dy,), donc, par la proposition 4.2, elle est donc compacte pour la topologie
induite par || - ||c-

Soit A := inf N(S). Alors, comme S est compact et comme N : (R™,||+|l) — [0, +00]
est continue, d’aprés la proposition 4.3, il existe a € S tel que N(a) = A. Le point crucial
est quil est impossible que A soit nul, car cela signifierait que N(a) = 0 <= a = 0, ce
qui contredirait le fait que ||al/o = 1.

Nous pouvons alors conclure : pour tout x € R™ \ {0} (nous excluons le cas trivial ou
x=0), z/||z||e € S, donc

/\gN( v ):N(@ e Azl < N@)

el /Nl

O

Remarque 4.1 L’hypothese que l’espace V' est de dimension finie est absolument indis-
pensable dans le théoreme 4.4. Ainsi par exemple l'espace vectoriel Co(R) des fonctions
continues de R dans R a support compact dans R peut étre muni d’une infinité de normes
qui ne sont pas Lipschitz équivalentes entre elles. Pour p € [1,400], définissons

vfee®. [fl,= ([ Iftra) "

et posons® || flle = super |f(x)|. Nous allons montrer que, si p # q, il est impossible
de trouver une constante A > 0 telle que, Vf € Co(R), ||fll, < Al fllq- Pour cela nous
raisonnerons par l’absurde.

2. Le choix de la norme || - ||« est préférable car c’est la norme naturellement définie sur le produit
cartésien R” =R x --- x R et nous aurons besoin d’utiliser la proposition 4.1.

3. Exercice : en utilisant les notions sur les compacts vues dans ce cours, montrer que les quantités
I f]l, sont définies et finies pour toutes les valeurs de p € [1,+0o0], si f € Cy(R).
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Soit p € Co(R) une fonction non nulle (vous étes libre de choisir celle que vous préférez)
et, pour tout s > 0, soit ps € Cy(R) définie par

Ve eR, ¢s(z)=p(sx)

Alors le changement de variable y = sz donne, pour tout p € [1,+00],

Lo = [ letsoris =< [ etwra

lsll, = s~ llell,

Supposons qu’il existe A > 0 telle que, Vf € Co(R), ||f|l, < Al fllq- Alors, en particulier,
Vs €0, +o00],

et donc?

el

loslly < Alleslly <= s7llell, < As™lglly <= s < el
p

Or on observe que, si p > q, alors limg_,, s 71 = 400 et, si p < q, alors lim,_,5s 778 =
+00, ce qui contredit l'inégalité que mous avons établie. Donc les normes ne sont pas
Lipschitz équivalentes.

On déduit du théoréme 4.4 le résultat suivant.

Théoréme 4.5 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les parties
fermées bornées sont compactes.

Démonstration — Tout espace vectoriel V' de dimension n est isomorphe a R" et, via un
isomorphisme, sa norme est équivalente & || - ||, grace au théoréme 4.4. On peut alors
appliquer la proposition 4.2. O

Définition 4.4 Soit (V.|| - ||) un espace vectoriel normé et f une fonction de V vers R.
On dit que f est coercive si
lim f(z) =+o0 (3)

l|#]|—=+o0

Proposition 4.4 Soit (V)| - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et f €
C(V,R). Si f est coercive, alors elle atteint son minimum, c’est a dire :

dm eV, f(m)=inf f(x)

eV
Démonstration — Considérons 'ensemble
K={zeV; f(z) < f(0)}
Alors

4. Pour p = 400, il est immédiat que [|¢]|co = [|@s]loo-
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— K est fermé, car image inverse par 'application continue f du fermé | — oo, f(0)];
— K est borné, car lim;| 100 f(2) = +00;
— K est non vide car 0 € K.
Donc, par le théoréme 4.5, K est un compact non vide et, puisque f est continue, nous
pouvons appliquer la proposition 4.3 : I3m € K, f(m) = inf,cx f(2). En fait on a aussi

f(m) =inf,ey f(2) car, Ve € V\ K, f(m) < inf,cx f(z) < f(0) < f(z). O
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4.8 Application : le théoréme de d’Alembert—Gauss

Théoréme 4.3 (d’Alembert—Gauss) Tout polyndéme a coefficients complexes non constant
admet une racine dans C.

Corollaire 4.1 Tout polynéme P a coefficients complexes non constant est égal a un pro-
duit de polynémes du premier degré : sin est le degré de P, alors 3c € C* et I\, -+ .\, €
C tels que, Yz € C, P(z) =c(z — A1) -+ (2 — \p).

La preuve du corollaire s’obtient par une récurrence immédiate en n étapes, en utilisant
le théoréme 4.3 et en effectuant une division euclidienne de polynémes a chaque étape.
Démonstration du Théoréme 4.3 — Soit P € C[X| un polyndéme a coefficients dans C non
constant. La stratégie repose sur deux idées :

— une premiére idée est que toute racine A de P est un point de C en lequel la fonction
z — |P(z)| atteint son minimum (puisque |P(z)| > 0 partout). Il s’agit donc de
prouver l'existence d’au moins une valeur A € C telle que P(\) = inf,cc |P(z)], ce
qui semble « raisonnable » & partir du moment ol on réalise que lim,|, o |P(2)| =
+00.

— Une deuxiéme idée est que, si A est un point ou |P| atteint son minimum, alors
on peut montrer par 'absurde que P(\) = 0. Imaginons par exemple (et pour
prendre une situation simple) que A = 0, P(\) = 1 et que P(z) = 1 + 2z + O(2?)
au voisinage de 0. Alors pour une valeur z = —g, avec ¢ €]0,+00[, on aurait
P(—¢) = 1 -+ O(e?). 1l est donc facile d’en déduire que |P(—¢)| < 1 pour €
suffisamment petit, ce qui constitue une contradiction.

La deuxiéme idée peut facilement étre mise en place dans le cas général. La premiére, en
revanche, nécessite d’utiliser une propriété de compacité, a savoir la proposition ?77.

Etape 1 : existence d’un minimum pour z — |P(z)| — Soit n > 1 le degré de P, alors
P(2) = apz"+a, 12"+ - ~+ag, avec a,, # 0 et donc P(2) = a,2" (1 + % ++ ajgn),

d’ott 'on déduit que lim|.— ;o [P(2)| = 400, c’est a dire, | P| est coercive. Comme |P| est
continue, nous déduisons de la Proposition ?? que : I\ € K, |P(\)| = inf ¢ |P(2)].

Etape 2 : P(\) = 0 — Nous le montrons par 'absurde en supposant que P(\) # 0.
Considérons le polynome Q(z) := (P(A+2)— P(X\))/P()). Ce polyndéme est non constant
car nous avons supposé P non constant. Il admet donc un développement de Taylor en 0 de
la forme Q(2) = azF+O(2**1), o1 < k < neta # 0. Posons a = pe? ot p > 0et 0 € R.
Alors si nous choisissons z = ee/"=9/* "avec e > 0, nous avons Q(z) = —peF +O(e**1), ce
qui entraine que |1+ Q(z)| < 1 si ¢ est suffisamment petit, ce qui équivaut a |719(j\r)z|)‘ <1
Cela est une contradiction.

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
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5 Espaces métriques complets

5.1 Suites de Cauchy

Définition 5.1 Soit (X, d) un espace métrique et soit (xy), . une suite G valeurs dans
X. On dit que (), oy est une suite de Cauchy si

Ve>0,AINeNVn,meN, [n>Netm>N]|] = dn,z,) <e¢ (1)

Quelques exemples :

1

— la suite (;)neN*, a valeurs dans R, est une suite de Cauchy (elle converge vers 0) ;

— la suite (n),,oy, & valeurs dans R, n’est pas de Cauchy (elle ne converge pas) ;
— la suite (,,),,c définie par ug = 2 et upy = % (.’En + %) est & valeur dans Q. Elle

est de Cauchy dans @, mais elle ne converge pas dans Q, elle converge dans R et
sa limite? est v/2.

Proposition 5.1 Soit (X,d) un espace métrique, alors
(1) toute suite convergente dans (X,d) est une suite de Cauchy ;
(ii) toute suite de Cauchy dans (X,d) est bornée ;

Démonstration — Preuve de (i) : supposons que (Z),,cy converge vers une limite /, c’est
a dire :
Ve >0, AN e NVneN, n>N = d(z, /() <e

alors, Vn,m € N, sin > N et m > N, alors
d(Tp, Tm) < d(xp, 0) +d(l, ) < e+ =2

ce qui prouve que (z,),y est de Cauchy.

Preuve de (i) : soit (z,,), oy une suite de Cauchy dans (X, d). Appliquons (1) pour ¢ =1 :
AN € N, Vn,m € N, nym > N = d(zp,r,) < 1. En particulier, si n > N, alors

d(x,,xy) < 1. Par ailleurs 'ensemble de réels positifs {d(zo, xn), d(x1,2xn), - ,d(xn_1,2N)}
est fini donc borné, par une constante 2 > 0. On conclut donc que la suite prend ses va-
leurs dans la boule By(xn, max(1, R)). Donc la suite (), .y est bornée. O

Théoréme 5.1 Soit (X,d) un espace métrique, alors toute suite de Cauchy dans (X, d)
qui admet une valeur d’adhérence est convergente et converge vers la valeur d’adhérence.

2. Rappelons comment on montre que cette suite converge vers /2. D’abord, par un raisonnement

par récurrence immédiat on voit que x,, prend des valeurs positives. Ensuite : (a) identité (z,41)% —
2
2 = %(mn - %) > 0 implique que, Vn € N*, (z,)? > 2, donc la suite est minorée; (b) lidentité
2
Tptl — Ty = % entraine alors que la suite est décroissante, donc convergente; (c) en passant a la

limite dans la relation de récurrence, on obtient que ¢ = % (E + %), d’ott Pon déduit que ¢ = /2.
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Démonstration — Soit (x,,),,cy une suite de Cauchy dans (X, d) et supposons que cette
suite admette la valeur d’adhérence £, c’est a dire qu’il existe une sous-suite 3 (mso(n))

qui converge vers £ : e
Ve>0,3PeN,VpeN, p>P = d(z,p),l)<c
L’hypothése que la suite est de Cauchy signifie que :
Ve>0,FINeNVnomeN, [n>Netm>N| = d(z,,z,) <¢
Comme lim,, , o ¢(p) = +00, il existe p € N tel que p > P et ¢(p) > N. Ainsi
Vn € N, n>N
o(p) > N } = ATy, Typ)) <€
Mais comme p > P, on a aussi d(x,(), ) < € et donc
d(xn, ) < d(n, Tpp)) + d(Tpp), £) < 2

O

5.2 Espace complet

Définition 5.2 Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X, d) est complet si toute
suite de Cauchy a valeurs dans X converge dans (X, d).

Proposition 5.2 Soit (X,d) un espace métrique et soit Y C X une partie de X, alors
(1) si'Y est complet pour la topologie induite, alors il est fermé dans X ;

(11) si X est complet et'Y est fermé, alors Y est complet.

Démonstration — Preuve de (i) : supposons que Y est complet et montrons que Y C Y.
Soit a € Y, alors il existe une suite & valeurs dans Y qui converge dans (X, d) vers a.
D’aprés la proposition 5.1, cette suite est une suite de Cauchy dans (X, d), donc aussi
dans (Y,d|y). Comme Y est complet cette suite converge dans (Y, d|y) vers une limite
qui, par unicité de la limite, est forcément égale a a. Donc a € Y.

Preuve de (ii) : supposons que X est complet et que YV est fermé dans Y. Alors toute
suite de Cauchy a valeurs dans Y est aussi une suite de Cauchy a valeur dans X, donc
convergente dans (X, d), puisque (X,d) est complet. Comme Y est fermé, sa limite est
dans Y. O

Proposition 5.3 Le produit cartésien de deux espaces métriques est complet si et seule-
ment si les deux espaces métriques qui constituent ce produit sont complets.

Démonstration — Exercice. O

3. Rappelons qu’ici ¢ : N — N est une application strictement croissante.
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5.3 Compacité et complétude

Proposition 5.4 Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration — 1l s’agit d’un corollaire du théoréeme 5.1. Toute suite dans un espace
compact admet une valeur d’adhérence. Si, de surcroit, elle est de Cauchy, alors elle
converge d’apreés ce corollaire. 0

Proposition 5.5 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration — Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Toute suite
de Cauchy dans cet espace est bornée d’aprés le (ii) de la proposition 5.1, donc elle prend
ses valeurs dans une boule fermée de E. Une telle boule est compacte d’aprés le théoréme
7?7, donc la suite admet une valeur d’adhérence. Cela entraine que la suite converge d’apreés
le théoréme 5.1. O

Remarque 5.1 La propriété de complétude n’est pas préservée par homéomorphisme.
Ainsi par exemple, d’aprés la proposition précédente 5.5, R muni de sa topologie usuelle
est complet, tandis | — 1, 1] muni de la topologie induite par celle de R n’est pas complet
(si ¢’était le cas, cela contredirait le (i) de la proposition 5.2). Cependant les deuz espaces
sont homéomorphes via, par exemple, l’application R > x —— \/1‘17 €l —1,1[.

Remarque 5.2 La proposition 5.5 ne se généralise pas en dimension infinie. Ainsi par
exemple I'espace vectoriel des fonctions continues C°([—1, 1], R) muni de la norme || f||; :=

fol |f(x)|dx n’est pas complet. En effet la suite (fy), oy définie par fp(x) = =1 six €
[—1,=L[ fu(z) =nz siz € [, 1] et f(x) =1 six €]2,1] est une suite de Cauchy

dans €°([—1,1],R), mais elle ne converge pas dans C°([—1,1],R).

La réciproque de la proposition 5.5 n’est pas vraie en général, sauf si on ajoute une
hypothése supplémentaire comme suit. Au préalable, rappelons la définition ?7? : un espace
métrique (X, d) est dit précompact si, pour r > 0, il existe un recouvrement fini de X
par des boules de rayon r.

Proposition 5.6 Tout espace métrique complet et précompact est compact.

Démonstration — Soit (X, d) un espace métrique complet et précompact. Nous allons
montrer qu’il satisfait la propriété de Bolzano—Weierstrass. Considérons une suite a valeurs
dans X, que nous noterons par commodité (f(n)), oy (ot f: N — X). Commencons par
utiliser la précompacité de X (nous observons que, puisque (X, d) est précompact, toute
partie de X est également précompact) :
— s0it (B1,i); ;e 1, un recouvrement de X par un nombre fini (égal & Iy € N) de boules
de rayon 1. Comme
N=f'x)c |J (B
1<i<Iy
il existe ig € [1,Io] tel que f~ (By4,) soit une partie infinie de N. Notons Ag :=
By 4.
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— Nous pouvons recouvrir Ay par une collection finie (Bl /271') de boules de rayon

L 1<i<n
1/2. A nouveau

f7H(Ag) C U S (Byy2: N A)

1<i<Iy

et donc il existe i; € [1, 1] tel que f~* (Bl/2,z'1 N AO) soit une partie infinie de N.
Notons A; := Byj9;, N Ap.

— Nous construisons ainsi par récurrence une suite (A), .y de parties de X telle que,
Vk € N, f~1(A;) est une partie infinie de N, comme suit : pour tout k& € N, nous
pouvons recouvrir A; par une collection finie (B1 /2k+17,~) de boules de rayon

1<i< T
1/251 nous déduisons qu’il existe igy1 € [1, Ix41] tel que f! (Bl/gk+1’ik+1 N Ak)
soit une partie infinie de N et nous posons Ayy1 1= Byjort1;,, N Ay

Nous remarquons que la suite (Ag), oy est emboitée (Vk € N, A;, C Ay) et que chaque
A}, est contenu dans une boule de rayon 1/2F.

Il est alors possible de construire une suite (¢(k)),cy & valeurs dans N en choisissant
©0(0) € f~Y(Ayp), puis, pour tout k € N, en prenant p(k + 1) > (k) tel que o(k + 1) €
7 H(Ajs1). Alors la sous-suite (f(¢(k))),on possede la propriété que

VkeN, Vvn,meN, n,m>k = f(o(n)), f(p(m)) € Ax C By,

ce qui entraine que d(f(¢(n)), f(¢(m))) < 1/2*1. La suite (f(¢(k)))pey est donc une
suite de Cauchy et, puisque (X, d) est complet, elle converge. Cela prouve que la suite
(f(n)),en admet une valeur d’adhérence.

Si a présent nous supposons que (f(n)),cy est une suite de Cauchy (nous n’avons pas
eu besoin de cette hypothése jusqu’a présent !), nous déduisons du théoréme 5.1 que cette
suite converge. 0

5.4 Théoréme de point fixe de Banach—Picard

5.5 Le théoréme

Théoréme 5.2 Soit (X,d) un espace métrique complet et soit f : X — X une ap-
plication lipschitzienne. Supposons que la constante de Lipschitz k de [ soit strictement
plus petite que 1. Alors l'application f admet un unique point fixe dans X, c’est a dire :

MpeX, flp)=p (2)

De plus, pour tout a € X, la suite (x,) définie par xo = a et x 1 = f(x,) converge

vers p.

neN

Démonstration — L’unicité de la solution de (2) est immédiate : supposons que p; et py
soient deux solutions de (2), alors, puisque 0 < k < 1,

d(p1,p2) = d(f(p1), f(p2)) < kd(p1,p2) = (1 —=k)d(p1,p2) <0
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et donc d(p1,p2) = 0, ce qui entraine p; = ps.

L’idée de la démonstration de 'existence d’une solution est dans I’énoncé : nous choi-
sissons un point quelconque a € X et nous considérons la suite (xn)neN telle que o = a
et x,11 = f(x,). Nous observons alors que, Vn € N,

d(anrlvanrQ) = d(f(l’n), f(l'nJrl)) < kd(xmanrl)

et donc, par une récurrence immédiate, Vn € N, d(x,, x,41) < k"d(xg,x1). Cela entraine
que, Vn,m € N, en supposant par exemple que n < m,

m—n—1 m—n—1
d(xnaxm) S Z d(xn+j7xn+1+j) S d(IL‘(),ZL'l) Z kn+j
7=0 7=0
k(1 — k™) k"
— L
d(x07x1) 11—k > d($0,I1)1 Iy

Comme k < 1, lim, 4o k" = 0, on en déduit que (z,), .y est une suite de Cauchy. Nous
pouvons maintenant utiliser le fait que (X, d) est complet pour conclure que cette suite
converge vers une limite /.

I1 ne reste plus qu’a passer a la limite dans la relation z,,; = f(x,) : comme f est
continue (puisque lipschitzienne), cela nous donne ¢ = f(¢). O

Ce résultat admet un nombre incalculable d’applications en analyse des équations
différentielles (et pas seulement), afin notamment de montrer I'existence locale (en temps
ou en espace) de solutions a ces équations.

5.6 Prolongement d’applications uniformément continues

Etant donnés deux ensembles X et Y et D C X, une partie de X, si f: D — Y
est une application, une application F' : X — Y est appelée une extension de f si

Flp=1F.

Théoréme 5.3 Soit (X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques et soit D C X une partie
dense dans (X,dx). Soit f : D — Y wune application uniformément continue, alors,
si (Y,dy) est complet, il existe une unique extension I de f qui est continue de (X, dx)
vers (Y, dy). De surcroit F' est uniformément continue.

Démonstration — (i) Montrons d’abord que l'unicité de I'extension résulte de la densité
de D et de la continuité de f. Soit F': X — Y et G : X — Y deux extensions continues
de f. Comme D est dense dans X, pour tout point a € X, il existe une suite (x,), .y a
valeurs dans D telle que lim,, .., = a. Puisque F' et GG sont continues,

F(a)= lim F(z,)= lim f(z,) = lim G(z,) = G(a)

n——+0oo n——+o0o n——+o0o

donc F' = (.
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(ii) Montrons a présent I'existence de F'. Pour toute valeur a € X, considérons (), .y,
une suite a valeur dans D qui converge vers a. Nous pouvons alors montrer que la suite
image (f(,)),cn est une suite de Cauchy dans (Y, dy). En effet, puisque f est uniformé-
ment continue,

Ve > 0,3a > 0,Vz,2' € X, dx(z,2)) <a = dy(f(x), f(2))) <e
et, comme (xy), .y est une suite de Cauchy dans (X, dx) (puisqu’elle est convergente),
AN eN,Vn,meN, nm>N = dx(r,, o, <«

et donc, n,m > N = dy(f(z,), f(zn)) < e. Donc, comme (Y, dy) est complet, la suite
(f(@n)),en converge vers une limite £ € Y.

Nous sommes tentés de conclure tout de suite en posant F(a) := ¢. Mais avant de
pouvoir le faire, nous devons vérifier que la limite ¢ ne dépend pas de la suite (z,,),cy,
mais seulement de a! Supposons que (2,),,.y et (27,),cy Soient deux suites qui convergent
vers a et notons ¢ = lim,,, f(x,) et ¢/ = lim, . f(z],). Considérons la suite (u,)
définie par

neN

Tpsin=2p

Un = x,sin=2p+1

Alors la suite (uy),,cy converge également vers a dans (X, dx) et donc (f(uy)), oy converge
aussi vers une limite o dans (Y, dy). Or (f(z,)),cn et (f(2),)), ey sont des sous-suites de
(f(un)),en, donc elles convergent vers 0. Donc ¢ = o = ' et nous avons le droit de poser
F(a) :=lim, 1 f(x,). Ainsi I'application F': X — Y est bien définie.

(iii) Terminons en montrant que F' est uniformément continue. Nous devons mon-
trer que, pour tout € > 0, il existe @ > 0 tel que, Va,d' € X, dx(a,d') < a =
dy(F(a), F(a')) < e. Puisque f est uniformément continue, o > 0 tel que

Ve, o' € D, dx(x,2') <3a = dy(f(x), f(z') <e/3

Soit a et @’ € X tels que dx(a,a’) < a et soit (x,),.y et (2,),cy deux suites & valeurs
dans D telles que lim, oz, = a et lim, 2, = a’. Nous choisissons n suffisamment
grand pour que

dx (T, a) < a ot dy (f(z,), F(a)) <e/3
dx(z),,d) < « dx(f(zl), F(d)) <e/3

Alors
dx(Tn,2)) < dx(xp,a) +dx(a,d) +dx(z),d) <3a = dy(f(x,), f(2))) <e/3
et donc
dy(F(a), F(d')) < dy(F(a), f(z)) + dy (f(zn), f(23,)) + dy (f(2),), F(a')) < e

Donc F' est uniformément continue. O
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5.7 Espaces de Banach

Définition 5.3 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 5.4 Soit (V| - ||) un espace vectoriel normé et (x,), oy une suite a valeurs
dans V. On dit que

7 - o . . . n
— la série Y~ x, est convergente si la suite des sommes partielles (ijo xj)

converge dans (V|| - ||)-
— la série Y~ x, est absolument convergente si la suite des sommes partielles

o converge dans R.
;L o lTj d R
neN

Proposition 5.7 Soit (V,||-]|) un espace de Banach. Toute série absolument convergente
dans (V|| - ||) est convergente dans (V.|| -||).

Démonstration — Soit > 7 x, une série absolument convergente. Pour tout n € N,
posons s, =Y 1 x; et 0, := D" ||z;|. Pour n et m € R tels que n < m,

m m
[$m — snll = Z Ti|| = Z 2|l = om — o
j=n+1 j=n+1

Comme »_>°  x, est absolument convergente, la suite (0,), .y converge et est donc de
Cauchy. L’inégalité précédente entraine donc que la suite (s,,), oy est de Cauchy. Comme
(VoI - |]) est complet, cette suite converge. O

Noter que la réciproque est fausse : par exemple la série Y > % converge mais ne
converge pas absolument dans R. En revanche nous avons le résultat suivant.

Proposition 5.8 Soit (V|| - ||) un espace vectoriel normé. Supposons que tout série ab-
solument convergente dans (V|| - ||) soit convergente. Alors (V|| - ||) est un espace de
Banach.

Démonstration — Soit (V, || -||) satisfaisant les hypothéses du théoréme. Soit (2,),,.y une

suite de Cauchy dans (V|| - ||). Pour tout k£ € N, appliquons la propriété de Cauchy avec
g =1/2k1:

VkeN, AN, €N, Vn,meN, nm>N, = |z, — x| < 1/2"

Nous construisons une nouvelle suite (y,), oy & valeurs dans V' comme suit :
— Yo = Ty(0), o1t p(0) € N est tel que ¢(0) > N
— Y11= Tu(1) — Ty(0), OU @(1) € N est tel que ¢(1) > max(Ny,¢(0) + 1)

— Yn = Tp(n) — Tep(n—1), OU @(n) € N est tel que p(n) > max(N,,o(n —1) +1)
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Nous observons alors que, pour tout n € N*, p(n) > p(n —1) > N,_; et donc ||y,| =
|Zpn) — Tpm-1)|] < 1/2". Donc puisque la série Y~ 1/2" converge, on en déduit que la
série Y >° Y, est absolument convergente dans (V.|| - ||). Donc elle converge d’apres les
hypotheéses.

Par ailleurs il est immédiat que Z?:o Yj = Tynt1), ce qui signifie que la suite des
sommes partielles de Y >° v, est une sous-suite extraite de (), . Donc (), o admet
une valeur d’adhérence. D’aprés le théoréme 5.1%, cette suite est donc convergente. [

4. Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence converge et sa limite est égale a la valeur
d’adhérence.
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5.8 Espaces d’applications bornées

Rappelons (Définition 3.3) que, si (X,dx) et (Y, dy) sont deux espaces métriques, on
note Fp(X,Y') 'espace des applications bornées de X vers Y.

Théoréme 5.4 Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Supposons que (Y,dy)
est complet. Alors (Fy(X,Y),d) est complet.

Démonstration — Considérons une suite de Cauchy (f,),,oy d’applications dans (F,(X,Y), d).
Puisque, Vo € X, Vn,m € N, dy (f.(2), fm(z)) < ds(fn, fm), on en déduit que, pour tout
r € X fixé, la suite (f,(2)),cy est une suite de Cauchy dans (Y, dy) et, comme (Y,dy)
est complet, cette suite converge dans (Y, dy) vers une limite que nous noterons f(z).
Il nous reste a montrer que la suite (f,), oy converge vers f pour la distance do. Pour
cela nous utilisons a nouveau le fait que cette suite est de Cauchy pour cette norme :

Ve>0,IN eNVn,meN, nm>N = do(fu, fm) <€

autrement dit, si nous fixons une valeur quelconque ¢ > 0, alors il existe N(g) € N, tel
que si n,m € N sont tels que n,m > N(e), alors

Ve € X, dy(fu(), fm(2)) <€
Fixons € et n > N(e) et faisons tendre m vers +o0o dans ce qui précéde. Nous obtenons :
VneN, n>2N(e) = [VzeX dy(fu(z) f(x)) <e] < du(fn,f) <e

Comme ce qui précéde est vrai pour toute valeur de € > 0, cela signifie que (f,),cn
converge vers f dans (Fp(X,Y),dy). O

Puisque tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet, nous en déduisons
le résultat suivant.

Corollaire 5.1 Soit (X,dx) un espace métrique et soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé
de dimension finie. Soit (Fy(X, E),dw) Uespace vectoriel des applications bornées de X
vers E. Alors (Fy(X, E),dx) est un espace de Banach.

D’ou 'on déduit immédiatement ce second corollaire.

1. Université Paris Cité, Licence 3 de Mathématiques, helein@math.univ-paris-diderot.fr
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Corollaire 5.2 Avec les mémes hypothéses que dans le résultat précédent. soit (Cp(X, E), duo)
lespace vectoriel des applications continues bornées de X wvers E. Alors (Co(X, F), d)
est un espace de Banach.

Démonstration — D’aprés le corollaire 5.1, (F(X, E),d) est complet et, en vertu du
théoréme 3.1 (théoréme de la convergence uniforme), (Cp(X, E), dw,) est un sous-ensemble
fermé de (F(X, E),d). Donc, en appliquant la Proposition 5.2 nous en déduisons le
résultat. (I

5.9 Convergence normale
Dans ce qui suit, (X, dy) est un espace métrique et (E, ||-]|) un espace vectoriel normé.

Pour toute fonction f € F,(X, E) on note || f|l« := sup,cx || f(2)]-

Définition 5.5 Soit (uy,)nen une suite a valeurs dans Fp(X, E). On dit que la sériey , u,

converge normalement sur X sila série ) ||u,|l converge dans [0, 4o00].
De facon totalement équivalente, on peut aussi dire que la série ) wu, converge norma-
lement sur X si la série ) u, converge absolument dans (F;(X, E), || - |l«)-

Proposition 5.1 Soit E un espace de Banach?®. Soit (u,)nen une suite & valeurs dans
Fo(X, E) et supposons que la série Y u, converge normalement sur X. Alors il eviste
u € Fp(X, E) tel que :

(i) pour tout x € X, la série )y, . un(x) converge absolument vers u(z) dans (E, ||-||) ;

. . , N . )
(i) la suite des sommes partielles <Zn:0 un> converge uniformément vers u dans
NeN
Fo(X, E).
(111) en particulier si, Yn € N, u,, est continue, alors u est continue.
Démonstration — La preuve de ce résultat est immeédiate. La propriété (iii) est une consé-

quence de (ii) et du théoréme de la limite uniforme ?7. O

Dans la plupart des exemples que vous rencontrerez, F sera égal & R ou C. Des exemples
importants sont les séries entiéres Y, .y an2™ (01 (Gn)nen est une suite de nombres com-
plexes et z € R ou C) et les séries de Fourier >, ane™ (ol (ay)nez et 0 € R).

6 Connexité

6.1 Connexité par arc

Définition 6.1 Soit (X, 7) un espace topologique. Pour tout x,y € X, on dit que = « est
connecté par un chemin a » y et on écrit

r~y

2. Rappelons que cette hypothése est satisfaite dés que (E,|| - ||) est un espace vectoriel normé de
dimension finie
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sl existe une application v : [0,1] — X continue telle que
10) =z et (1) =y
L’application v € C([0, 1], X') est appelée chemin x joignant x a y.

Proposition 6.1 Soit (X, 7) un espace topologique. La relation « est connecté par un
chemin a » est une relation d’équivalence.

Démonstration — Nous vérifions les trois propriétés suivantes.
— ~ est réflexive : pour tout x € X, il suffit de choisir le chemin constant v €
C([0,1], X) tel que ~(t) =z, Vt € [0, 1].
— ~ est réflexive : si # ~ y, il existe un chemin v € C([0, 1], X) joignant = & y. Alors
le chemin inverse v, défini par v~ (t) = v(t) = y(1 — ¢) joint y a x.
— ~ est transitive : si z ~ y et y ~ 2z, soit 7 un chemin joignant x a y et soit 7, un
chemin joignant y & z. Alors le chemin 1 x v défini par

vt € [07 %L 7 *VQ(t) = 71(275')
vt € [%7 1]) 4! *VQ(t) = ’}/1(2t - ]_)

est continu et joint x & z, donc = ~ z. [l

Définition 6.2 Soit (X, 7) un espace topologique.

(i) une classe d’équivalence de ~ dans X est appelée une composante connezxe par
arc de X.

(ii) X est dit connexe par arc s’il admet au plus® une composante connezxe par arc.

(111) une partie A C X est dite connexe par arc si (A, T|a) est connexe par arc.

Proposition 6.2 Soit (X, 7) un espace topologique et soit (Y;),.; une famille de parties
connezxes par arc de X. Alors

ﬂY} £0 = UY; est connexe par arc

el el

Y; # 0. Alors Ja € (,.; Y;. Soit z,y € J,; Yi. Alors

Démonstration — Supposons ) icr Yi ier Yi

i€l
diel, z€Yy,;
djel, yey;

Comme Y; est connexe par arc et a € Y;, * ~ a et, comme Y; est connexe par arc et

a €Yj, a~y. Donc x ~y par transitivité. [l

Proposition 6.3 L’%image d’une partie connexe par arc par une application continue est
conneze par arc.

3. Ainsi on convient que () est connexe par arc.
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Démonstration — Soit f : X — Y une application continue et A C X une partie connexe
par arc. Alors, Yyi,ys € f(A), Jz1,29 € A, f(x1) = y1, f(x2) = yo et, puisque 1 ~ X9
dans A, il existe v € C([0,1], A) qui joint x1 & x5. Alors f o~y joint y; & yo dans f(A) et
est continue. Donc y; ~ yo dans f(A). O

Proposition 6.4 Soit X; et Xy deux espaces topologiques. Alors X1 x Xy est conneze
par arc si et seulement si Xq et X9 sont tous les deux connexes par arc.

Démonstration — Si X1 X X5 est connexe par arc, alors X; et X5 le sont aussi car ce sont
les images de X; X X5 par les projections X; x X7 — X; et X; x Xy — X5, qui sont
continues.

Réciproquement supposons que X; et X, sont connexes par arc. Soit deux points
(x1,m2) € X5 X Xg et (y1,92) € X5 X Xa. Alors, puisque X est connexe par arc, il existe
un chemin v, € C([0,1], X) qui joint 27 & y; dans X; et, de méme, il existe un chemin
72 € C([0,1], X1) qui joint x5 & yo dans X,. Alors le chemin v = (1,72) est continu et
joint (z1,22) & (y1,y2) dans X7 X Xs. O

6.2 Le cas de R : passage du local au global

En réalité vous connaissez certainement déja le théoréme le plus profond de ce chapitre :
il s’agit du théoreme des valeurs intermédiaires. Il permet le passage d’une information
locale (la continuité) a une information globale (toutes les valeurs entre les valeurs aux
bornes sont atteintes). Le résultat suivant est du méme type (la propriété d’étre un ouvert
est une propriété locale, il en est de méme pour la propriété d’étre un fermé). Sa preuve
est quasiment la méme que celle du théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 6.1 Soit I un intervalle de R. Soit U une partie de I qui est non vide, ouverte
et fermée pour la topologie induite sur I. Alors U coincide avec I.

Démonstration — 11 suffit de montrer que I C U. Puisque U # 0, il existe g € U et
montrer I C U revient & montrer que

INjxg,+oo[ C U (1)

et, de méme, IN| — co,z9] C U. Nous nous contenterons de montrer (1). Pour cela
considérons ’ensemble

U:={z € [xg,+00[; [zo,2] CU}

Nous remarquons que U satisfait les propriétés suivantes : (i) U # ) car zy € U; (ii)
UcCUCI; (ili) Yo € U, [xg, 2] CU. Deux grands cas se présentent.

(a) StU est non magjoré. Alors, VA > xy, v € U N [A, +oo] et donc [0, A] CU C U. Cela
entraine que [zg, +00[ C U. On en déduit (1).
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(b) Si U est majoré, il admet une borne supérieure b € [y, +oo[. Donc Ve > 0, Iz € U,
b—e < x < b, ce qui entraine que b — e € U. Comme cela est vrai pour tout ¢ > 0,
[zo,b] C U. En particulier b est dans 'adhérence de U et donc de I. Deux sous-cas se
présentent alors :

(i) si b & I, la seule possibilité est que b est la borne supérieure de I, id est I N
[0, +00[ = [x¢, b]. Puisque [x¢,b] CU C U, on en déduit (1).
(i) si b € I, alors, comme U est fermé dans I et comme b est dans adhérence de U,
b € U. Donc [zg,b] C U. Deux sous-cas apparaissent alors :
— soit I N [xg, 0o[ = [0, b] et alors on obtient (1).
— soit I N[z, o] # [xo, b] (tout en ayant I N[xg, 00D [0, b]), ce qui implique qu'il
existe 0 > 0 tel que b+ 9 € I et, comme I est un intervalle, [z, b+ d] C I. Mais
alors, commme b € U et U est ouvert dans I, 3 > 0, |b — 2¢,b+ 2e[NI C U.
Quitte & imposer € < §/2, on a |b—2¢,b+2¢[ C U. En particulier [b,b+¢] C U,
ce qui entraine b + ¢ € U. Mais cela contredit le fait que b = supU. Donc ce
dernier cas n’a pas lieu.

O

Corollaire 6.1 (le théoréme des valeurs intermédiaires) Soit I un intervalle de R
et f: 1 — R une fonction continue. Alors f atteint toutes les valeurs comprises entre
les deuz valeurs prises par f au bord de I.

Démonstration — Nous nous contenterons de montrer le résultat dans le cas ou I = [a, b]
et f(a) < f(b). Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe v € [f(a), f(b)] tel que,
Vz € [a,b], f(x) # . Soit U = f~1([f(a),7[). Alors

— U est ouvert car f est continue et U = f~1(] — 0o,7|)

— U est fermé car f est continue et U = f~1(] — 00,7])
De plus U est non vide puisque a € U, donc, d’aprés le théoréme 6.1, U = [a,b]. En
particulier b € U, ce qui équivaut a f(b) € [f(a),7]. Mais cela contredit v < f(b). O

Proposition 6.5 Les parties connexes par arc de R sont exactement les intervalles de R.

Démonstration — (i) D’une part, tout intervalle I de R est connexe par arc. En effet,
pour tous z,y € I, le chemin v défini par v(t) = (1 — t)x + ty joint x & y dans I.

(ii) D’autre part, toute partie I de R qui est connexe par arc est un intervalle. Pour
montrer cela, nous excluerons le cas trivial ou I = ). Soit z,y € I. Alors x ~ y donc
il existe v € C([0,1],I) telle que v(0) = x et v(1) = y. D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, 'image de « contient Uintervalle [x,y] := {(1 —t)x +ty ; t € [0,1]} et
comme ([0,1]) C I, [z,y] C I. Donc

Ulkycr
z,yel
En particulier, soit

supl si I est majoré
400 si I est non majoré

inf I si I est minoré
—oo si I est non minoré
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et soit (ay), oy une suite décroissante a valeur dans I qui tend vers a et (by),,o une suite
croissante & valeur dans I qui tend vers b. Alors, Vn € N, [a,,b,] C I, d’ou 'on déduit
que Ja,b] C I. Comme par ailleurs, selon les cas que I est majoré ou non, minoré ou non,
ona l C [a,bl],[a,+0oo,] —00,b] ou ] — 0o, +00[, on en déduit que I est un intervalle de

R. ]

6.3 Connexité

Définition 6.3 Soit (X, T) un espace topologique. On dit que X est connexe si les seules
parties de X qui sont a la fois fermées et ouvertes sont X et ().

Ainsi le théoréeme 6.1 dit que tous les intervalles de R sont connexes. Nous verrons une
réciproque & ce résultat plus loin.
Une autre définition d’un espace topologique connexe est possible.

Définition 6.4 Soit (X, 7) un espace topologique. Alors X est connexe si toute applica-
tion continue f de X dans {0,1} muni de la topologie discréte est constante.

Démonstration de ’équivalence entre les deux définitions — Supposons que X n’est pas
connexe. Alors il existe une partie U C X qui est & la fois ouverte et fermée. Par conséquent
V := X \ U est également ouverte et fermée. L’application f : X — {0,1} définie par
f(x)=0,Vz e Uet f(r) =1, Vo € V est alors continue et non constante.
Réciproquement supposons qu'il existe une application f : X — {0,1} continue et
non constante. Alors U = f~1({0}) est ouvert et fermé et est différent de () et de X. O

Proposition 6.6 Soit (X, 7) un espace topologique et soit (Y;),.; une famille de parties
connexes de X. Alors

ﬂYi #0 = UYi est connexe

icl el

Démonstration — Fixons un point x € (,.; Yi. Nous allons montrer que toute application
f X — {0, 1} qui est continue est constante. Considérons une telle application f. Alors,
pour tout ¢ € I, la restriction f|y, est continue sur Y; et est donc constante et, comme

zg €Y, f(z) = f(x0), Vz € Y;. On en déduit que f(z) = f(x), Yz € X. 0O

Proposition 6.7 L’mage d’un espace topologie connexe par une application continue est
conneze.

Démonstration — Soit X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Nous excluons le cas trivial o X est vide. Supposons que X est connexe et que f est
continue. Montrons que f(X) est connexe. Soit U C f(X) une partie non vide, ouverte et
fermée de f(X). Alorson a alafois U =0Nf(X) et U= N f(X), ot O est un ouvert
de Y et @ est un fermé de Y. Donc f~HU) = f~1(O) est ouvert et f~H(U) = f~1(P)
est fermé dans X. De plus f~1(U) # 0 car U C f(X). Donc comme X est connexe,
Y U) = X, ce qui entraine que f(X) C U. Mais comme U C f(X), on en déduit que
U= f(X). O
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Théoréme 6.2 Tout espace topologique connexe par arc est conneze.

Démonstration — Soit (X, 7) un espace topologique connexe par arc, que nous suppose-
rons non vide. Soit U C X une partie non vide, ouverte et fermée. Nous montrons que
U=X.

Puisque U # ), 3z¢ € U. Alors tout élément z € X est connecté a zy par un arc
v € C([0,1], X). Comme U est ouvert et fermé, v~ }(U) est une partie de [0,1] qui est &
la fois ouverte et fermée. De plus, comme v(0) = xo, 0 € v 1(U) et donc v 1(U) # 0.
D’apreés le théoréme 6.1, on en déduit que y~}(U) = [0, 1]. Donc en particulier 1 € v~ *(U),
c’est a dire z = y(1) € U. Donc X =U. O

Nous en déduisons immédiatement les deux résultats suivants.
Proposition 6.8 Les parties connexes de R sont exactement les intervalles de R.

Démonstration — Dans un sens le théoréme 6.1 nous dit exactement que tout intervalle
de R est connexe.

Montrons la réciproque. Soit A C R une partie connexe non vide. Montrons par ’ab-
surde que Vz,y € A, [z,y] C A. Supposons le contraire : 3z,y € A, 3z € [z,y], z & A.
Alors U =] — 00,2[ N A et V :=|z,400] N A sont deux ouverts tels que V = A\ U
(donc en particulier U est ouvert et fermé). De plus U # () puisque z € U et U # A car
yeV =A\U : c’est une contradiction. Donc

U [z,y] C A

z,yeA

On conclut en procédant comme dans la démonstration de la proposition 6.5. O

Proposition 6.9 Tout espace vectoriel normé est connexe par arc et donc connexe.

Démonstration — Soit (V.|| - ||) un espace vectoriel normé. Il est convexe (c’est a dire :
deux points x,y € V sont reliés par le segment [0,1] 2 ¢t — (1 — )z +ty € V) et donc
en particulier connexe par arc et donc connexe. O

Une conséquence immeédiate de la Proposition 6.9 est le résultat suivant.

Corollaire 6.2 Dans un espace vectoriel normé (V.|| - ||), une partie ouverte de V non
triviale (id est différente de () et V') ne peut pas étre fermée et, réciproquement, une partie
fermée de V' non triviale ne peut pas étre ouverte.

La réciproque du théoréme 6.2 est fausse en générale, sauf en ce qui concerne les ouverts

de R™.

Théoréme 6.3 Toute partie ouverte connexe de R™ est connexe par arc.
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Démonstration — Soit @ C R™ un ouvert connexe (que nous supposons non vide). Rappe-
lons que la relation x ~ y (x « est connecté par un chemin a » y) est une relation d’équi-
valence. Soit xy € O, considérons la classe d’équivalence de xg : [zo] = {x € O ; = ~ y}.
Alors
— [xo] est ouvert : pour tout x € [zo], Ir > 0, B(z,r) C O (car O est ouvert)
et, Yy € B(x,r), x est connecté a y par le chemin v € C([0,1],O) défini par
v(t) = (1—t)z+ty. Donc xy ~ x et  ~ y entrainent zq ~ y et donc B(z,r) C [x0].
— [xo] est fermé : pour tout point x € O qui est dans 'adhérence de [z] et pour tout
r > 0, B(x,r) N [xo] # 0. De plus, puisque O est ouvert dans R™, nous pouvons
choisir 7 tel que B(z,r) C O. Donc 3y € B(x,r) N [xg]. Alors g ~ y et y ~ x
entrainent o ~ x et donc z € [x].
Donc comme [z] est non vide, ouvert et fermé dans O et comme O est connexe, [z] = O,
ce qui prouve que O est connexe par arc. O

Application : il n’existe pas d’homéomorphisme entre le cercle S = R/27Z et la droite
R. Supposons qu’il existe un homéomorphisme ¢ : S* — R. Soit p = [0] € S!, alors
la restriction de ¢ a S'\ {p} est un homéomorphisme entre S* \ {p} et R\ {¢(p)}.
On remarque que S'\ {p} est homéomorphe & ]0,2n[, donc connexe. Donc, d’aprés la
proposition 6.7, comme ¢ est continue, p(S*\ {p}) est connexe. Mais cela est impossible
car p(S'\ {p}) =R\ {¢(p)} n’est pas un intervalle. O



