Chapitre 11

Nombres Complexes

.1 Ecriture (ou forme) algébrique

.1.1 Parties réelles et imaginaires

Proposition-définition

Soit z un nombre complexe, z s’écrit de maniere unique sous la forme a + ib ot a et b sont des réels. Cette
écriture s’appelle écriture algébrique de z. On appelle partie réelle de z notée Re(z) le réel a et partie

imaginaire de z notée Im(z) le réel b.

Propriété

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, leurs parties réelles sont égales et leurs parties
imaginaires sont égales.

.1.2 Regles de calcul

Propriété : addition et multiplication

Soient z et 2z’ quelconques dans C, a + ib et ¢ + id leurs écritures algébriques :
e 2+ 2 =(a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
e 22/ = (a+1ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + be)
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Propriété : linéarité des parties réelles et imaginaires

Soient z et 2z’ quelconques dans C, A quelconque dans R :
e Re(z+ 2') = Re(z) + Re(2')
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.1.3 Reéels et imaginaires purs

Définition

Tout nombre complexe de la forme z = ib avec b réel est appelé imaginaire pur.
L’ensemble des imaginaires purs est noté iR.

Propriété

Pour tout nombre complexe z, on a
e 2 est réel si et seulement si Im(z) =0,
e z est imaginaire pur si et seulement si Re(z) = 0.




.2 Représentation géométrique des nombres complexes

2.1 Affixe

—

Dans cette sous-section, on se place dans un plan affine P muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥).

Définition et propriété

On associe & tout nombre complexe z d’écriture algébrique a + ib le point M de coordonnées (a,b) dans le
repere (O, W, V). z détermine M de maniére unique et invers&nent.

Le nombre z est appelée affixe du point M et du vecteur OM. Sa partie réelle est 'abscisse de M dans le
repere (O, 1w, V) et sa partie imaginaire ’ordonnée.

——
Notation : M(z), OM(z)
Par extension de la notion d’affixe aux points du plan affine, on définit la notion d’affixe d’un vecteur.
Propriété
. . %
e Soit deux points M (z) et M'(2"), affixe du vecteur MM’ est 2/ — z,

- =
Soit deux vecteurs W (z) et w'(2'), laffixe du vecteur W + w’ est z + 2/,

Soit un réel k et un vecteur w(z), I'affixe du vecteur k. est kz,
= —,
Soit deux vecteurs w(z) et w'(2'), W =w' < z=2.
Deux vecteurs w(z) et w'(z) sont colinéaires si, et seulement si, il existe A € R tel que z = A2

.2.2 Plan complexe

Pour simplifier cette représentation géométrique, on peut ne représenter que les affixes, sans les points ou
les vecteurs. On fait alors abstraction du plan affine pour ne s’intéresser qu’aux nombres complexes. On
parle de plan complexe. C’est la représentation géométrique habituelle des nombres complexes.

.3 Conjugué d’un nombre complexe

.3.1 Définition

Soit z un nombre complexe d’écriture algébrique a + ib (a et b réels), on appelle conjugué de z et on note

z le nombre a — 7b.

.3.2 Interprétation géométrique du conjugué

Dans le plan complexe, z est le symétrique de z par rapport a la droite des réels.

.3.3 Regles de calcul

Propriété
Soient z et 2’ quelconques dans C, on a :
e Z =2 (la conjugaison est une involution),
e 2+2=7+7 (compatibilité de la conjugaison avec I’addition),
o 22 =% (compatibilité de la conjugaison avec la multiplication),
e Siz #£ 0, (1 / z) = 1/Z  (compatibilité de la conjugaison avec l'inverse, conséquence de la propriété
précédente).




Propriété importante

e Re(z) = %(z +Z)

e Im(2) = 2%(2 —Z)

.3.4 Caractérisation des réels et imaginaires purs

Propriété

Soit z quelconque dans C, on a :
zeER & 2=72
z€iR & 2=-%

.4 Module

4.1 Définition

Soit z un nombre complexe d’écriture algébrique a + ib (a et b réels), on appelle module de z et on note

|z| le réel positif Va2 + b2.

Module et valeur absolue
Si z € R, son module est égale a la valeur absolue définie pour les nombres réels, d’ou le choix d’une méme
notation. On dit que le module des nombres complexes prolonge la valeur absolue des réels.

.4.2 Interprétation géométrique du module

Soit M (z) un point dans un plan affine muni d’un repere orthonormé (O, @, v), alors OM = |z|. Soit M (z)
et M'(2') alors MM' = |2/ — z|.

.4.3 Regles de calcul

Dans cette sous-section, z et 2z’ sont des nombres complexes quelconques.

Propriété
o |Z| =z (le module est invariant par conjugaison),
o 22| =|z||7] (compatibilité du module avec la multiplication),

e Siz#0,|1/z| =1/|z| (compatibilité du module avec I'inverse, conséquence de la propriété précédente).

Propriétés importantes

o|Z|:O & z=0

2 —
o |2|” =22
1 -
o Siz;té(),f:i2
z 4
Lemme

Pour tout complexe z, on a |Re(z)| < |z| et |Im(2)| < |z]

Propriété

Le module n’est pas compatible avec ’addition mais on a la formule :
1z + 2 = |2]* 4+ 2Re(2'Z) + ||




.4.4 Inégalité triangulaire

Propriété

Pour tout z et 2’ dans C, |z + 2/| < |z| + |7/

.5 Nombres complexes de module 1

Définition

’ On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1.

Remarque : dans le plan complexe, U est le cercle de centre 0 et de rayon 1.

Propriété
Soient z et 2’ des nombres complexes de module 1 :
e Z est de module 1 (U est stable pour la conjugaison),
e 22 est de module 1 (U est stable pour la multiplication),

1
e — est de module 1 (U est stable pour l'inverse).
z

Propriété

L’égalité entre inverse et conjugué caractérise les éléments de U, c.a.d.

pour tout z € C*, 2| =1 & —-=7%
z

.6 Argument

Dans cette section, on se place dans un plan affine P muni d’un repere orthonormé direct (O, u, ).

.6.1 Définition

Définition : congruence

Soit z, y et m des réels, on dit que a est congru & b modulo m et on note a = b [m)] si et seulement si il
existe k € Z tel que a = b+ km.

Remarque : la notation a = b[m] est acceptée.

Définition : argument

Soit z un nombre complexe non nul, on considere le point M(z) dans le repére (O, ,¥). On appelle
argument de z et on note arg z toute mesure de 'angle (1, O—]\>4)

On appelle argument principal la mesure de cet angle qui appartient a [0, 27| (d’autres définitions utilisent
l'intervalle | — 7, 7]).

Remarque : 'argument est donc défini a 2kw pres avec k € Z.
Par exemple, on écrit arg(l + i) = g + 2km avec k € Z
0

ou bien arg(1 + 7) 1

[27] (congru & ... modulo ...)

Propriété



Soient z € C* et 6 un argument de z, cosf =

.6.2 Regles de calcul

Propriété

Pour tous nombres complexes z et 2’ non nuls, on a :

e arg(—z) = + arg z[27]

o arg(zz') = argz + arg 2/[27]
o arg(1) = —arg z[27]

e arg(z) = —arg z[27|

Application : Soit z € C* et n € N, calculer arg(z") a partir de arg z.

.7 Formes trigonométriques

Théoréme

Soit z un nombre complexe non nul. En notant § un argument de z et r = |z|, on a z = r(cosd + isin6).
Cette forme est appelée écriture trigonométrique (ou polaire) de z.
Dans cette écriture, r est un réel positif et est unique, 6 est un réel déterminé a 2kw pres (k € Z).

Remarque : attention a vérifier que r est positif.

On fait ici quelques rappels de trigonométrie.

7.1 Formules d’addition

Propriété

Pour tous réels 6 et ¢ :
e cos(6 +6) =cosfcost —sinfhsinf'.
e sin(f +6') = cosfsin§ + sinfcost'.

7.2 Formule de Moivre

Propriété

Pour tous réel 6 et entier n, on a (cosf + isin @)™ = cos nf + isinnd

.7.3 Formules de duplication

Propriété

Pour tout réel 6 :
e cos(20) = cos?f — sin?0 = 2cos?>H — 1 = 1 — 2sin? 4.
e sin(260) = 2cosfsinb.

Corollaire : linéarisation du carré

Pour tout rélel 0 : 00
e coslf = +C(2)S().
1 — cos(20)
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.8 Formes exponentielles

.8.1 Exponentielle complexe

Définition et propriété

On définit la notation exponentielle, pour tout 6 € R par
¢ = cos +isind

Alors le nombre complexe € est un nombre complexe de module 1.

Proposition fondamentale

V0,0 e R, l0+0) = cif ¢t

Corollaire

e VO ER, e = (&)1,
e VOeR,VpeZ, el = (eia)p.

Proposition fondamentale

Pour tout réel 0, e = e = —5
e

.8.2 Forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul

Propriété

Soit z € C*, en notant § un argument de z et r = |z|, z peut s’écrire en notation exponentielle z = re®.

Remarque : c’est 'écriture couramment utilisée pour la forme trigonométrique.

.8.3 Formules d’Euler

Propriété
Pour tout 6 € R,
ei@ + efie
e cos = ——
0 2 160
W0 _ =i
e sinf =
27

.9 Racines carrées et équations du second degré

.9.1 Ecriture algébrique des racines carrées d’un nombre complexe

Propriété

Tout nombre complexe z possede deux racines carrées opposées, distinctes si z # 0.




.9.2 Equations du second degré a coefficients complexes

Propriété
Soient a # 0, b et ¢ des nombres complexes et E ’équation a 2> + bz + ¢ = 0 d’inconnue complexe z.
On appelle discriminant de E le nombre complexe A = b? — 4 ac.

—b+ 01 ) —b+

L’équation F admet pour solutions les nombres complexes z; = —o et z9 = —5 ol 41 et 6o = —01
a a

sont les racines carrées de A.
Si A = 0, ces deux solutions sont confondues, on dit que E admet une solution double.

.10 Racines n-iemes d’un nombre complexe

.10.1 Définition

Soit Z un nombre complexe et un n un entier naturel non nul, on appelle racine n-ieme de Z tout nombre
complexe z vérifiant 2" = Z.

Cas particuliers :
e Pour n = 2, on parle des racines carrées.
e Pour Z =1, on parle des racines n-iemes de I'unité.

.10.2 Existence et nombre de racines n-iémes

Propriété

Soit n € N*, toute suite géométrique de raison €' » est une suite périodique de période n qui prend n valeurs
distinctes.

Propriété

Soit n un entier naturel non nul, tout nombre complexe non nul possede n racines n-iemes distinctes.

.10.3 Meéthode de calcul

Propriété

Soient n un entier naturel non nul et Z un nombre complexe non nul de forme polaire re, les n racines

AN . . , so . i 0 .
n-ieme de Z sont les n termes successifs d’une suite géométrique de premier terme zg = /r e’ et de raison
27
2
en.

Cette suite est périodique de période n et ses n valeurs distinctes sont les nombres
0+2km )

2= r w7 ) avee k € [0,n — 1].

.10.4 Racines n-iéme de ’unité

Il s’agit des racines de 1.

Propriété

. . . AN S e j2km | . N
Soient n un entier naturel non nul, les n racines n-iemes de 'unité sont les nombres e’ » ou k varie de 0 a

n—1.




.10.5 Interprétation géométrique pour les racines n-ieme de 'unité

Propriété

Soient n un entier vérifiant n > 2 et Z un nombre complexe non nul de module 1, les n racines n-iemes de
Z sont les sommets d’un polygone régulier de centre 0 a n sommets dont le cercle circonscrit a pour rayon
1.

Propriété

Soient n un entier vérifiant n > 2 et Z un nombre complexe non nul de module 1, la somme des n racines
n-iemes de Z est nulle.




