Nombres complexes : a retenir (J-Y D)

Notations
Yy
— : ReZO =z et Imzo = Yo

M, avee M., - image de ’
Yo+ ——-9 ’ 20 = i

I fize de M o ; -

! zp . affixe de M, . — 2 2
O| o x 20l = V0% = Vo 4

Soient Uz_()a b),V = (c,d) € R%. On pose : OV =V -U = (c—a,d—0). « [onabien: OV = OV — G0 ]

Ona : |[UV] =|u—v| en notant u := a + ib et v := ¢+ id les affixes de U et V.

Proposition

Soient z,u,v,w € C.

a)Ona: z=2z et [Z=|z[. Deplus: L =25, et (1) =1L siz#£0.
z z

2| z
2 et Imz =22, [Rez| <|z| et [Imz| < \z]_

|m

On a aussi: Rez =

(b)Ona: utv=u+7, W=uV et |uv| = |ul|v]. De plus : (%) =L et ‘%{:% siv#0.
(¢) On a: |u+v| <|u|+ |v|] « inégalité triangulaire ».  [en remplagant u par u — v, on en déduit s ||u] — [o]| < |u — ] ]
Notation

(a) Soit z =z +iy € C avec x,y € R.

On pose e* :=e” (cosy +isiny) € C\{0}

(b) Soient 6,60" € R. On rappelle qu’on écrit 6 = 6’ [27] et lit § est congru a 6" modulo 2w pour indiquer
que 0 —0"€2nZ, ou 277 = {27n; n € Z}.

Remarque
On déduit de cette notation que : |el? = cos# +isinf| pour § € R.
Les formules |cosf= eieJrTe_ie et sinf= ew}ei_w pour 8 €R| s’appellent les formules d’Euler.

Proposition
Soient z,u,v € C et a, 5 € R.
(a) On a: e* = ¢~

(b) Ona: "™’ =e%e’ donc X =e ¥, puis " ¥ =¢

i
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(c)Ona: €*=¢f «— a=p[2n]. En particulier ¢ =1, et : €* =l «—= a=0[2n].

Remarque

Soient «, € R. L'égalité e(@th) = ¢i@ el issue du (b) permet de retrouver facilement les formules qui
relient cos(a + ) et sin(a + ) a cos(a), cos(B), sin(a), et sin(f).

Définition-Proposition
Soit z € C\{0}.
(a) On appelle un argument de z, et note par abus « arg z », tout nombre réel 0, tel que z = |z| elf,

(b) Il existe un argument 6 de z. Les arguments de z sont les réels congrus a # modulo 27.
L’unique argument de z dans |—7, 7| est appelé argument principal de z et noté Arg z.

Définition
Soient z =z +iy € C\{0} d'image M, avec z,y € R, r > 0et § € R.

= —_— 2 2 = < .
On a : {T 2] <:>{r VaIm Y <:>{x rcosf — 7 =re?.

0 = arg z [27] 2 =cosf +isinf y =rsind

signifie que 0 est un argument de z traduit sur la figure

On dit que (r,0) est un couple de coordonnées polaires de z (ou de M,,) / M,
quand , c’est-a~dire quand ‘ (z,y) = (r cosf,rsinf) ‘ 0




Proposition
Soient w,v,z,a,b,w € C\{0}.

(a) On a: arg(z) = —arg(z) [27], arg(uv) = arg(u) + arg(v) [27] et arg (%) = arg(u) — arg(v) [27].
On en déduit que : _arg(—z) = arg(z) + = [2], arg (1) = —arg(z) [2n].

=

(b) On a : mes(ﬂ, @) = arg (22) [27] quand Q, A, B sont les images de w,a,b, A # Q et B # Q.
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Proposition (racines carrées en coordonnées polaires)
(a) L’équation z? =0 d’inconnue z € C a pour unique solution z = 0
(b) Soit zp = rel? € C\{0} avec r >0 et § € R.
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L’équation z* = zp d’inconnue z € C a deux solutions qui sont : /re'z et —y/re'z.

Proposition (racines carrées en coordonnées cartésiennes)

Soit zg = xg+iyo € C avec zg,yo € R.

Pour tout z=x+iy € C avec 2,y € R, 0n a:  « [onresout 22 = 2y en caleulant 22 et 42 avee une condition de signe pour wy]
22 —y? = x (égalité des parties réelles)
22 = wp +iyy = 2zy = Yo (égalité des parties imaginaires)

22 +y? = /23 +y2| (égalité des modules, redondante)

Proposition

Soient a,b,c € C avec a # 0. On pose A :=b? — 4ac et fixe § € C tel que 6% = A.
Les solutions de I’équation az? + bz + ¢ =0 d’inconnue z € C sont :

—% si A=0, ou, —3;6 et %;‘5 (distinctes) si A #0|.

Notation

n termes (récurrence)

Soient z€ Cetn €Z. Onpose: 2°=1 et 2" = Zx--- x2 quand n > 1.

On note ensuite : 2" = z_% quand n < 0 et z # 0.

Lorsque p,q € N, ou p,q € Z avec z # 0, on obtient facilement : 2P 29 = 2PT4 et (2P) = P4

172n+1

Pour tous n € N et z€ C\{1},ona: 1+z+ - -+2" =7

Proposition (« formule de Moivre »)

Soient § € R et n € Z.
Ona: (e)" =e" ce quis’écrit aussi ‘ (cosf +isin )™ = cos(nf) + isin(nd) ‘

Proposition (« formule du binéme de Newton »)

n nk 0 1 2 3
Soient u,v € C et n € N. On notera »_ zp:= z9+ -+ + 2, lorsque zg, ..., 2, € C. 0l1
- k=0 1711
Ona [(uro) = 3 (k= (1) wt () v tos (Qu 2+t () o] (2102
k=0 —~ ~—~ ~~ 31113131
1 n 1
Soient 6 € R et n € N\{0}. La formule du binéme permet d’écrire cos(n) = Re ((cos 6 +1isin6)") et sin(nf) = Im ((cos @ +isin6)™)
a laide de cos¥ @ et sin® @, 0 < k < n, ainsi que cos™ 6 = (#Jre]e)n et sin™ @ = (ele ;iele )" a laide de cos(k0) et sin(kf), 0 < k < n.
Proposition
(a) Soit z =rel? € C\{0} avec r >0 et § € R.
. . . 1 j0+42km
L’équation Z" = z d’inconnue Z € C a n solutions : Z :=rne" » ou ke€{0,1,...,n—1}.
(b) En particulier, les racines de I’équation 2" = 1 d’inconnue z € C (racinesn® de l'unité) sont les n
2irk n=l o L
nombres complexes e » ou k€ {0,1,...,n— 1}. Leur somme, ) (eT) , est égale & 0 quand n > 2.
k=

Remarque
1. L’équation Z™ =0 d’inconnue Z € C a pour unique solution 0 (clair).

2. Les images My, ..., M,,_1 dans R? des nombres complexes Z, ..., Z,_1 du (a) de la proposition sont
les sommets d’un polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon o



