Suites et séries : a retenir (J-Y D)

Définition
Soient (uy,)n>0 une suite de nombres complexes (ce qui se note « (up)n>0 € CN ») et | € C.
(a) On dit que (uy)n>0 tend vers [ si, pour tout € > 0, il existe N € N tel que :
vneN (n>N = |u, — 1| <e€).
Dans ce cas, la suite (up)n>0 est bornée.

(b) On dit que (upn)n>0 tend vers oo si, pour tout A > 0, il existe N € N tel que :

(resp. —oo0)

VvneN (n>N = u, > A).

Dans ce cas, la suite (u,, ),>0 n’est pas bornée. (resp. un < —4)
5 n)n>0

Définition-Proposition

(a) Une suite extraite de (up)n>0 € RY est une suite de la forme (un, >0 ot (ng)k>o est

strictement croissante dans N. Dans ce cas, si u,, — [ € RU{—o00, 400}, alors u,, — .
n—+o00 k—4o00

(b) Toute suite réelle bornée a une suite extraite convergente « th. de Bolzano-Weierstrass ».

Proposition
Soient (un)n>0, (Un)n>0, (Wn)n>0 des suites dans R, u,w € RU{—o00,+0o0} et | € R.

< tout N
(a) Si {u" = W pour tout n € alors u<w  « prolongement des inégalités larges ».

U, — u etw, — w

n—-+0o0o n—-+0o0o
Uy < vy < w, pour tout n € N
(b) Si n=Un = Wn P alors v, — [« théoréme des gendarmes ».
leRu, — [ et w, — 1 n—+00
n—-—+o0o n—-+0o0o

= uy, < v, (resp. v, < w our tout n € N
(c)Si ¢ "= " (vesp. v < wn) p alors v, — 400 (resp. v, — —00).
u, — +oo (resp. w, — —00) n—+00 n—+00
n——+o0o n——+0o00

Théoréme (« théoréme des suites monotones »)

Toute suite réelle (uy)n>0 qui est croissante (resp. décroissante) posséde une limite qui est
réelle si (up)n>0 est majorée (resp. minorée) et vaut +o0o (resp. —oo) sinon.

Théoréme (« théoréme des suites adjacentes »)

Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 des suites de nombres réels telles que :
(un)n>0 est croissante, (v,,)p>0 est décroissante, et v, —u, —> 0.
- - n—-4o0o

Alors il existe [ € R tel que : v, — [, v, — I, et u, <l <w, pour tout n € N.
n—-4o00 n—-+400

Définition-Proposition (« suite définie par une relation de récurrence »)
(a) Soient A un ensemble, (F,),>0 une suite d’applications de A dans A, et o € A.
Il existe une unique suite (x,),>0 d’é¢léments de A telle que :

To =« et ZTnt1 = Fy(x,) pour tout n € N.

(b) On considére un intervalle I, une application f: I — R, et a € R vérifiant :
a € I, f(a) c I, f(f(a)) S I, ...(*) « [par exemple f(I) C I et a € I]
Il existe une unique suite (u,),>¢ de nombres réels telle que :

up=a et upt1 = f(uy) (sous-entend que u, € I) pour tout n € N.  « [on note parfois : up = 17 (a)]

Dans ce cas : si f est continue et u, — [ avec [ € I, alors | f(l) =1
n——+0o0o

(1) On suppose que f croit et que o € I vérifie f(a) = a. (02) On suppos; ql}e f est décroit et que B € I vérifie f(ﬂ) :Nﬂ.
. _ te g:=fof, vy :i=1us et wp = u2p4+1 pour n € N.
a)Ona: upt1 —un = f(un) — f(up—1) pour n > 1. n no n n n n
%)onc : o —si n}r(a) 771 > O( aleors (u )n >0) croit ; Ona: vny1=g(vn) et wny1 = g(wn) pour toutn > 0.
—si fla) —a <0 alors (un)n;o décroit. Comme g est croissante et g(3) = 3, on est ramené au cas (1).
. B > De plus :  —si g(a) —a > 0 alors g(f(a)) — f(a) < 0;
(b) On a aussi : upy1 — a = f(un) — f(a) pour n > 0. _ s _ 4 <0 alors _ S 0.
Donc: —si a < a alors (un),>o est majorée par a; igla)—as s 9(f(a) = fla) =

. ¢ > Ainsi : les suites (vn)n>0 et (wn)n>0 varient en sens contraire.
—si a > a alors (up)n>p est minorée par a. = =

Elles vérifient : w,, — f < v, — B et w, — pS.
n—+4oo n—-+4oo n—+4oo

(%) Cela signifie que a € (| Dyn ol (f™)n>0 := (Zn)n>o du (a) avec A C P(R?) égal a 'ensemble des (graphes
neN
d’)applications g: Dy — R et F,(g) = go f. On applique (a) avec cette fois-ci A = (| Dyn et Fp(z) = f(x).
partie de R neN
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Proposition

Soient a,b € R. On considére (L): up41 + au, = b d’inconnue (uy,)n>0 € RN,

(a) Pour tout a € R, il existe une unique solution (u,),>0 de (L) telle que :

up = a.™®)

(b) On considére 'équation homogene (H): up 41 + au, = 0 d’inconnue (uy,)n>o € RY.
On note r la solution dans R de I’équation r + a = 0.

Les solutions de (H) s’écrivent de maniére unique comme suites géométriques sous la forme :

Uy = Ar™ pour n > 0, pour un certain A € R.

(c)Onpose: m=0sil+a#0 e m=1sil+a=0.
Il existe k € R tel que up := (knm)n>0 est une solution de (L).

Une fois up fixé, les solutions de (L) s’écrivent de maniére unique sous la forme :

(Un)n>0 = ug +up o0 upy est une certaine solution de (H).

Proposition
Soient a,b,c € R. On considére (L): upy2 + @yt + bu, = ¢ d’inconnue (uy,)n>o € RY.
(a) Pour tous «, 8 € R, il existe une unique solution (u,),>o de (L) telle que :
up=a et wu; = 8.0
(b) On considére I'équation homogéne (H): uyy2+aty+1+bu, = 0 d’inconnue (uy,)n>0 € RN,
On note 7, et 75 les solutions dans C de son « équation caractéristique » 2+ ar +b=0.
On pose, pour n € N :

. ry sirg #m11
—si r,re €R v, =71 et wn:{ou

nr;kl sire =7 ;
~ sinon : v, = p"cos(nd) et w, = p"sin(nd) ott 1 = pe? avec p > 0et § € R, et ry = 77.
Les solutions de (H) s’écrivent de maniére unique sous la forme :
Up = AU, + pw, pour n > 0, pour certains A\, u € R.

(c) On note m la multiplicité de 1 pour le polynéme X2 + aX + b.
Il existe k € R tel que up := (kn™), _ est une solution de (L).
Une fois up fixé, les solutions de (L) s’écrivent de maniére unique sous la forme :
(Un)n>0 = umg +up o0 up est une certaine solution de (H).

Définition-Proposition

n
(a) On appelle série de nombres complexes une suite (un, > uk) avec (Up)p>o € CN
k=0 n>0 -

[+

notée (D up)n>0. Elle converge si et seulement si la suite (Sy)n>0 := < uk> converge.
- - n>0

k=0
n

400
(b) Soit (> un)n>0 une série convergente dans C. On note : > u, = lm > wuy.
- n=0 neo k—

+oo n
(c) Soit (up)n>0 une suite de réels positifs. On note : >~ u, = lim > up < +oo.
- n=0 o0 k=

+oo
(d) On dit qu’une série (D> uy)n>0 dans C est absolument convergente si: ) |uy|<4o0.
n=0

Proposition

(a) Si une série (> up)n>0 dans C converge, on a :

+o0 +o0o
u, — 0 et { > un| <Y fun| < +oo.
n—+00 n=0 n=0

(b) Toute série absolument convergente dans C est convergente.

Exemple

Soit € R. La « série de Riemann » (3 -%),,>1 converge si et seulement si o > 1.

(1) On suppose que a < 1. (2) On suppose que o > 1.
Pour tous k € N\{0} et t € [k, k+1],ona: 7= > £ > Pour tous k € N\ {0,1} et t € [k —1,k], on a: = < 7.
Donc: 3 &= > E+ll g = (»H1lgt — 4. n n

= R k:lfk ¢ K noeo Done : kEQK%‘ = k22f:71t%dt:f1"t%dt§ as1-

(*) Onpose f(z) =—az+bpourz € R.Ona: (L) <= Yn>0 unt1 = f(un).
(#x) Onpose Xn=(y")et f(3)=(2% 22) (5)+(2): (L) et (Yn >0 vy =uns1) < ¥n >0 Xnp1 = f(Xn).

vn c



