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I. Etude de fonctions. TD 1 - Fonctions usuelles

Fonctions exponentielles, logarithmiques, et puissances.

Exercice 1. Vrai ou faux?
1. In(72) = 21n(3) — 31n(2).
2. In(0,08) = 31n(2) — 21n(5).
3. In(0,04) = 2In(2) — 21In(5) — In(4).

Exercice 2. Calculer en fonction de In(2) et In(3) les expressions SL>ivantes. 19

In(1,5), In(16), In(®v9), In(2v2), In(0,25 x e), ln<§, In(36¢2), 1n<é>.

Exercice 3. : Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
1. In(1 — 2z) = In(z + 2) + In(3).

In(1 — 2?) = In(2x — 1).

In(v2z —2) =In(4 —z) — 1In .

2e%% — 5e® = —2.

e’ —2e " —-1=0.

In(2 — z) <In(2x + 1) — In(3).

In(3z +2) > In (22 + 1).

NS ok N

Exercice 4. Donner I'ensemble de définition des expressions suivantes avant et aprés simplifica-
tion.
1. e ln(m)—lnwl
9. eln(zerl)fln(xfl)7ln(ac+1).
3. 6% In(z%—1)—In(z)—In(z>+1) .
Exercice 5. Pour a > 0 on définit a® = e*'(®) pour tout réel z.
1. A Daide des variations connues des fonctions 2 — e® et x — In(z), étudier les variations de
la fonction exp, : R = R, x — a” en fonction des valeurs de a.
La fonction exp, s’appelle la fonction exponentielle en base a.
In(z)

2. Supposons a # 1. Montrer que la fonction log, :]0, +oo[— R, z Tn(a) Vvérifie
log,, (exp,(z)) = =, pour tout = € R.
et
exp, (log,(z)) = =, pour tout z €0, 4o00].

En déduire les variations de la fonction log, en fonction des valeurs de a.
La fonction log, s’appelle la fonction logarithmique en base a.

3. Sur un méme graphe, tracer approximativement en fonction des valeurs de a les courbes
représentatives des fonctions exp,, et log,,.

Exercice 6. Soient a et b des réels strictement positifs. Montrer que
a®b®” = (ab)”,
pour tout réel x.

Exercice 7. Soit a un réel. On définit @ = e*™®) pour tout réel x strictement positif. Etudier
les variations de la fonction ]0,4+o00[— R, z +— z* en fonction des valeurs de a. On tracera les
courbes représentatives sur un méme graphe dans les différents cas.

Exercice 8. Donner ’ensemble de définition des fonctions suivantes :
2

3/2
-1
Va2 =3z + 2, (fi) ;o (@243 -3)7", (2P 4+x4+1)7Y2

x?—x—2



Rappels de trigonométrie.

Exercice 9. : a partir du cercle trigonométrique, retrouver les relations entre :
cos(m/2 — 0) et sin(h),
sin(m/2 — 0) et cos(h),
cos(m/2 4 0) et sin(h),
sin(m/2 4 0) et cos(h),

cos?(z) et sin®(z) pour tout z € R.

—_

or e W

Exercice 10. : En utilisant la géométrie du triangle, compléter le tableau suivant, les angles étant
mis entre 0 et 7, dans l'ordre croissant (on précisera si un nombre n’est pas défini) :

. RS
0 (radians) 6112 i
0 (degrés) | 0° 60° 120°
cos(0) 0
sin(0)
tan(6)

Exercice 11. : Pour quels (7,y) € R? a-t-on cos(x) = cos(y) ? sin(z) = sin(y) ? tan(x) = tan(y) ?
Exercice 12. : Résoudre les équations suivantes :

(i) ¢+ 27 =2z — g (mod. 27), (ii) bz = g (mod. 27), (ili) z = % — 3z (mod. )
7r

(iv) 3 — m =22 — 5 (mod. 7/2), (v)bx—1= 5

(mod. /3), (vi) x = g — 3z (mod. 7/4)

Exercice 13. : Résoudre les équations suivantes :
(i) cos(2z) = cos(3z), (ii) sin(z) = sin (Qx + g) (iii) cos(z) = sin(z), (iiv) tan(z) = tan(3z)

Exercice 14. : Résoudre les équations suivantes :

(i) 4cos(x)+1 =3, (i) 4cos’(2z)—1 =1,  (iii) (tan(x)+1)*—2 tan(x) =4, (i) sin (g - ac)

Fonctions périodiques.

On dit qu'une fonction f: R — R d’ensemble de définition D, est périodique de période T' € R si
les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) pour tout élément x € R, on a x € D si et seulement si z + T € D.

(2) pour tout z € D,on a f(x+T) = f(x).

Exercice 15. Soit f : [0,1[— R, x — 22 eth’ : R — R le prolongement de f en une fonction
périodique de période 1. Tracer le graphe de f.

Exercice 16. 1. Donner un exemple d’une fonction paire et périodique de période 1.

2. Donner un exemple d’une fonction impaire et périodique de période —0, 5.

Exercice 17. Soient a et b deux nombres réels. Montrer que si f : R — R et a la fois périodique
de périodes a et b alors f est périodique de période a — b.

Exercice 18. Soit k € R. Si f est définie sur R et périodique de période T', que peut-on dire de
la fonction = — f(kx)?

Fonctions trigonométriques.

Exercice 19. : Donner l'ensemble de définition des fonctions = — cos(z), x +— sin(z), et & —
tan(z) puis donner Pallure de leur courbe représentative a partir des définitions. Quelle opération
géométrique permet de passer de la courbe de sin a celle de cos?

Exercice 20. Donner I’ensemble de définition des expressions suivantes :

Vineos@), e, e in(] cos(a)]), : L

sin(z) 1 —cos(z)”  cos(x)+ sin(z)
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I. Etude de fonctions. TD 2 - Images, antécédents, bijections

Exercice 1. Déterminer, s’ils existent, les antécédents de 1 par f : R — R dans les cas suivants :
1. f(x) = 2% — 3z + 4. 2. f(zx) =€ —e "4+ 4.
3. f(x) =logyo(z? + 1). 4. f(x) = tan?(z).
5. f(x) = LeVIe* -1l

Exercice 2. Déterminer I'image de f : R — R dans les cas suivants :

e >:cos< )

3. f(z) = 42% + 3z + 2 (on pourra mettre Pexpression sous sa forme canonique).

4. f(z) = —52* — .

5. f(x) = z(2% + 1) (réfléchir plus généralement sur le cas des polynomes de degré 3).
6. flz)=e 1

Soient A et B deuz sous-ensembles de R. Une fonction f: A — B définie partout sur A est dite
bijective si tout élément de B a un seul antécédent par f.

Exercice 3. Dire parmi les fonctions suivantes celles qui sont bijectives.

1. [-1,1] = [-1,0], 2+ 2% — 1. 2. 10, +oo[— R, z — In(z).
| i 0,1
3.10,1] =)0, +00], z > |In(x)]. 110,25 R, s @ stzelld]
m S1x € [1, 2[

Exercice 4. Donner un intervalle A de R pour que les fonctions suivantes soient bijectives puis
tracer leur courbe représentative.

1. A= [-1,1], z — cos(x). 2. A— [-1,1],  — sin(x).
3. A= R, z +— tan(x). 4. A—[0,2], z — 22.

5. A —]0,4o0[, z — 1/x. 6. A —]0,1[, x — 2In(x).
7. A —]0,2[, z > €. 8. A—[0,1], z+ |22 —1].

Soient A et B deur sous-ensembles de R et f : A — B une fonction définie partout sur A. f est
dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent par f, elle est dite surjective si
tout élément de B a au moins un antécédent par f.

Exercice 5. Vérifier qu'une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

Exercice 6. Donner un exemple pour illustrer les cas suivants.
1. f est une fonction surjective mais pas bijective.

2. f est une fonction injective mais pas surjective.

Exercice 7. Donner un intervalle A de R pour que les fonctions suivantes soient injectives.

1. f: A= R, 2+ cos(2z). 2. f: AR 2= 22+ +1.
3. fiA-R x 2% 322+ + 1. 4. f+ A= R, z — In(] cos(z)]).
Exercice 8. Donner un intervalle B de R pour que les fonctions suivantes soient surjectives.
1. f: R — B, z + cos(2x). 2. f:R=>B,z—a?+x+1.
3. f:R—Bz—a®-322+2+1. 4. f:]—=n/2,7/2[— B,  — In(] cos(z)|).

Exercice 9. Calculer f og et go f dans les cas suivants et vérifier que fog # go f.
1 f(z) =22 +1, g(x) = 2® — 322 + 2. 2. f(z) = €%, g(x) = 2® — 3z + 4.
3. f() = cos(x), g(x) = €*. 1 f(z) = |al, g(z) = +1.



Exercice 10. Soient f,g: R — R. Donner I’ensemble de définition de g o f dans les cas suivants.
1 f@) = 2% — 1, g(2) = V. 2. f(x) = cos(a), g(x) = In(a).
3. f(z) =2® — 1, g(x) = L.

xT
Exercice 11. Soient A et B deux intervalles de R.

1. Montrer qu’une fonction f : A — B est bijective si et seulement si il existe une fonction
g: B — A telle que

go f=1Ida, fog=1dg, (1)
avec Idy : A — A, z — x.

2. Si elle existe, la fonction g ci-dessus est-elle aussi bijective ?

Deux fonctions f et g qui vérifient (1) sont dites réciproques, g s’appelle 'inverse de f et est notée
f7! (de méme f est 'inverse de g et est notée g—1).

Exercice 12. 1. Montrer que si g o f est injective alors f doit étre injective.
2. Montrer que si g o f est surjective, alors g doit étre aussi surjective.
3. Montrer que la récriproque des deux assertions ci-dessus est fausse.
Exercice 13. Donner deux intervalles A et B et deux fonctions f : A - Betg: B — A
réciproques (I'une de lautre) dans les cas suivants.
1. une des fonctions est donnée par = — z2.
une des fonctions est donnée par z — z3 + 1.
une des fonctions est donnée par z — In(x).
une des fonctions est donnée par = — %,

O L

une des fonctions est donnée par x ~— 22 4 3z — 4.
6. une des fonctions est donnée par x — z* + 22 + 1.
Exercice 14. 1. Montrer que si f et g sont deux fonctions réciproques 'une de ’autre alors le
graphe de f est le symétrique du graphe de g par la droite y = .
2. Donner des exemples de fonctions f : A — A telles que f~ = f.
Exercice 15. On note arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2] la fonction inverse de sin : [-7/2,7/2] —
[—1,1]. Donner lallure de la courbe représentative de la fonction arcsin.

Exercice 16. On note arccos : [—1,1] — [0, 7] la fonction inverse de cos : [0, 7] — [—1,1]. Donner
I’allure de la courbe représentative de la fonction arccos.

Exercice 17. Montrer les relations suivantes pour z € [—1,1].
1. sin(arccos(x)) = v/ 1 — 22 = cos(arcsin(z)).

2. arccos(z) + arcsin(z) = 7.

Exercice 18. Résoudre I’équation suivante

arccos(z) + arcsin(z? — z 4+ 1) = g
Exercice 19. On note arctan : R —] — 7/2, 7/2[ la fonction inverse de tan :] — 7/2, 7/2[— R.

Montrer que la fonction arctan est impaire puis donner ’allure de sa courbe représentative.

Exercice 20. Montrer que pour tout x €]0, 400 on a
arctan(l/xz) + arctan(z) = /2.
En déduire que si x €] — oo, 0[, alors
arctan(1l/z) + arctan(z) = —7/2.

Exercice 21. Montrer que pour tout x €] —1,1[ on a

x
arctan | ———
(\/ 1- x2)
Exercice 22. A partir des formules connues pour cos(a + b) et sin(a 4+ b) montrer la formule
suivante

= arcsin(z).

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)”
En utilisant cette formule montrer les identités suivantes :

1. 2arctan(1/2) = arctan(4/3).

2. w/4 = arctan(1/2) 4 arctan(1/5) + arctan(1/8).

tan(a + b) =
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I. Etude de fonctions. TD 3 - Limites, asymptotes

Exercice 1. Représentez graphiquement, dans chaque cas ci-dessous, une fonction qui satisfait
les conditions suivantes.

(a) lim f(2) = —1, lim f(x) =2, f(0) = 1.

(b) %IElf(.T) = 2+7 1él+fflf($) =07, g{nf(x) =3, lgrnf(x) = +o00, f(5) =1, f(O) =2.

Exercice 2. Calculer les limites suivantes, si elles existent :

(a) lim z* — 2, (b) lim 2* — 4z + 3,
z—0 x—1
vV -3
(¢) lim 2% — 2z, (d) lim L,
T2 z—1 r—3
. 7 : 2 _
€ B Vet =1, 0 Jm vt -3,
. : 4 x1,.2
(g) mll)r_{loo 14+z+Inx, (h) le}r_{loox e”In” x,
1 1
N 1 N
0 B we® L e
1 1
k) lim —— ) lim ——————
()wiﬁﬂ 2 _ 1 ()min?— (22 = 1)(z +2)’
S N 14 tan i
(m) lim cos (e (@—1)? ), (n) lim 78“15”1,
rx—1 r—+00 COS (% — E)
. e + 5 4o
lim —c* lim &~ a7 Y
(0) om0t 225 () o0+ sinx
x
T i
(@) lim sin—, (r) lim, Y
. 2 . 222 +1
(s) fim (@ —1)=, )t Zrrs
T . >+

(ll) w—lffoo T2 + 1’

Exercice 3. Calculer les limites suivantes, si elles existent :

. z?sinz . 3r—2
() Jm Za (b) lim In ( 7 )
22—z l1+Inx
i T2 d i
(C) z—1>r-|I-1<>oe ’ ( ) z—4oo lnx — 1’
1 x 3z —21
(@ lim 2@ (f) lm Sr—2me
z—+00 T z—+o0 T +1Inzx
In(1 z
(g) lim M7 (h) lim ze<,

r—+00 T z—0



(j) lim xln (z%e"),

z—>+ooe\/5, r—0t
K) lim et ) L 1)t
(k) lim e, (1) lim (z—1)°7,
In(ln ) 1
li lim (Inz)e*
(m) lm ———, (n) lim (Inz)e=,
1
lim z° lim ziwoe,
©) g, " ®) g
3x 202 +1
. 2 .
(@) Jim valn©a, QL N e g s
1 In(1 2
() tim 1z+\/5+ , (6) tim w
ok + 143 eotee Ltz +z

Exercice 4. Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes et dire si elles admettent des
asymptotes verticales.

(a) fz) = 55, (b) fla) = 2=

(c) fla) =vV2+a -3 —u, (d) f(z) = &5,

(e) f(z) = Ii_l’ (f) f(x) = tan(x) — cos(x),
(8) f(x) = =)

Exercice 5. Dire si les fonctions suivantes admettent des asymptotes obliques/horizontales et les
déterminer.

(a) f(z) = 2* ; 2z, (b) f(z) = Va2 -1,
(©) fle) = Y22, (@) f2) =1+ + 1z,
(©) () = we?, (0 1) = S,
(9) fa) = L o) S =T,
() (@) =sin =, ) @) = T2,
$2 .T5 _ .T3
09 £(2) = 5 0) f) = 0
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I. Etude de fonctions. TD 4 - Continuité, dérivabilité, courbe

Exercice 1. 1. Montrer que la fonction suivante est continue sur R.
flo)=="2rx+1siz<0, flz)=e*si0<ax<1, f(r)=ex?sil<u.
2. Montrer que la fonction suivante est continue sur [0, 1].
f@)=0siz=0, fl@)=z+2Bsio<z<1, fl&)=0siz=1
3. étudier la continuité de la fonction suivante.
fla)=essiz <0, flx)=0siz=0, f(z)==xln(z)—xsiz>0.
Exercice 2. Soit f: R — R la fonction définie par :
fl)y=zsiz<l, flx)=2?sil1<z<4, f(r)=8/xsixz>4.
(a) Montrer que f est strictement croissante.
(b) Tracer le graphe de la fonction f.
(c) f est-elle continue ?
()
(e)

e) Caractériser la bijection réciproque f~! de f via une formule.

Montrer que f est bijective.

Exercice 3. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ensemble des points pour lesquels
la fonction est dérivable, et calculer sa dérivée.

(a) 3e” + %’ (b) 16:17 (c) ﬁigv

(d) £, (e) 22, (f) 2,

(g) e>tan(@), (h) sm(sm(sm x)), (i) cos(sin(tan(wz)))
() \/: (k) T+ /7, 1) 2=

Exercice 4. Calculer les dérivées des fonctions suivantes (en précisant sur quel domaine ce calcul
est valable), donner une équation de la tangente en x,, puis lorsque c’est possible déterminer la
position de la tangente par rapport a la courbe & 'aide de la dérivée seconde.

) ( —3)10 2z, =1.
) x , To = 1.

(a) x> 2 = 32% + 22 — 4w + 1, 2, = 0. (b

(c)x»—)cos( ) — sin(z?), x, = 0. (d

(e) x 3m =, To = —1. (f)xl—me zo,xozl
) o VAT 01 i
( (J
( (
(m) (
( (

i) 2+ In(z? + 1), 2, = 0. )x x+ et x, =2.
y

n) x |22 — 1], 2, = 3.

k) z — zln(z), 2, = 1. z»—)cos(e‘/_), x, = 1.
m) z — | cos(x)|, z, = 7.

o) z +— tan(z? — 1), 7, = 0. p) T — arctan( ), 2o = 0.

Exercice 5. Considérons la fonction f définie par
f(0)=0cet f(z)=a?sint siz#0.
(a) Montrer que f est dérivable sur R.

b) Calculer la dérivée de uis montrer que f’ n’est pas continue en 0.
1% q 1%

Exercice 6. Soit f: R — R la fonction définie par

f(z) = arctan (3£2) siz # L et f(1) = —3.

a) étudier la continuité de f.

)
b) Montrer que f est dérivable en tout x # 1 mais n’est pas dérivable en 1.
) Montrer que f’ a une limite finie quand x tend vers 1.

)

(
(
(c
(d) Montrer que : Vo > 1, arctan (}4_2) = f?ﬂf + arctan x.



Exercice 7. Déterminer les extrema locaux et globaux de f sur I'intervalle I dans les cas suivants :

(a) f(x) =2® — 622 + 9z + 1 et I = [2,4], (b) f(x) =avV1—xet I =[-1,1],

(c) flx) = B3 et I =[-2,2], (d) f(z) = (2> +2z)% et [ =[-2,1],
(e) f(z) = +sin(2z) et I = [0, 7], ) f(z) = lnm(—;) et I =11,3].
Exercice 8. Calculer les limites suivantes.

(a) limy Z b= i, (b) limg :;?](é?), (c) limg 631_1,

(d) limg <52, (e) Tim o 4225, (f) limp 522,

(g) hInO 1 m, (h) hml sillllz—:m)a (1) hml %nii;l)a
(j) lim M, (k) lim, fnz)—e (1) limyoo V22 + 7 — 2,
(m) (n)

1
m hml (z 1 lnm)’

Exercice 9. Soit f la fonction de variable réelle définie par : f(z) = In (£=1).

(a) Quel est 'ensemble de définition de f 7

(b) Montrer que f se prolonge par continuité au point 0 en une fonction ¢ que I'on précisera.
(¢) Montrer que ¢ est dérivable en 0 et donner I’équation de la tangente en 0 au graphe de ¢.
(d) étudier, au voisinage de 0, la position du graphe de ¢ par rapport a sa tangente.

Exercice 10. On veut étudier la fonction f: R — R définie par : f(z) = 23 + 222 —z — 2.
On note Cy¢ la courbe représentative de f.

Donner les coordonnées des points d’intersection de Cy avec les axes (Oz) et (Oy).
Donner les limites en I'infini.

Calculer la dérivée de f. En déduire le tableau de variation de f.

Calculer f”. En déduire si f est convexe, concave et dans quels intervalles.

Gk W=

Tracer Cy.

Exercice 11. On veut étudier la fonction f: R — R définie par : f(x) = M?rfz{g

On note C¢ la courbe représentative de f.

Déterminer I’ensemble de définition de f.

Donner les coordonnées des points d’intersection de Cy avec les axes (Oz) et (Oy).
Donner les limites en Uinfini.

Déterminer les asymptotes (verticales, horizontales/obliques).

AN

Calculer la dérivée de f. En déduire le tableau de variation de f.
6. Donner l'allure de Cy.

Exercice 12. On veut étudier la fonction f: R — R définie par : f(z) = x + /|22 — 1].

On note C¢ la courbe représentative de f.

Donner les coordonnées des points d’intersection de Cy avec les axes (Oz) et (Oy).

La fonction f est-elle continue sur R, justifier votre réponse ?

étudier les limites de f en 400 et —oo et donner une équation des asymptotes si elles existent.

L=

étudier la dérivabilité de f. La courbe Cy admet-elle des tangentes aux points d’abscisse —1
et 17 Justifier votre réponse.

5. Calculer la dérivée de f sur | — oo, —1[, ]1, +00[, puis sur | — 1,1[. En déduire le tableau de
variation de f.

6. étudier la dérivabilité de f’ et calculer f”. En déduire si f est convexe, concave et dans quels
intervalles.

7. Tracer Cy.

Exercice 13. étudier la fonction x — @ Utiliser son tableau de variation pour trouver, aprés
avoir fixé x > 0, le nombre de solutions de I’équation z¥ = y* d’inconnue y > 0.
Exercice 14. On pose : A = %/5\/§+ 7— {'/5\/_ - 7.

1. Montrer que : Va,b € R, (a — b)3 + 3(a — b) = a® — b® + (3 — 3ab)(a — b).

. étudier : f: 2+ 23 + 3z, et donner son tableau de variation.

2
3. Sia=+ 5\/54—7, b= \3/5\/5—7, calculer ab et a® — b3,
4

. Prouver que A = 2.



