Ch. 4. Propriétés de R et suites numériques | (J-y Ducloux)
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[. L'ENSEMBLE ORDONNE (R, <)

1. Majoration. Minoration

Définition-Proposition
Soient ACR et meR.
(a) On dit que
— m est un majorant (resp. minorant) de A si pour tout x € Aona m > x (resp. m < x);

— A est majorée (resp. minorée) s'il existe un majorant (resp. minorant) de A dans R;
— A est bornée si A est majorée et minorée.

(b) On dit que

— m est « un » plus grand (resp. plus petit) élément de A si m est un majorant (resp.
minorant) de A qui appartient & A; dans ce cas, ce m est unique et noté m = max(A)
(resp. m = min(A);

— m est la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A si m est le plus petit majorant
(resp. plus grand minorant) de A ; dans ce cas, on note m = sup(A) (resp. m = inf(A)).

A
Exemple / N
A=]-00,~1]U[0,1] ' A R
-1 0 1
Un minorant m de A vérifie : Va € |—o0,—1] m <z,donc m < lim z = —oc.

T—>—00
Cette contradiction montre que A n’a pas de minorant, pas de plus petit élément et pas de
borne inférieure dans R.
Un majorant m de A vérifie : Va € [0,1] m > z, donc m > lim z = 1. Réciproque-
z—1—
ment, tout m > 1 est un majorant de A. L’ensemble des majorants de A est donc [1,+o00].

Comme AN|[1l,+oo] =0, la partie A de R n’a pas de plus grand élément.
Cependant il existe un plus petit majorant de A : sup A = 1.

Proposition

zsiz<ly T siz>y

(a) Soient z,y € R. On a: min{z,y} = {ou y sinon €t max{z,y} = {ou y sinon
Plus généralement, pour tous z1,...,xz, € R avec n > 1, la partie {z1,...,2,} de R a un

plus grand élément noté max(z1, ..., x,) et un plus petit élément noté min(zy, ..., x,).

(b) Soient ACRet meR. On a:
e m=sup(4d) <= (Va€A m>a) et (Ve<m JacA z<a));
e m=inf(4) < (Va€A m<a) et Ve>m JacA z>a)).

(c) Soit A CR. On a:supA (resp. inf A) existe et appartient a A si et seulement si max A
(resp. min A) existe. Dans ce cas : sup A = max A (resp. inf A = min A).



et

Définition
Soit € R. On pose : |z| = max(—z,z) = {ou

r siz>0
—z siz <0’

Remarque

Soient z,y € R. En distinguant les cas x < y et x > y, on obtient :
min(z,y) = mT‘Ly + min (x— mTer’y_ l‘_;ry) _ mTer B ‘:vgy
max(z,y) = 3 4 max (v = Sy - ) = 54|55

Proposition
Ona: |z+y| <|z|+ |yl pour tous z,y € R  « inégalité triangulaire ».

2. Existence de la borne supérieure

Théoréme (admis)
(a) Toute partie non-vide majorée de R a une borne supérieure dans R.
Par convention, 1'égalité « sup A = 400 » (A C R) signifiera que « A n’est pas majorée ».

(b) Toute partie non-vide minorée de R a une borne inférieure dans R.
Par convention, 1'égalité « inf A = —oo » (A C R) signifiera que « A n’est pas minorée ».

Corollaire

Pour tous x € R et € > 0, il existe n € N tel que ne > x « axiome d’Archiméde ».

Proposition
Soit x € R. Il existe N € Z unique tel que: N <z < N + 1.

On note : E(z) = N partie entiére de .

e >0 tel que Jxg —e,20+ e[ C V. Important ici : |]Jzg —e,x0+e[={z €R | |z — x| < &} |

Exemples
Ona: 3<m<4 et —4<—7m< -3 Donc E(r) =3 et E(—7) =—4.
Définition

(a) Soit zy € R. Un wvoisinage de xo (dans R) est une partie V' de R pour laquelle il existe

(b) Soit A C R. On dit que A est dense dans R si pour tous zyp € R et tout voisinage V'

de g, ona VN A #(.

Proposition
(a) 11 existe un unique 2 € R* tel que 22 = 2. On le note /2.
(b) Le nombre réel v/2 n’appartient pas a Q.

Proposition
(a) Les parties Q et R\ Q sont denses dans R.
(b) La partie ]—oo, V2 [ N Q de Q est non-vide majorée, sans borne supérieure dans Q.

Proposition

On rappelle que les intervalles de R sont, par définition, les ensembles : 0; Ja,b[, ]a,b],

[a,b] avec a,b € Ret a < b; [a,b] avec a,b € R et a < b; ]a,+o0[, [a,+oo] avec a € R;
|—00,b[, | —00,b] avec b € R; |—o0, 400

Une partie I de R est un intervalle si et seulement si :
Ve,yel VieR (x<t<y =tel).



II. SUITES DE NOMBRES COMPLEXES

Important : tous les résultats de ce chapitre resteront valables en acceptant aussi comme
« suites » les applications n — u, de N\{0,1,...,n9 — 1} dans C, notées (up)n>n,, 0U ng € N.

1. Suites

Définition
(a) On appelle suite de nombres complexes une application n — u, de N dans C.
On notera (uy)n>0 une telle suite. Elle est dite réelle si u, € R pour tout n > 0.
(b) Soit r € C. Une suite arithmétique de raison r est une suite (uy,),>0 de la forme :

up =nr+c¢ pour n € N, avec ¢ € C fixé.

(c) Soit r € C. Une suite géométrique de raison r est une suite (uy,),>0 de la forme :

up =1"c pour n € N, avec ¢ € C fixé.

Remarques

1. Soit (up)n>0 = (N1 + ¢)p>0 une suite arithmétique avec r, ¢ € C.

premier terme + dernier terme

Ona: |uy+---+u, = (nombre de termes) x 5

2. Soit (up)n>0 = (r™ €)n>0 une suite géométrique avec r,c € C.

. . __ premier terme — dernier terme X raison
Ona: Uo + + Un = 1 — raison

, lorsque r #1 |

2. Suites bornées

Définition
On se donne une suite (uy)n>0 dans C.

a n dit que (Up)n>0 €S ornee S'1l existe < el que |Unp| = pour tou n e .
On dit >0 est bornée il existe M € R tel <M tout n € N

(b) On suppose la suite (uy,),>0 réelle. On dit que (uy,)n>0 est majorée (resp. minorée) s’il
existe M € R tel que w,, < M (resp. u, > M) pour tout n € N.

Ainsi @ (up)n>0 est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Exemple

On pose uy, = (—1)" pour n > 0. La suite (up)n>0 est bornée car |(—1)"] <1 pour n € N.

[II. SUITES CONVERGENTES

1. Limite d’une suite

Définition-Proposition

On se donne une suite (uy)n>0 dans C.

(a) Soit [ € C. On dit que (up)n>0 a pour limite | quand n — oo si :
= ———

ou « tend vers | »
ve>0 INeN VneN (n>N = |u,—l]<e).
—_——  ——
pour tout € > 0 il existe N € N tel que
Dans ce cas, l est unique.

On note « lim w, =1» ou « u, —> [ » pour exprimer que (uy),>0 a pour limite [.
n—-+0o n—-+o0o -

(b) On dit que



— (up)n>0 converge sil existe [ € C tel que (up)n>0 a pour limite [;
— (up)n>0 diverge si (up)n>0 ne converge pas.
On a : toute suite convergente de nombres complexes est bornée.

(c) On suppose la suite (uy)p>o réelle.
On dit que (up)n>0 tend vers 400 quand n — +00 si :
VA>0 3INeN VneN (n>N = u,>A4).
On dit que (up)n>0 tend vers —oo quand n — +00 si :
YVA>0 dNeN VneN (nZN — un<—A).
Dans les deux cas précédents, la suite (uy,),>0 n’est pas bornée, donc diverge (cf. (b)).
On note « uy, njm +00 » ou « ngr}rloo Uy = 400 » pour exprimer que (uy,),>o tend vers +oo.
(resp. —o0) (resp. —oo0) (resp. —o0)

Exemple (axiome d’Archimede avec € = 1)

On pose u, = n pour n > 0. La suite (u,),>0 a pour limite +o00 car pour chaque A > 0,
en posant N =E(A)+1ona: u, >E(A)+1>A dé quen > N.

Proposition
Soient (up)pn>0 €t (vp)n>0 des suites de nombres complexes.

(a) On suppose que : u, — u et v, — v avec u,v € C.

n—-4oo n—-4oo
Ona: u,+v, — u+v, uv, — uv, et, siv#0, %o 5 L
n AN ) O e ) 7& ) Un ol

vy # 0 pour « n assez grand »

(b) On suppose (up)n>0 €t (vy)n>0 réelles, u, — u et v, — v avec u,ve RU{—o00,+00}.
n—-+0oo n——+0o0o

Les formules du (a), interprétées correctement *) restent valables, a condition :
— d’écarter les formes indéterminées sous forme de sommes (4+00) + (—00) et (—o0) + (+00),

~~
« 0O — 00 »

produits 0 (+00) et (+00)0 et 0(—o0) et (—o0) 0, et quotients I, 12 et =X et £ et 72

« 0co » « 2y
oo

vp, > 0 pour « n assez grand »

B e s o tap _ o
de n’étudier la limite de (vn Jn>no dans le cas v = 0 que lorsque { vn < 0 pour « n assez grand »

Exemples
1

1. On a déja vu que n — +o00. On en déduit que = — 0.
n—+00 " n—+o00

2. On considére une suite arithmétique (nr + c¢),>o avec r,c € R.
{ou +oo sir >0

ir=0.
ou ¢ sir 0
—o0 sir<0

On a, avec un calcul direct quand r =0: nr4+c¢ —
n—-+o00

3. Attention aux formes indéterminées, par exemple avec u, := n’? et v, := —n, n € N.

Ona: u, =nxn =7 00 et v, = (=1)xn — —oo0. Mais : u,+v, =n?(1-2%) — 4oc.
n—+o00 n—-+00 7 n— 400N~~~
£0

Remarque

Il découle immédiatement des définitions que :
si f:[0,+00[ =R et I € RU{—00,+0o0} vérifient f(x) udt l,alors f(n) — L.
HAS —+00

neN, n—+oo
Cela permettra d’utiliser les résultats concernant les « croissances comparées ».

)

2. Composition des limites

(*) Soient u,v € Ret e € {4+, —}. On lira dans la conclusion du (a) : eco+v = u+ €00 = €00, €00 + €00 = €00 ;

(eoo)v = u(eoo) = €00 si u,v > 0, (€c00)v = u(eco) = —eoco si u, v < 0, (€00)(e00) = +00 et (€00)(—ex0) = —00;
— =0, =ecosiv >0, £ = —eoco si v < 0, on remplacera <2 par eco (resp. —eoco) si v = 0 avec
vn >0 (resp vn < 0) pour « n assez grand », on remplacera 2 par eoo (resp. —eoo) si u # 0 a pour signe €

v
et v =0 avec v, >0 (resp. v, < 0) pour « n assez grand ».



Définition
On se donne une suite (uy)n>0 de nombres complexes.

On appelle suite extraite de (up)n>0 toute suite de la forme (uy, )r>0 avec :
0<mng<n <ng<.. dans N (c-a-d (ng)r>0 est une suite strictement croissante dans N).

Proposition
On se donne une suite (uy)p>0 dans C et une suite extraite (up, k>0 de (un)n>0-

(a) Soit Il € C. Si u,, —> [, alors u,, — L
n—+00 k—+o00

(b) On suppose que la suite (uy,)n>0 réelle.

Siuy, —> 400, alors un,c H +00.
(resp —00) (resp —0o0)

Exemple (important)
On pose u,, = (—1)" pour n > 0.

Les suites (vp)n>0 = (1)n>0 et (wp)n>0 == (—1)n20 sont extraites de (uy,)n>0 car :

Vp = Uk et wp =ugk41  avec 0 < 2x0 < 2x1 <. et 0<2x0+1<2x1+1< ...
Soit | € RU {—o00, +00}. Slun n l,alors [= lim v,=1 et = lim w,=-1
n%Jroo n—-+00

Cette contradiction montre que : la sulte ((=1)™)n>0 n’a pas de limite dans R U {—o00, +-00}.

Proposition

On se donne une application g¢: Ed — R et une suite (up)n>0 d’éléments de E.
partie de

On considére k,l € RU {—o00,+00}.
Sioup, Nl k et g(y)—)l, alors g(uy,) My l.
SikeRet u, —> k: avec up # k pourn € Net g(y) — [, alors g(u,) — .

(vesp. : >k, < k) (resp. y = kT, y > k™)

Exemple (important)

On montre par I'absurde, en utilisant la proposition, que « — sinx n’a pas de limite

quand x — +o00. Sinon, en supposant que sinz — [ € RU{—o0, 400}, on aurait :
z€R, x—+00

= lim sin(2mn)=0 et [= lim sin(2rn+ §n)=1 contradiction.
neN, n—+oo neN, n—+o0o

3. Utilisation d’inégalités

Proposition

Soient (up)n>0, (Un)n>0, (Wn)n>o0 des suites dans R.

alors u <w « prolongement des inégalités larges ».
U, — u€ERetw, — we
n— 0o n——+0o

| un < wy, pour tout n €N
a) Si

alors v, — [ « théoréme des gendarmes ».
leR up, — [ et w, — 1 n—+o0o
n—+o0o n—+oo

Uy < v, < w, pour tout n € N
ws [ngnen

alors v,, — +o00 (resp. v,, — —00).
Un —= +0o (resp. w, — —00) " n—+oo (vesp " n—+oo )
n—-+o0o n—-+4oo

Up < v, (resp. v, < wy) pour tout n € N
(c) St

Remarque

Le « prolongement des inégalités strictes » pose un probléme.

1 _1 - . 1 . 1
Par exemple, on a —- < -~ pour tout n > 1, mais nggloo_ﬁ £ ngrfoo o



Corollaire

On se donne une suite (uy)p>0 dans C et u € C.
On pose u,, = a, + ib, avec a,,b, € R pour n € N, et u = a +ib € C avec a,b € R.

Ona: u, — u < |up—ul — 0 < a, — a et b, — b
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

En particulier une suite de nombres réels qui converge dans C a une limite réelle.

Exemple

On considére une suite géométrique (r"),>0 avec r € C (choix de ¢ = 1).
On a vu a la fin du paragraphe 2 que cette suite diverge lorsque r = —1. Cas général :
—sifp|>1: =" =14 (r|-1))" > 14nh avec 14+nh — +o0,
—— S~~~

n—-+4o0o

noté h formule du binéme

donc | |r™| n_)—+>oo—|—oo quand |r| > 1 | en particulier la suite non-bornée (r"),>o diverge;

lim rntl
—sifrl=1: |r|" = donc 7" —4~ 0, puis 7 = “H2—— =1 quand (r"),>o converge,
o n—-+oo n—-+oo -
n—4oo

donc | (r™)p>0 diverge quand |r| =1et r #1 | et bien sir r” " 1 quand r =1;
B n——+0o0

(ll)n‘ avec {H >1,donc | 7™ — 0 quand |r| <1 | vule premier cas.

—sifr|<1: || = e

[V. SUITES CROISSANTES MAJOREES

1. Suites monotones

Définition-Proposition
Soit (up)n>0 une suite dans R. On dit que (up)n>0 est croissante (resp. décroissante) si
elle vérifie 'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

(i) up <wuy (resp. up > uy) pour tous p,q € N tels que p < g;
(i) wp < upt1 (resp. up > upy1) pour tout n € N.

2. Toute suite croissante majorée converge

Théoréme (« théoréeme des suites monotones »)
Une suite (uy)n>0 croissante (resp. décroissante) dans R est :

— convergente de limite supu,, (resp. ir;% uy) lorsqu’elle est majorée (resp. minorée) ;
n>0 nz
— divergente de limite +00 (resp. —oco) lorsqu’elle n’est pas majorée (resp. pas minorée).

Théoréme (« théoréme des suites adjacentes »)

Soient (up)n>0 €t (vn)n>0 deux suites dans R telles que :

(un)n>0 est croissante, (v,),>0 est décroissante, et v, — u, —+> 0 « suites adjacentes ».
- - n—-—+0oo

Alors il existe [ € R tel que : w,, — [, v, — [, et u, <l <w, pourtout n € N.
n—-+o00 n—-+40o

3. Théoréme de Bolzano-Welerstrass

Proposition (« théoréme de Bolzano-Weierstrass » )

Toute suite bornée de nombres réels admet une suite extraite convergente.

Exemple

La suite ((—1)")n>0 admet pour suite extraite convergente la suite (1),>0 (avec ny = 2k).



