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Interrogation écrite n° 2 (corrige)

Question de cours (version 1)

25 a) Quand dit-on qu’une famille (v, ...,vp) de vecteurs de R™ est libre ¢
On dit que (v1,...,vp) est libre si pour tous ai,...,ap, € R, on a:
arv o, =0 = a=-a,=0.

@ b) Quand dit-on qu’une partie P de R™ est un plan vectoriel ?

On dit que P est un plan vectoriel s’il existe v, w € R™ non-colinéaires tels que ‘ P = Vect(v, w) ‘

Question de cours (version 2)

@5 a) Quand dit-on qu’une partie E de R™ est un sous-espace vectoriel de R™ ¢
On dit qu'une partie E de R™ est un sous-espace vectoriel de R™ si :
(i) 0eEFE;
(ii) pour tous o, ERetv,w € E,ona av+pweE.

@ b)) Quand dit-on qu’une partie D de R™ est une droite vectorielle ¢

On dit que D est droite vectorielle 8'il existe v € R™ non-nul tel que | D = Vect(v) |

QCM (version 1)

0,5 a) Soit (E): AX = 0 un systéme d’équations linéaires homogéne de n équations & p vrai [X] faux ]
inconnues. Si p > n, alors (E) a toujours une infinité de solutions.
(C’est un résultat du cours.)

0,5 b) La partie Q :x —y > —1 de R? est un sous-espace vectoriel de R?. vrai[_] foux
(Ona: (2,0) € @, mais (—1)x(2,0) ¢ Q.)
05 ¢) Si vi,...,vm € RS sont linéairement indépendants, alors m > 5. vrai ] faux

(Contre-exemple : m =1 et v; = (1,0,0,0,0).)

o5 d) Si wvi,va,v3 € R? et aucun de ces vecteurs n'est multiple d’un des deuz autres, alors vrai[_] faux

v1, Vg et vy sont linéairement indépendants.
(Contre-exemple : v1 = (1,0), va = (0,1), vg = (1,1). D’ailleurs il y a trop de vecteurs...)

QCM (version 2)

o5 a) Soit (E): AX = B un systéme d’équations linéaires avec second membre de n équa- vrai[_] faux

tions a p inconnues. Si p > n, alors (E) a toujours une infinité de solutions.
(Contre-exemple : m=1, p=2, (E): 0z +0y=1.)

(+0,5 b) La partie Q :xy =0 de R? est un sous-espace vectoriel de R?. vrai [_] faux
(Ona: (1,0) €@ et (0,1) € Q, mais (1,0)+(0,1) ¢ Q.)
05 ¢) Si v1,...,vm € RS engendrent R®, alors m > 5. vrai [X] faux ]

(C’est un résultat du cours.)

05 d) Si vi,ve,v3 € R? et aucun de ces vecteurs n’est multiple d’un des deuzx autres, alors vrai ] faux

v1, Vg et vy sont linéairement indépendants.
(Contre-exemple : v1 = (1,0), va = (0,1), vs = (1,1). D’ailleurs il y a trop de vecteurs...)
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Exercices (3 exercices reliés entre eux)

1 1 1
1) On consideére les vecteurs de RY: wy = <_21>, Uy = ( é ) et us = <_43>.
2 2 0

Soit F le sous-espace vectoriel de R engendré par uy, us et us.

a) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de F.

x
*
Pour tout u Z c€R* ona: u€F < daj,as,a3 € R ajuy + asus + asug (:) U.
t

On étudie par la méthode de Gauss le systéme d’inconnues oy, as, oz sous-jacent a ’égalité (x) :
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Ly =Ly —2L;

Par conséquent : ‘le sous-espace vectoriel F' de R* a pour équation F: -z +y+2=0 ‘

b) Quelle est la dimension de F ¢

Le calcul ci-dessus, & gauche des barres verticales, fournit aussi I'égalité rg (u1, ug, ug) = 3.

Donc : F' a pour base (uy,us,us) et a fortiori .

2) Soit G ={(x,y,2,t) ER* | x+y — 22+ 2t =0}.
Déterminer une base et la dimension de G.

L’équation cartésienne qui définit G se résout immédiatement en exprimant = & I'aide de y, z, et ¢ :

T =—a+2b—-2c

=a
alY , a,b,ceR.
z=0b
t=c
-1 2 —2
Donc G est le sous-espace vectoriel de R* engendré par vy := ( S ), Vg 1= ( 9 >, vg 1= < 9 )
0 0 1

Par ailleurs il est clair que la famille (v1,vs,v3) est libre car une égalité ajv; + ave + asvs = 0 avec

a1, ag, ag € R nécessite, au vu des 2°, 3°, et 4° coordonnées, que a3 = as = agz = 0.

Ainsi : ‘G a pour base (v1,va,v3) ‘ et a fortiori .

3) Démontrer que F + G = R*.
Indication : utiliser G C F + G et exhiber parmi uy, us, us un vecteur qui n’appartient pas a G.
Ona: GC F+G. Donc dimG < dim(F + G) avec égalité si et seulement si G = F + G.
Par ailleurs 1+1—-2x04+2x2#0 donc us ¢ G. On a aussi ug € F, donc ug =us+0€ F+G.
D'ou: dimG < dim(F + G).
Or dimG =3 d’aprés l'exercice 2, et dim(F + G) <4 car dimR* = 4.

Cela montre que le sous-espace vectoriel F' + G de R* est de dimension 4.

Ainsi: |F+G=R*|



