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Exercice 1.

1.

On considére le polynome Q(u) := u? +u — 1, ot u € R. Déterminez les racines de Q,

notées uy et u_ de facon telle que u_ < 0 < u.

Le discriminant de () est A =1+4+4=05.
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Les racines de () sont donc : |u_ = et u, =

On considére le polynome P(z) == z*+ 22 + 22 + 2+ 1, ot z € C. Simplifier (z — 1)P(2)
de maniére a obtenir une quantité étudiée en cours. En déduire les formes exponentielles
des solutions complexes de [’équation P(z) = 0.

Ona: (z—=1)P(2) = (2=1)(2*+22+22+2+1) = (2P +24+23+2242) — (21 + 23+ 22 +2+1).
Dou: [(z—1)P(z)=2°—1|

Par ailleurs, on a : P(1) =5, donc P(1) # 0.
On en déduit que : P(2) =0 < (2 #1let (1-2)P(2) =0) < (2 #1let 2’ =1).
Or, d’apres le cours, les racines 5° de 'unité sont : e®5" avec k € {0,1,...,4}.
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D’ou : |les racines de P dans C sont e5 , e5 , e5, e5 |

Montrez qu’il existe deux racines de P, notées zy et z_, telles que, d’une part, Re z, >0
et Im z, > 0 et, d’autre part, Re z_ <0 et Im z_ > 0.

Représenter sur une figure les racines du polynome P en indiquant les points qui corres-
pondent aur nombres zy, i, 2 et L.
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On pose : z, =e5 = cos(&) +isin(3) et Z=eF —cos( ) + isin(4E).

Ona: 0< X <’2T< <m, donC‘Rez+>0 et Imz, >0, Rez_ <0 et Imz_ > 0]

1 —2im 8im 1 —dim Bim
En outre,ona: =— =e 5 =es et —=e 5 =e5. 24
Z4 zZ— zZ_
On place les racines de P sur le cercle trigonométrique : @
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On note T : C\ {0} — C lapplication définie par T'(z) = z + 1.
Calculer Q(T(z)) et justifier rigoureusement que l’ensemble des solutions de [’équation

Q(T(z)) =0 coincide avec Uensemble des racines de P.
Siz£0: QT(2)=Qz+3) =G+ + =+ -1=(+2+5)+(=z+1) -1
done Q(T(z)) = Z4etzitatl — Pl

Par ailleurs, on a : P(0) =1, donc P(0) # 0.
On en déduit que : | P(z) =0 <= (2 #0 et Q(T'(2)) =0)|

Exprimer uy et u_ en fonction de z, et z_. En déduire une expression pour cos(Zgr)

On utilise les questions 1 et 4 : Q( (2-))=Q(T(z4))=0 donc T(z ) T(zy) € {u_,uy}.
Or: T(z_) =2+ =2cos(¥) <0 et T(z+)—z++——2005( ) > 0.

3 . _ 1 _ : |
Finalement : |u_ =2+ — et uy =z + Z puis |cos(%) = fuy = =%




Exercice 2.

Soit S, le systeme d’équations d’inconnues réelles x, y, z et t suivant :
204+y+z2—2t=1
—Br+y—4z—-2t=1
rT—y+224+2t=«

ol « est un parametre réel.
On note A, l'ensemble des solutions du systéme d’équations S

1. Montrer que A, n'est pas un sous-espace vectoriel de R,
Ona: (0,0,0,0) ¢ A, car 2x0+0+0—2x0 # 1.
Donc : | A, n’est pas un sous-espace vectoriel de R?|.

2. Résoudre Sy et en déduire A.
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On résout S; par la méthode du pivot de Gauss :
@1 1 2|1 21 1 —2]1 )
-3 1 —4 2|1 0GB -5 -10|5 | — @—5—10
1 -1 2 2|1/ Ly=2L2+3L1 \O =3 3 6 |1/ Ly=5L3+3L2 \ 0 0 0 O
Ly =2L3 — L
La ligne (000 0/20) montre qu’il n’y a pas de solution : .
3. Déterminer, en le justifiant, les valeurs de o pour lesquelles A, # ).

On étudie S, par la méthode du pivot de Gauss, en reprenant le calcul du (a) :

/11771771 /111717 1 Q‘ 1 -2 1

/1117171 /111711 5 0NgJ —5 —10 5 .

//1)711] ) th=20a+3-11\///)]]]|20—1) Li=5L3+3L, \ 0 0 0 0O |10a+10
L 2

3= 3 — b1

La ligne (000 0|10+ 10) montre que : | A, # (0 si et seulement si a = —1|.

4. Lorsque A, # 0, donner une expression paramétrique (ou équation paramétrique) de A, .

On suppose que a@ = —1 et termine la résolution de S, par < remontée triangulaire > :
. xr = —u
r=z(—y—2z+2t+1 — 9 1
S, <— 2< ) donc |A_;: y=ut vt ou u et v décrivent R |.
y = (52 + 10t +5) Z = u
t = v




Exercice 3.

Soit F' la partie de R® donnée par I’équation paramétrique
r=10—2m
y=—l+m
z2=3l—m

ou [ et m sont des parametres réels.

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Par définition de ’ensemble des combinaisons linéaires de deux vecteurs, on a :
1 2 .
I = Vect (( 3 ) , ( 3 )), donc | F est un sous-espace vectoriel de R?|.

2. On poseuy = (1,—1,3) et ug := (—2,1,—1). Montrer que (uy,us) est une base de F puis
donner la dimension de I .

La famille (uy,us) est libre car uy et uy sont non-colinéaires. D’apres la question 1, la fa-

mille (uq, us) est aussi génératrice de F. D’ou : | (uq, us) est une base de F et dim F' = 2|,

3. Déterminer une équation cartésienne de F'.

Soit v=(z,y, 2) €R3. Le vecteur v appartient a F si et seulement si I’équation (v, +muvy =v
d’inconnue (I, m) € R? a au moins une solution. Etude par la méthode du pivot de Gauss :

I m
—2 |z 1 =2 x T
y) <0@ x+y) (O Eﬁ r+y )
z) Lh=Lo+L1 \0 5 |-3z+2z/ Ly=1Ls+5Ls 2z +5y+z
LY 3L

®

-1 1

3 -1 0 0
=Lg—

Donc : ‘F a pour équation cartésienne 2z + 5y + z =0 ‘

4. On pose v := (5,—1,—5). Montrer que v € F.
La famille (uy,uq,v) est-elle libre ¢ Justifier.

Le vecteur v vérifie 'équation cartésienne de F' car : 2x5 + 5x(—1) + (=5) = 0.

On a bien : .

La famille (uq, us, v) est formée de 3 vecteurs de l'espace vectoriel F' qui est de dimension 2.

Par conséquent : |la famille (uy,us, v) n’est pas libre |

Exercice 4.

Préciser si, dans chacun des cas suivants, le sous-ensemble A admet une borne supérieure réelle,
une borne inférieure réelle (on ne demande pas de les calculer lorsqu’elles existent). Justifier,
st besoin a l'atde d’un tableau de variation, chaque réponse.

(a) Ar={z eR; 2?2 <50}; (b)) Ai={zecR; 0<e"<1}; (¢)A:={zeR; 2> +1< 3}

Tout d’abord, on sait que toute partie non vide majorée (respectivement : minorée) de R a une
borne supérieure (respectivement : une borne inférieure).

(a) La partie A est bornée, car on a |z| < /50 pour tout z € A. Elle est non vide car 0 € A.
Donc : ‘A admet une borne inférieure et une borne supérieure ‘

(b) Pour tout t e Ryona: 1€ A <= 0<e’" <1 <= " <1 <= z<Inl
Donc A = |—00, 0[. La partie A est majorée par 0. Si A admet un minorant m de A, onam < x
pour tout x € ]—o0, 0 et en passant a la limite x — —oo on obtient une contradiction.

Par conséquent : ‘A n’a pas de borne inférieure et A admet une borne supérieure ‘

(c) Pour tout z € R, ona 2? > 0 et aussi: 2 € A <= 2? < —1. Donc A = 0. Ainsi tous
les réels sont minorants et majorants de A. Comme R n’a ni plus petit élément, ni plus grand
élément, on en déduit que : | A n’a pas de borne inférieure et A n’a pas de borne supérieure ‘




Exercice 5.
(A) Donnez la définition d’un sous-ensemble dense dans R.

Soit A C R. On dit que A est dense dans R si pour tous xg € R et toute partie V de R pour
laquelle il existe € > 0 tel que |zg — e, 20+ e[ C V (< voisinage de zg >), on a VN A # ().

(B) Soit (u,)nen une suite décroissante a valeurs dans R. Que peut-on dire sur sa limite, si
elle existe, si 'on fait les hypothéses suivantes ¢

1. on suppose que cette suite est minorée;

On a: ‘toute suite décroissante a valeurs dans R et minorée a une limite dans R ‘

2. on suppose que cette suite est non minorée.

On a: ‘toute suite décroissante a valeurs dans R et non minorée a pour limite —oco ‘




