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III. Fonctions caractéristiques

1) Soit X une v. a. r.

a) Montrer que ΦX est une fonction continue bornée avec |ΦX | ≤ 1.(?)

b) Soit λ ∈ R. Exprimer ΦλX à l’aide de ΦX .

c) Soit t ∈ R. Montrer que ΦX(−t) = ΦX(t).

2) Soit X une v. a. r. On dit que sa loi est symétrique si −X a même loi que X (« −X L
=X »).

a) Montrer que si X admet une densité f paire, alors sa loi est symétrique.

b) Montrer que les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la loi de X est symétrique ;
(ii) ΦX est paire ;
(iii) ΦX est à valeurs réelles.

3) Soit λ > 0. On appelle loi de Laplace L(λ) de paramètre λ la loi de probabilité de densité fλ
définie par : fλ(x) = λ

2 e−λ|x| pour x ∈ R.
a) Soit X ∼ L(λ). Quelle est la fonction caractéristique de X ?

b) Soient Y et Z deux v. a. r. indépendantes telles que Y ∼ E(λ) avec λ > 0 et Z ∼ N (0, 1).
Calculer la fonction caractéristique de X :=

√
Y Z et en déduire sa loi.

4) Soient X et Y deux v. a. r. i. i. d. possédant un moment d’ordre 2 avec E(X) = 0 et Var(X) = 1.
On suppose que la loi commune à X et Y est N (0, 1).

a) Calculer la fonction caractéristique du couple (X + Y,X − Y ).

b) En déduire que X + Y et X − Y sont indépendantes et préciser leurs lois.

5) Soient X et Y deux v. a. r. i. i. d. possédant un moment d’ordre 2 avec E(X) = 0 et Var(X) = 1.
On suppose que X + Y et X − Y sont indépendantes.

a) Montrer que la fonction caractéristique ϕ commune à X et Y vérifie :
Φ(X+Y,X−Y )(s, t) = ϕ(s)2 ϕ(t)ϕ(−t) pour tous s, t ∈ R.
En déduire que : ϕ(2t) = ϕ(t)3 ϕ(−t) pour tout t ∈ R.

b) Démontrer que ϕ ne s’annule pas.
Indication : raisonner par l’absurde en fixant t0 ∈ R tel que ϕ(t0) = 0, puis montrant que
ϕ
(
t0
2n

)
= 0 pour tout n ∈ N avant de passer à la limite.

c) Déterminer un développement limité à l’ordre 2 quand t→ 0 de ψ(t) := ϕ(t)
ϕ(−t) .

Indication : utiliser les égalités E(X) = 0 et Var(X) = 1.

d) En remarquant que ψ(2t) = ψ(t)2, déduire de ce qui précède que ψ(t) = lim
n→+∞

ψ( t
2n )2

n
= 1.

Indication : utiliser LogP : B(1, 1)→C tel que LogP (z) :=
+∞∑
n=1

(−1)n−1 (z−1)
n

n si |z − 1|<1(??).

e) En déduire que X et Y ont pour loi N (0, 1).

(?) Soit X = (X1, ..., Xn) une v. a. à valeurs dans Rn. On admet que la loi de X est déterminée par sa fonction
caractéristique ΦX : Rn → C définie par : ΦX(t) = E

(
ei(t1X1+···+tnXn)

)
pour t = (t1, ..., tn) ∈ Rn.

(??) Pour tout z ∈ C tel que |z − 1| < 1, on a : exp(LogP (z)) = z . Pour le démontrer, on introduit u = z − 1 et pose

f(t) = LogP (1 + tu) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 (tu)n

n
pour t ∈ [0, 1]. L’application f : [0, 1] → C est dérivable avec f ′(t) = u

1+tu
,

donc d
dt

(
(1 + tu) exp(−f(t))

)
= 0, puis z exp(−LogP (z)) = (1 + 1u) exp(−f(1)) = (1 + 0u) exp(−f(0)) = 1.



6) On rappelle qu’une v. a. r. X suit la loi de Cauchy C(λ) de paramètre λ > 0 si et seulement si
X a pour densité pX(x) = λ

π(λ2+x2)
, et que ceci équivaut à ΦX(t) = e−λ|t| pour tout t ∈ R.(? ? ?)

a) On suppose que X ∼ C(λ) et Y ∼ C(µ) avec X et Y indépendantes.
Démontrer que X + Y ∼ C(λ+ µ).

b) On suppose que X ∼ C(λ) et α ∈ R \{0}.
Démontrer que αX ∼ C(|α|λ). Pouvait-on prévoir que −X ∼ C(λ) ?

c) On suppose que X et Y sont indépendantes de même loi C(λ).

Démontrer que αX + βY
L
= (α+ β)X pour tous α, β > 0.

7) On suppose que X et Y sont indépendantes de même loi symétrique et que X + Y
L
= 2X.

On veut montrer que X = 0 ou que X ∼ C(λ) pour un certain λ > 0.

a) Écrire une équation fonctionnelle pour la fonction caractéristique ϕ commune à X et Y .
En déduire que : ϕ(t) = ϕ( t

2n )2
n pour tous t ∈ R et n ∈ N, puis que ϕ est à valeurs > 0.

b) Déterminer une équation fonctionnelle pour ψ : ]0,+∞[→ R définie par ψ(t) := ln(ϕ(t)).

c) En déduire que ϕ(t) = eln(ϕ(1))|t| pour tout t ∈ R, puis conclure. (????)

8) On considère une v. a. r. X admettant une densité pX .

a) Soit Y une v. a. r. indépendante de X admettant une densité pY .
Démontrer que pour tout t ∈ R, on a : E

(
e−itY ΦX(Y )

)
= E

(
ΦY (X − t)

)
.

b) En choisissant Y ∼ N (0, σ2), prouver l’égalité :∫
R

1√
2π

e−
y2

2σ2 e−ity ΦX(y) dy =

∫
R

e−
z2

2 pX(t+ z
σ ) dz pour tout t ∈ R.

c) On suppose que pX est continue bornée avec
∫
R |ΦX(t)| dt < +∞.

Prouver le cas particulier suivant de la formule d’inversion de Levy :
pX(x) = 1

2π

∫
R e−itx ΦX(t) dt pour x ∈ R « formule d’inversion de Fourier pour pX ».

Indication : on admettra que pour tout intervalle I et toute suite (ϕn)n≥0 d’applications

mesurables de I dans C qui est simplement convergente avec
∫
I

sup
n≥0
|ϕn(t)|dt < +∞, on a∫

I
ϕn(t) dt −→

n→+∞

∫
I

lim
n→+∞

ϕn(t) dt « théorème de convergence dominée ».

(? ? ?) La fonction caractéristique de la loi de Cauchy s’obtient avec la formule d’inversion de Levy et la question 3 a).
(????) On peut prouver en utilisant le même schéma que seule la loi gaussienne satisfait X + Y

L
=
√

2X.


