hors programme

Espaces métriques et espaces topologiques : a retenir (J-y D)

Définition
On considére un ensemble E.
(a) Une distance sur E est une application d: F x E — Rt vérifiant :
(i) Ve,ye E d(z,y) =0 < x=1y;
(i) Vo,ye B d(z,y) =d(y,x);
(ili) Vz,y,z€ E d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) («inégalité triangulaire »).
(b) On suppose que d est une distance sur E (on dira que (E,d) est un espace métrique).
Les boules ouverte et fermée de centre xg € E et de rayon r > 0 sont :
B(zg,r) :={x € E|d(z,x9) <1} et B(zxo,r):={x e E|d(z,z0) <7}.

Le diametre d'une partie non vide A de E est : diam A := sup d(z,y) < +oo.
r,yeA
Par convention : diam()) = 0. On dit qu'une partie A de E est bornée si diam A < +o0.

Exemple

(a) Soient £ =R" (n € N) et N la norme euclidienne usuelle sur R".

La distance associée a N est application d: E x E — R* définie par :
Ve,ye I d(xz,y) := N(x —y).

(b) Soient A un ensemble et (F,d) un espace métrique.

On pose : d,(f,g) := min (Sug d(f(z),g(z)),1) pour f,g: A— E.

€
L’application d, est une distance sur E4, appelée distance de la convergence uniforme.

Définition-Proposition
(a) Soient (E,d) un espace métrique et F' une partie de E.
La distance induite sur F' par celle de E est la distance (x,y) € F x F +— d(z,y) sur F.
La boule ouverte de centre zy € F' et de rayon r > 0 dans F’ est 'intersection avec F' de celle de E.
(b) Soient (E1,d;) et (Fy,d,) des espaces métriques.
La distance produit sur E1 X ... X E, est la distance 0, sur E; X ... X E, définie par :

(SOO<I,y) = 11’I<1?<}1{1 dz(l’“ yz> quand r = ('Ti)lgign et Yy = (%’)19’91 sont dans 1<1_1< Ez(*)

La boule ouverte de centre (1, ..., x,,) et de rayon r > 0 dans E) X ... X E,, est B(x1,r)X...x B(x,, 7).

([ Définition
(a) Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble .7 de parties de X, tels que :
i) Ve Tet X e T,
(ii) l'intersection de deux éléments quelconques de .7 appartient & . ;
(iii) la réunion d’une famille quelconque d’éléments de .7 appartient & 7.
Dans ce cas, cet ensemble .7 s’appelle la topologie dont on munit de X.

(b) On se donne ici un espace topologique (X, .7 ) et a € X.
On dit qu'une partie U de X est ouverte (ou que U est un ouvert de X) si U appartient & 7.

On dit qu'une partie F' de X est fermée (ou que F est un fermé de X) si Cx F est ouverte.

On dit qu'une partie V' de X est un voisinage de a si V' contient un ouvert U contenant a.
On note V(a) I'ensemble des voisinages de a.

(¢) On dit qu’un espace topologique (X, .7) est séparé (ou que sa topologie est séparée) si pour

| tous a,b € X distincts, il existe U € V(a) et V € V(b) tels que UNV = 0.

1
() Les distances 61: (z,y) — Y. di(wi, y:) et 622 (z,y) — (X di(zs,9:)?)? sur By x ... X E,, se comparent a
1<i<n 1<i<n

dco au moyen des inégalités suivantes, qui sont « immédiates » : 00 < dp < 01 < 4/Nd2 < Nduo.
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Proposition
Soit (E,d) un espace métrique. On va construire a partir de d une topologie sur F.

(a) Les réunions de familles quelconques de boules ouvertes de E forment une topologie sur E.
Cette topologie est séparée. Toute boule ouverte (resp. boule fermée) est ouverte (resp. fermée).

(b) Une partie U de E est ouverte si et seulement :
Vege U JIr >0 B(xg,r) CU |
Un voisinage d’un point a de E est une partie de F qui contient une boule ouverte centrée en a.

Exemple

On munit R de sa distance usuelle (z,y) — |z — y|.
Voici la liste sans répétition des intervalles de R, ot a,b € R : 0, |a, b[ avec a < b, |a,b] et [a, b]

avec a < b, [a,b] avec a < b, |a,+o0|, [a, +o0], ]|—00, b[, | —00, b], R. Parmi eux, les ouverts sont ),
la,b[ avec a < b, Ja,+o0], |—00,b[, R; et les fermés sont @), [a,b] avec a < b, [a, +o0[, |—00, b], R.
Déﬁnition-PrOpOSition — (a connaitre dans le cas des espaces métriques)

(a) Soient (X,.7) un espace topologique et A une partie de X.

On appelle intérieur de A la partie A :={z € A| A e V(x)} de X et adhérence de A la partie
A={reX|VWeV() VNA#D} de X.
Ona: Aestle plus grand ouvert de X inclus dans A et A est le plus petit fermé de X contenant A.
En particulier : A est ouverte (resp. fermée) si et seulement si A = A (resp. A =A).

On a aussi : AgAgﬁ, CX/OK:EXA et EXZ:@.

(b) Soient (X, .7) un espace topologique et A une partie de X.

On dit que A est dense dans X si A= X.

Un point isolé de A est un point de A qui a un voisinage ne contenant pas d’autre point de A.

Un point d’accumulation pour A est un x € X dont tout voisinage contient un point de A\{z}.

Ainsi A est la réunion disjointe de I’ensemble des points isolés de A et de I’ensemble des points
d’accumulation pour A.

(c) Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On verra plus tard la définition d’'une
« suite convergente dans E » (définition connue dans le cas ou E est égal & R™ ou C", n € N).

La partie A est 'ensemble des limites des suites d’éléments de A qui convergent dans E |*).
Les points d’accumulations de A sont les z € E limite d’une suite convergente d’éléments de A\ {z}.

Définition-Proposition

(a) Soient (X,.7) un espace topologique et Y une partie de X.

La topologie induite sur'Y par celle de X est la topologie % :={UNY ; U e T} surY.
(Lorsque 7 provient d’une distance, la topologie induite provient de la distance induite.)
Les ouverts, fermés, voisinages d’un point a de Y dans Y sont les intersections avec Y de ceux de X.
Lorsque la topologie de X est séparée, la topologie induite sur Y est séparée.

(b) Soient (X1, 7), ..., (X,, Z,) des espaces topologiques.

La topologie produit sur X; X ... X X,, est la topologie dont les éléments sont les réunions de
parties de la forme U =U; x ... x U, avec Uy € 7, ..., U, € F,.
(Lorsque A, ..., 7, proviennent de distances, la topologie produit provient de la distance produit.)
Les voisinages d'un point (ay, ..., a,) de X; X ... x X, sont les parties de X; x ... x X, qui contiennent
un certain Uy x ... x U,, avec U; ouvert de X; contenant aq, ..., U, ouvert de X,, contenant a,,.
Lorsque les topologies de X1, ..., X,, sont séparées, la topologie produit sur X; x ... x X,, est séparée.

(c) Soit ((Xi,%))ier une famille d’espaces topologiques..

La topologie produit sur [] X; est la topologie dont les éléments sont les réunions de parties de
iel

la forme U = [[U; avec U; € 7 pour tout i € I et 'ensemble J:={i € [ |U; # X,} est fini.
\ iel

(%) Cette caractérisation, trés utile, est fausse dans le cas d’un espace topologique quelconque.



