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Variables aléatoires réelles : a retenir

Définition (probabilité)

(a) La somme d'une famille dénombrable (a;);c; de réels positifs est :

iezjai = ngrfoo\(aio—i_aiot“'+ai"),€R+U{+OO} on I={14, ;neN}
S~~~ croissant en n distincts

indépendant du choix de la numérotation

(b) Une probabilité sur un ensemble (2 est une application P qui & certaines parties A (il faudrait
N N _

-~

ensemble des « résultats possibles »

préciser) de € associe un réel P(A) € [0, 1] de fagon que :

P(Q) =1 et P( UN A,) = %P(An) quand A,,, n € N, sont des événements deux a deux disjoints.
ne ne

« événements »

(c) La probabilité uniforme sur un ensemble fini non-vide € est la probabilité P définie par :

P(A) = 294 pour AC Q.

Dans la suite : on fixe une probabilité P sur un ensemble 2 (muni d’« événements » ).

Définition-Proposition (loi de probabilité d'une v. a. r. et fonction de répartition)

(a) Une wariable aléatoire réelle sur € est une application X de Q dans R telle que pour tous

«V.a.r.»

a,b € RU{—o00,4+00} avec a < b, 'ensemble {w € Q|a < X(w) <b} est un événement.

NV
{a<X<b}

Sa loi de probabilité est la probabilité Py sur R telle que :
Px([a,b]) =Pla < X <b) désque —c0o <a<b<+o0.
(b) On se donne une v. a. r. X sur €.
La fonction de répartition Fx de X, qui détermine la loi Py de X, est définie par :
Fx(z) =P(X < z) pour tout z € R.
Ainsi Papplication Fix: R — R est continue & droite et croissante de 0 a1 .
~ =~

en —oo en +oo
Définition-Proposition (loi discréte et loi a densité)
On se donne une v. a. r. X sur €.

(a) On suppose ici que €2 est fini ou dénombrable, de la forme :
Q={w, ;neN} avec N ={0,1,..., N } ou N =N.
—~ ~—

distincts fixé dans N

La donnée d’une probabilité @) sur (€2, P(€2)) équivaut a la donnée d’une suite (p;,)nen de réels

positifs vérifiant > p, = 1, au moyen des égalités suivantes : p, = Q({w,}) pour tout n € N'.
neN’
(b) On dit que X est discréte s'il existe une suite de nombres réels de la forme (z,),en avec

N ={0,1,..., N_} ou N =N, telle que ImX C { z, }nen.

fixé dans N distincts

Dans ce cas Px est déterminée par la suite (p,)nen suivante : p, = P(X = z,,) pour n € N\
(c) On dit que X admet pour densité une fonction (« mesurable ») p: R — RT si:

Pla< X <b) = fabp(x)dx quand —oo <a <b < +oo.
Ceci équivaut a : Fx(x) = ffoo p(t)dt pour z € R. —[Donc : p(x0) = Fi (o) si p est continu en un zo € R.]
Une fonction mesurable p: R — R* est associée a une telle X si et seulement si fj;o p(r)dr = 1.
(d) Lav. a. r. X admet pour densité I (définie sauf en a4, ..., a,) quand il existe a; < --- < a,

dans R tels que Fx[|—ooa,]s FX|[a1,a9]s =0 FX|[ap,4o00,0;] SONE de classe Ct

(%) Réciproquement, toute F': R — R continue & droite et croissante de 0 & 1 est une fonction de répartition.



Définition-Proposition (v. a. r. indépendantes)
(a) On dit que des v. a. r. Xy, ..., X,, sur ) sont indépendantes si :
P(X, € By,...,X, € B,) = P(X; € By)...P(X,, € B,) pour tous événements By, ..., B, CR,

cest-a-dire P(X; <zy,..., X, <=x,) = P(X; <) ..P(X,, <=x,) pour tous z1,...,z, € R.

Dans ce cas, pour 1 < iy < ... < i, < n et pour toutes fonctions (mesurables) hy: R — R, ...,
hy: Re=%-1 SR les v. a. 1. hy(Xy, ..., Xi))y ooy hi(Xi, 21, --, X;, ) sont aussi indépendantes.

(b) Quand Xj, ..., X,, sont discrétes, I'indépendance de Xi, ..., X,, équivaut a :
P(X;=x1,..X,=2,) = P(X; =1)...P(X,, =x,) pour tous z; € Im(X3), ..., x, € Im(X,,).

(c) Plus généralement, on dira qu'une suite (X, ),>o de v. a. r. sur Q est formée de v. a. r.
indépendantes si : Xq, ..., X,, sont indépendantes pour tout n > 0.

Définition-Proposition (espérance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur €.

(a) On suppose X discréte. .
On pose : E(|X]) = X |z P(X = 1,) € RY U{+oo}. ylim, X onPX =on) quand N =N
N/

N

nE 7 N
Lorsque E(| X|) < 400, on définit l’espérance de X : E(X)= > z, P(X =z,).
——_———

neN’

on dit que « X a un moment d’ordre 1 »

(b) On suppose que X a une densité p.

lim ffA z p(z)dx

On pose : E(|X|) = [T |z] p(z)dz € RT U {+0o0}. kR
Lorsque E(|X|) < 400, on définit l’espérance de X : E(X) = fj;ox p(z) dz.
—_————

on dit que « X a un moment d’ordre 1 »

(c) On peut construire E(|X|) € RT U {+o0}, puis définir E(X) € R tel que | |E(X)| < E(|X])
lorsque E(] X|) < 400, en généralisant (a) et (b) de fagon que E soit croissante et linéaire (unicité).
—_——

cas X >0 casou E(|X|) < +o0

Les v. a. r. X et Y ont méme loi si et seulement si E(h(X))=E(h(Y)) pour tout h € G,(R,R).
(d) On suppose que E(|X|) < 400 et E(]Y]) < +00. Soient A, u € R.
Ona: E(1) =1 et EO\X +uY) = AE(X) + uE(Y).
Quand X et Y sont indépendantes, on a : E(XY) =E(X)E(Y).
——

existe

Définition-Proposition (variance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur (.
(a) On suppose que E(X?) < +o0o. Donc E(|X]|) < +o0.
on dit que « X a un moment d’ordre 2 »
On définit la variance Var(X) = E(X?) — (E(X))i et l’écart type o(X) = +/Var(X) de X.
(b) On suppose que E(X?) < +co et E(Y?) < +00. Soit A € R.
On a: Var(AX) = A?Var(X) et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2(E(XY) — E(X)E(Y)).
Quand X et Y sont indépendantes, on a : Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Proposition (théoréme de transfert et retour sur I'indépendance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur Q.

(a) On suppose que X est discréte et somme sur « x € R » ausens de « z € R,P(X =z) #0 ».
Ona: E(h(X))= > h(z)P(X =z) pour h: R->RTU{+00} ou h: R—R avec E(|h(X)|) < +o0.
zeR
(b) Soit p: R — R* mesurable telle que [* > p(z)dz = 1.
On a : X a pour densité p si et seulement si E(h(X))(;)fj;Oh(x)p(x)dx pour h € 6,(R,R).

Dans ce cas on a (x) pour h: R—R*TU{+00} mesurable ou h: R— R mesurable et E(|h(X)|) < +oo.

(c) Les v. a. 1. X et Y sont indépendantes si et seulement si :
E(h(X)k(Y)) = E(h(X))E(k(Y)) pour tous h,k € €,(R,R).



