Vecteurs aléatoires : a retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble 2 (muni d’événements).

Définition-Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,,) a valeurs dans R".
(a) La loi de X (« loi jointe de X1, ..., X, ») est 'unique probabilité Px sur R" telle que :
IP’X([al,bl] X ... X [an,bn]) = P(al < X1 <by,ean, <X, < bn)
pour —oo < ay < b < +o0, ..., —00 < a, < b, < +o0.

ou « la lot de X est discréte »

—
(b) On dit que X est discrete s’il existe D C R™ finie ou dénombrable telle que Px (D) = 1.

Pour toute application (z1,...,%n) — Pay..a, de R™ dans RT nulle hors d’une partie finie ou
dénombrable, la v. a. X est discréte avec P(Xy = x1,..., X, = 2,) = pay,.. 0, poOUr (z1,...,x,) € R”

si et seulement si:  E(h(X)) = > h(x1,...,2n) Pzy,...z, pour toute h: D — R bornée.
S~ (21,00 rxn) ERT ~~ 4
discrete (tel que paq,..., zn 0! ou pour toute h: D — R positive
Une application (21, ...,2,) € R" + py, 5 € RT nulle hors d’une partie finie ou dénombrable
est associée & une telle X pour une probabilité IP si et seulement si > Dar,.zn = 1.

On appellera « fonction de masse sur R™ » une telle fonction p. (@1,....an )R

ou « la loi de X admet pour densité »
N

(c) On dit que X admet pour densité une application p: R"™ — R ‘mesurable: si :
Play < X1 <b1,.yan < Xpp < by) = f;ll ff: p(1, ey Tp) dzy ... dy
pour —oo < a; <b; <400, ..., —00 < ay, < by, < +00.
Pour toute p: R™ — RT ‘mesurable:, la v. a. X admet pour densité p si et seulement si :
E(h(X)) = fj_;o fj_;o h(z1,...,zn) p(x1, ..., xy) dzy...d2,, pour toute h € 6,(R",R).

ou pour toute h:R"™ — R ‘mesurable’ positive

Dans ce cas, on a: P(X € B) = [...[5 p(x1,...,xn) dz1...dzy, pour tout B C R™ (choisir h = 1p).

événement

Donc deux telles applications ‘mesurables: pg et p; continues en a € R™ vérifient po(a) = p1(a).
Une application p: R"” — RT ‘mesurable: est associée a une telle X pour une certaine probabi-
lité P si et seulement si fj;o fj;o p(z1, ..., xy) dzy...dx, = 1.
On appellera « densité de probabilité sur R™ » une telle fonction p.

Définition-Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,) a valeurs dans R".
(a) On suppose que X est discréte avec une fonction de masse (1, ..., Zn) = Day,... an-

Les lois de X1, ..., X, appelées « lois marginales de X », sont discrétes avec :
P(X;=m) = > Pa1,@s 1,285 1,m,  POUr T € R (1<i<n).

(zl,4.4,ziil,zi+1zn)€Rn*1
tel que pay, . a;q,@,@iqq,. 020 7 O]

(b) On suppose que X a une densité p: R" — RT.
Les lois de X7, ..., X,,, appelées « lois marginales de X », ont des densités p1, ..., p, définies par :
pi(z) = fj;o fj;o P(T1, ey Ti1, Ty T 1oy Tpy) Az d_1d 2y q...dy,, pour x € R (1 < i < ).

Définition

On considére deux v. a. 1. X,Y: Q — R telles que : E(X?) < +00 et E(Y?) < +o0.

(@) Ona: [E(XY])| < VECTIVETT < +oo puis |[[E(XY)| < /BXD/ETT)|

On définit : Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) € R. ==
E((X —E(X)(Y - E(Y)))

On a donc la formule suivante :  Var(X +Y) = Var X + VarY +2Cov(X,Y).

(b) On dit que X et Y sont non-corrélées si Cov(X,Y)=0 (par exemple X et Y indépendantes).

Quand Var(X) # 0 et Var(Y) # 0, le coefficient de corrélation linéaire de X et Y est défini par :
Cov(X,Y

a(X)a(Y)

a un moment d’ordre 1

€ [-1,1].



Théoréme (« théoréeme de Fubini »)
(a) On considére une application f : R? — C ‘mesurable’.

Ona [IZ3([231f@.y)ldy)de = [T ([23 1f(z.9)|dx)dy < oo

et, quand le réel précédent est fini : fj_oo (fjoo flz,y) dy)dx = fjoo (fjoof (z,9) dﬂ:)dy.
(b) On con81dere une suite d’applications wu, : R — C ‘mesurables: avec n > 0.

On a f+°°(z | (2)]) da = +°Z(f+°° ]un( )\ dz) < +oo

et, quand le reel precedent est gnl S too ( (z))dz = ( e Tou dz).

(c) On con51dere une sulte double (up, q)p q>0 de nombres complexes

On a Z(Z|qu|) Z(Z|qu|) < 400

p=0 ¢=0 9=0 p=0 +oo +oo +oo +oo
et, quand le réel précédent est fini : ) (Z Upg) = 3 (D Upyg)-
p=0 g= q=0 p=0

Théoréme (« théoréme de changement de variable »)

On considére une partie U de R™ qui est ouverte et une application ¢ = (1, ..., p,) de U dans R™
qui a des dérivées partielles, toutes continues.

0
(a) Soit & € U. On appelle matrice jacobienne de ¢ en x la matrice J,(x) := (8%( )> e
X <i<n
(b) On suppose que ¢ est injective et det J,(x) # 0 pour tout = € U. ! 1<j<n

Pour toute fonction continue bornée f de p(U) dans R, on a :

fmfw(U) fis o yn) Ayt dyn = [-f; f(p(21, .0y 20)) |det Jp (21, .oy ) | Ay .oday

penser & |dyi| quand n =1

« jacobien de ¢ en (x1, ..., xy) », noté parfois 7D((gl”g:§

Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,,) a valeurs dans R".

(a) On consideére des fonctions de masse py, ..., p, sur R.

Les v. a. r. Xq,..., X, sont discrétes de fonctions de masse p1, ..., p, et sont indépendantes si et
seulement si X est discréte de fonction de masse p: (21, ...,2,) = p1(x1)...0n(Tn)-

(b) On considére des densités de probabilité p, ..., p, sur R.

Les v. a. r. Xy, ..., X,, admettent respectivement les densités p1, ..., p, et sont indépendantes si et
seulement si X a pour densité p: (z1,...,2n) — p1(x1)...pn(zy).

Proposition
On considére des v. a. r. X et Y.

(a) On suppose que X et Y sont discrétes, et indépendantes.

Lav.a.r. X +Yestdiscréeteet : P(X+Y=u) = > P(X=2)P(Y=u—2z) pour u € R.
z€eR

lire O lorsque P(X =) =0

(b) On suppose que X et Y ont des den31tes respectlves p et q, et sont indépendantes.
Lav.a.r. X +Y a pour densité r avec : = fjoo g(u —x)dx < +4oo pour tout u € R.

Définition-Proposition
(a) Soient X et Y deux v. a. r. discrétes, avec Y > 0 ou E(|Y]) < 4o0.

Lorsque z € R et P(X = x) # 0, on introduit la « probabilité de {Y = y} sachant {X =z} » :

Py|x=2¥) = % pour y € R.

Donc : py|x—, est une fonction de masse.

Ona: EY)= Y EY|X =2)P(X = x)l ot E(Y|X=z):= ) ypy|x=2(¥)

r€R yeR
lire O lorsque P(X = z) =0

(b) Soit (X,Y) une v. a. a valeurs dans R? qui a une densité py y, avec Y > 0 ou E(|Y]) < +oc.

Lorsque z € R et px(z) # 0, ou px(z) := fj_;o px,y(z,y)dy, on pose :

Py|x=2(y) = mp’;i((if) pour y € R

Donc : py|x—; est une densité de probabilité, appelée « densité conditionnelle de Y sachant X = x ».

~~

de la loi de probabilité sur R qui envoie un événement A sur lim+ P(Y e Alz< X <z+h)
+ N +
On a : f P E(Y|X =2)px(z) dz ou E(Y|X =2x) := fﬁ;o Ypy|x=2(y) dy.

lire O lorsque px (z) =0




